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Series numéricas



Sucesiones de numeros reales

Definicién
Una sucesion de nimeros reales es una aplicacion

a : N = R
n +— a(n)

Se suele escribir a, en vez de a(n).

Definicién

Se dice que el limite de la sucesion (a,) cuando n tiende a infinito es | € R, y

se escribe | = lim a,, si para cada € > 0, existe un niimero natural N € N
n—soo

tal que |a, — | < € para todo n > N.
En este caso, se dice que la sucesion (ay) es convergente.



Series numéricas

Definicion
Dada una sucesion (ay), sea s, =a;+...+a, YneN.
La sucesion (sy) se llama sucesion de sumas parciales.

oo

Se llama serie de término general (ay), y se denota Z ay, al limite de la
n=1

sucesion de sumas parciales (s,), cuando éste existe:

a, = lim s,,.
n—oo

ngk

n=1

La serie se dice convergente cuando la sucesion de sumas parciales es
convergente.



Series numéricas
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Series numéricas
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Series numéricas. Propiedades

Sean Z an, Z b, dos series convergentes y ¢ € R. Entonces:
n=1 n=1

oo

1) La serie suma Z (an + by) es convergente y
n= 1

ian+b Zan+2b
n=1

2) La serie Z (cay) es convergente y Z (cay) =c Z an

n=1 n=1 n=1

Teorema (Condici(’)n necesaria de convergencia de series)

Si la serie Z ay es convergente, entonces lim a, =0
n—00
n=1



Criterios de convergencia para series de términos positivos

Criterio del cociente (o de D’Alembert)

Sia,>0Vn,y
. Qptl
lim 2 =
n—ee  q,

entonces:

=

1) sir < 1,la serie Z a, es convergente.
n=1

=

2) sir>10r=-+oo,la serie Z a, no es convergente.
n=1

3) Sir =1, el criterio no decide.



Criterios de convergencia para series de términos positivos

Criterio del cociente (o de D’Alembert). Ejemplos:

n

— 7! . Api .
Z — :  lim =i =lim ———
e~ pn n—es n—oo (n—l— 1)" n—oo (1 + ﬁ)’l e
Luego la serie es convergente
oo 3n 3 | 3 +1
2. Y S O R T e L
= 3+n! n—e }Hw3+(n+l) nee S tn+1
Luego la serie es convergente
o 1 . Qpyl , 5
3. — ¢ lim = lim =1
“n n—e n—oo (n + 1)

En este caso el criterio no decide



Criterios de convergencia para series de términos positivos
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Criterios de convergencia para series de términos positivos
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Criterios de convergencia para series de términos positivos

1/(n")

10 T | T T
9L
8l -
e 6 e ®
= Y [ ] :
at e e i
3 i
[ ] :
27 B ". ' n
1 . 1 1 L 1 1
o] 5 10 15 20 25 30




Criterios de convergencia para series de términos positivos
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Convergencia de las series armonicas y geométricas

» La serie armonica de grado s,

ol
3| -

3
Il
-

€S

> convergente si s > 1
» divergente sis < 1

» La serie geométrica de razoén r,

n=0

es convergente si y solo si |r| < 1.



Criterios de convergencia para series de términos positivos

Criterio de la raiz (o de Cauchy)

Sia, >0 Vn,y existe

lim Wa, =r

n—soo
entonces:

=)

1) sir<1,]laserie Z a, es convergente.
n=1

=)

2) sir > 1,laserie Z a, no es convergente.
n=1

3) sir =1, el criterio no decide.



Criterios de convergencia para series de términos positivos

Criterio de la raiz. Ejemplos:

> 1
1. —_— lim v/a, = lim
,,;2 (logn)"

n—oo n—soo log n

=0<1

Luego la serie es convergente.
2

oo n
n
2. ,,Z]<n+2> :

2 n 2 _nJZrZ n+2
7 = — = i —_ :72
s gt (1,25 ) i (1-,2,) ] e

Luego la serie es convergente.

| 1
3. —:  lim Ya, = lim

o] n® n—oo n—oo ( 1/”)3

En este caso el criterio no decide.



Criterios de convergencia para series de términos positivos
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Criterios de convergencia para series de términos positivos
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Criterios de convergencia para series de términos positivos

Criterio de comparacion de Gauss

oo oo

Sean Z any Z b, dos series de términos positivos tales que
n=1 n=1
a, <b, VneN
Entonces:

oo =)

1) sila serie Z b, es convergente, la serie Z a, también lo es.
n=1 n=1

oo =)

2) sila serie Z ay es divergente, la serie Z b, también lo es.
n=1 n=1



Criterios de convergencia para series de términos positivos

Criterio de comparacion de Gauss. Ejemplos:

L i sin?(2n)
n=1

. 2 oo
2n 1
sin’( ) 3— Vn e N,y la serie Z e es convergente (criterio

o

de la rafz), la serie Z

RO

n=1

Como

n=1

CS convergente.

1/3
1
Como () >~ Vn € N, y la serie arménica de grado 1/3 es

n n

o 1/3
divergente, la serie Z (> es divergente.
n

n=1



Criterios de convergencia para series de términos positivos
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Criterios de convergencia para series de términos positivos
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Criterios de convergencia para series de términos positivos

Criterio de comparacion en el limite

o o
. . .. . an
Sean Z any Z by, dos series de términos positivos y sea / = lim —.

n=1 n=1 n—ree Oy
Entonces:
1) sile€ (0,+c), las series Z a,y Z b, tienen el mismo cardcter.
n=1 n=1
2) sil =0, entonces:

> sila serie Z by, es convergente, la serie Z a, también lo es.
n=1 n=1

> sila serie Z ap es divergente, la serie Z b, también lo es.
n=1 n=1
3) si [/ = -+oo, entonces:

o o

i i n iv , i ay ié .
> si la serie b, es divergente, la serie también lo es

n=1 n=1
oo o

> sila serie Z ay es convergente, la serie Z b, también lo es.
n=1 n=1



Criterios de convergencia para series de términos positivos

Criterio de comparacion en el limite. Ejemplos:

i 2n+3
“3nd44n+5 7
2n+3 3 2
o 3mdtdngs g 2 +3n7 2 -
Jim ”Lz 7r}I—I>Iolo3n3+4n+573€(07+ )

y la serie arménica de grado 2 es convergente. Por tanto, la serie dada
€s convergente.

Z\/ﬁ+\f

1
. Vn+l+yn . \/ﬁ 1
Iim ———— = lim ——————= = - € (0,4
n—oco ﬁ n—>w\/n+]+\/ﬁ 2 ( )
y la serie arménica de grado 1/2 es divergente. Luego la serie dada es
divergente.



Criterios de convergencia para series de términos positivos
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Criterios de convergencia para series de términos positivos
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Series numéricas alternadas

Definicién
Una serie se dice alternada si sus términos son alternativamente positivos y
negativos. Por tanto, una serie alternada es de la forma

= =

Z(fl)nan, o bien Z’(fl)"“an:—Z’(fl)"an7
n=1 n=1 n=1

cona,>0VneN.

Teorema (Criterio de Leibniz)
Una serie alternada de la forma Z (=D)"ap, cona, >0VneN, es

n=1
convergente si la sucesion (ay) es decreciente y tiende a cero, en cuyo caso:

Sont1 < Z(—l)"an <sym ¥y | Z(—l)"an — S| < apt1
n=1 n=1



Series numéricas absolutamente convergentes

Definicion

La serie Z ap se dice absolutamente convergente si la serie Z lan| es
n=1 n=1

convergente.

Teorema (Convergencia absoluta = convergencia)

Si la serie Z lan| es convergente, entonces la serie Z an es convergente.
n=1 n=1

Observacion
(=]
» El reciproco no siempre es cierto. Si la serie Z a, es convergente pero
n=1
no absolutamente convergente, se dice condicionalmente convergente.
o
> La serie Z |an| es una serie de términos positivos. Por tanto, su
n=1
convergencia se puede estudiar usando los criterios de convergencia
para series de términos positivos.



Series de potencias



Series de potencias

Definicién
Una serie de potencias es una expresion de la forma Z ap(x—a)".
n=0
> ay, se llama coeficiente n-ésimo de la serie de potencias.

> a se llama centro de la serie de potencias.

Teorema

o

Dada la serie de potencias Z an(x—a)", hay tres posibilidades:
n=0

1. La serie sélo converge para x = a.
2. La serie converge absolutamente para todo x € R.
3.

Existe un niimero real R > 0 tal que la serie converge absolutamente si
|x —a| < Ry no converge si |x—a| > R. La convergencia en los puntos
x=a—Ryx=a+R se debe estudiar separadamente.



Series de potencias. Radio de convergencia

Definicién

o

El radio de convergencia de la serie de potencias Z an(x—a)" es
n=0
> R =0 si la serie s6lo converge para x = a.

> R = +oo si la serie es convergente para todo x € R.

> R si la serie es convergente para x € (a— R,a+R) y no es convergente
parax € R\ [a—R,a+R).

El intervalo en que la serie de potencias es convergente se llama
campo de convergencia de la serie.



Series de potencias. Radio de convergencia

El radio de convergencia de la serie de potencias Z an(x—a)" se puede
n=0
calcular mediante el criterio del cociente o el criterio de la raiz:

R—tim A% 1
n=e a1 1im {/|ay|
n—yoo
Ejemplos:
=) , . 1
1. an”: R=1lim — =-=0
n=1 n=ee \/n't h
= (r_ 2 1
2. Z(x ) R = lim ';! =lim(n+1)=+e
- n' n—oo n—so0
n=0 (n+1)!

8

3. Z X" es la serie geométrica de razén x. Esta serie es convergente si y

n=0
solo si |x| < 1. Por tanto, R = 1 y el campo de convergenciaes (—1,1).
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