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Conjuntos de numeros

NcZcQcRcC

Densidad de Q en R: dados a,b € R,a < b, existeq € Qt.q.a<g<b
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Numeros complejos
Definicion
El conjunto de los nimeros complejos es

C={a+bi/a,becR},

donde i = v/—1 es la unidad imaginaria.

En C se opera de la siguiente manera:
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i
(a+bi)- (c+di) = (ac—bd)+ (ad + bc)i

>
>

Distintas representaciones de un nimero complejo z:
a+ib=(a,b) =|zy

lz| = Va2 + b? es el mddulo del nimero complejo z, que coincide
con la distancia al origen del punto de coordenadas (a,b).
0 € [0,27) es el argumento del nimero complejo
Propiedades:
> Sea a € R; entonces a = a+ 0i € C. Luego, se puede considerar R C C
» Todo polinomio p(x) = a,x" +a,_ X" '+ ... +ajx+ag (a; € C) tiene

n raices en C. (Teorema fundamental del Algebra)
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Funcién real de una variable real

SeaA CR

Definicién

La correspondencia f : A — R es una funcion si a cada x € A le asigna
una tinica imagen f(x) € R

Se llama:

» dominio: 2(f) = {x € A/ existe f(x)} = {x € A /f(x) € R} = Dom(f)
» imagen: Im(f) = {y e R/y = f(x) para alginx € A}
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Propiedades de monotonia

Definicién
Sea f : A — R una funcion real de variable real. Sea B C A.
> f es creciente en B si
x1 < x3 :>f(x1) Sf()@), Vx1,x € B,

> f es estrictamente creciente en B si
x1<x = f(x) <f(x2), Vxi,x; €B,

> f es decreciente en B si
X1 < X2 :>f()C]) Zf(xz), Vxhxz c B,

> f es estrictamente decreciente en B si
x1<xp = f(x1)>f(x2), Vxi,x €B.

Definicion
Se dice que f es inyectiva si:

x1#Fx2 = flx) #f(x)
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Simetrias
Definicion
Se dice que una funcion f es par si f(x) =f(—x), Vx € 2(f). Se dice que f
es impar si f(x) = —f(—x), Vx € 2(f).

Funcién par Funcién impar

Nota
El nombre proviene de los monomios fundamentales. Los monomios con
exponente par (x%, x*, x ...) tienen simetria par 'y los monomios con

exponente lmpar (x X x ) tienen simetria lmpar
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Periodicidad

Definiciéon
Seaf:R — R. Se dice que f es periodica, con periodo T, si

fx)=f(x+T), vx e R.

El ejemplo mads clasico de funciones periddicas son las funciones
trigonométricas.

Si sabemos que una funcién tiene un periodo T, serd suficiente con
representarla en [0, T]. Después se repetird.

—1

EVENEN
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Composicion de funciones

Definicion
Seanf:ACR—Ryg:BCR—R, conlm(f) C B. La funcién
compuesta gof (se lee “f compuesta con g”) es la funcion

gof : ACR — R
x€A — (gof)(x)=g(f(x))

xeALsf(x)e B2 g(f(x)
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Funcion inversa
Definicion
Seaf:A CR — R una funcion inyectiva. Existe una vinica funcion

h:Im(f) — R tal que h(f(x)) = x, Vx € A.
Esta funcion se denomina inversa de f y se suele denotar por f~.

Es decir, f —lo f =1d. Ademds, en este caso se verifica que la composicién es
conmutativa, es decir, que f of —! = 1d (siendo Id la funcién identidad, es
decir, Id(x) = x, Vx € R).

X

/ .
1 y=rT)

;Atencién: £~! no es lo mismo que %!
La forma practica de calcular una funcién inversa es despejar x en funcién de

y (es decir, de f(x)) e intercambiar sus papeles. T



Valor absoluto

Definicién
Sea x € R. Se llama valor absoluto de x a la cantidad.:

x| = —X, six <0,
T x, six>0.

Observacion
Se verifica que |x| = V/x2.
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Valor absoluto

Propiedad
Sean x,y € R
> x| >0
» x]=0 <= x=0

v

|x+y| < |x| + |y| (desigualdad triangular)
x| X
ml=libl. [ =iy 20
vl by

SiC>0, [x|<C <= —-C<—-jx<x<Px<C

v

v

Definicion
Dado x € R, su distancia al origen es d(x,0) := |x|. En general, para x,
vy € R, definimos la distancia entre estos dos puntos como

d(x,y) :==|x—y|.
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Funciones polindmicas

Las funciones polinémicas son funciones del tipo

p(x) = apx" +a, X"+ +aix+ao,
con ay, 4y, ...,y € R,y a, #0.
Se dice que

» el grado del polinomio es 7,

» el coeficiente principal o coeficiente director es a,,.

Ejemplos de funciones polinémicas son
1. pi(x) =50 —4x+2,
2. pa(x) =88 V2,
3. p3(x) = mx* +2x° — 3.

El dominio de una funcién polinémica es R; su imagen varia en cada caso.
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Funciones racionales

Las funciones racionales son cocientes de funciones polindmicas, es decir,

donde p y g son funciones polindmicas.

Ejemplos de funciones racionales son

5x —4x+2
I ofi(x) =222
filx) 8x3 — V2
1
2. folx) = 512

El dominio de estas funciones son todos los reales, excepto aquéllos que
anulen el denominador,

Dom(f) =R\ {xeR:g(x) =0},
mientras que su imagen varia en cada caso.
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Funciones exponenciales
Sea a > 0. Definimos la funciéon exponencial de base a como

. flx)=d".
Sia#1,
» Dom(f) =R,
> Im(f) = (0,+0),
» f(0)=a’=1.

1. 0 <a < 1. Eneste caso,
> f(x) = a* es una funcién estrictamente decreciente,

x<y = ad>d&,

> lim a* = 4o,
X——o0

» lim 4" =0.

X—>-o0
2. a > 1. En este caso,
» f(x) = a* es una funcién estrictamente creciente,

x<y = ad<d&,

» 1im a* =0,
X——o0
> lim a* = +oo.

X—>-o0
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Funciones exponenciales

— 05"

-2 0 2 4

La funcién exponencial mds importante es la funcién exponencial de base e,
f(x) = € (recordemos que ¢ = 2,7182818...). Esta funcidn es la que se suele
conocer por defecto como funcién exponencial.

Propiedad
i) a =d'a, Vx,y € R,
i) (@) =a", Vx,y € R,

e 1 . . .
i) a* = — Vx € R (consecuencia de la propiedad anterior).
a
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Funciones logaritmicas
Definicién
Dado a >0, a # 1, se dice que y es el logaritmo en base a de x si @ = x,

y=log,(x) <= da’ =x.

La funcion log, es la funcion inversa de la exponencial de base a.

Propiedad
Para cualquier valor de a > 0, a # 1,
» el dominio de la funcion logaritmo en base a lo forman los niimeros
positivos: Dom(log,) = (0,+o),
» la imagen de la funcion logaritmo en base a es R,
> log,(1)=0.

Propiedad

i) log, (xy) =log, (x) +log,(y),  Vx,y>0,
ii) log, (x") = ylog, (x), Vx>0, VyeR

iii) log, (;) =log, (x) —log, (y) Vx,y > 0.
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Funciones logaritmicas

1. a > 1. En este caso,
» f(x) =log,(x) es una funcion estrictamente creciente,

x<y = log,(x) <log,(y),
> lim log,(x) = —oo,

x—0F

> lim log,(x) = +ee.

2. a < 1. En este caso la situacion se invierte, como se muestra en la

gréfica.
— log,(x)
4 — 10955
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Funcion logaritmica

6

—Tog,®
4 — IOgO.S(X)

El logaritmo mds utilizado es el logaritmo en base e, f(x) = log,(x). Se
denomina logaritmo neperiano, y se suele denotar por In(x) o,
simplemente, log(x). Cualquier otro logaritmo se puede expresar en funcién
del In mediante la féormula
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Funciones trigonométricas

Funcion seno

La funcién f(x) = sin(x), verifica

su dominio es R,

suimagen es [—1,1],

es una funcién impar,

es una funcioén periddica con periodo 27.

vyvyVvyy
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Funciones trigonométricas

Funcion coseno
La funcién f(x) = cos(x), verifica
» su dominio es R,
» suimagenes [—1,1],
» es una funcioén par,
» es una funcién periddica con periodo 27.

1

o.8-
0.6
o.at
0.2+
ot —— cos()
—0.2+
_o.al
—o.6

—o.8

—10 -5 o

10
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Funciones trigonométricas
El seno y el coseno pueden entenderse como las longitudes de las

proyecciones sobre los ejes del dngulo, en radianes, dibujado sobre la
circunferencia de radio unidad.

Propiedad

> sin®(x) +cos?(x) =1 Vx,
» sin(x+y) = sin(x) cos(y) 4 cos(x) sin(y),
> cos(x+y) = cos(x)cos(y) — sin(x) sin(y).
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Funciones trigonométricas
La funcion tangente se define como

__sin(x)
tan(x) := cos(x)”

El dominio de esta funcién lo forman todos los puntos de R en los que el
coseno no se anula, es decir,

Dom(tan) :R\{g—i—kn:kEZ},

mientras que su imagen es R. Ademds, es una funcién impar y periddica,
con perfodo 7.
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Funciones trigonométricas

Otras funciones trigonométricas

1
sin(x)

» Cosecante, cosec(x) :=

>

1
> Secante, sec(x) := o’
cos(x

1
tan(x)

» Cotangente, cotan(x) :=
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Funciones trigonométricas inversas

Funcion arco-seno

Es la inversa de la funcion seno. Como la funcién seno no es una funcion
inyectiva, restringimos su dominio, queddandonos con el seno definido sélo
en el intervalo [ 7, 7].

Definimos entonces la funcién arco-seno, arcsin( ), como la funcién que,
dado un x € [—1,1], le asocia el tnico y € [~ 7, 7] tal que sin(y) = x.
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Funciones trigonométricas inversas

Funcién arco-seno
Por tanto, Dom(arcsin) = [—1, 1] e Im(arcsin) = [ 7,
La funcién arco-seno es una funcién impar.

]

ST
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Funciones trigonométricas inversas

Funcién arco-coseno

Es la inversa de la funcién coseno. En este caso, restringimos el dominio de
la funcién coseno para quedarnos con el coseno definido en el intervalo

[0, z].

Definimos entonces la funcién arco-coseno, arccos(x), como la funcién que,
dado un x € [—1,1], le asocia el tnico y € [0, 7] tal que x = cos(y).
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Funciones trigonométricas inversas

Funcion arco-tangente

Es la inversa de la funcién tangente. En este caso, restringimos el dominio de
la funcion tangente al intervalo (—%,%).

Definimos entonces la funcién arco-tangente, arctan(x), como la funcién

que, dado un x € R, le asocia el dnico y € (

y = arctg

n(x

_rz
202

) tal que x = tan(y).
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Funciones trigonométricas inversas
Funcién arco-tangente
Por tanto, Dom(arctan) = R e Im(arctan) = (-5, 5).
La funcién arco-tangente es una funcién impar.
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Definicion de limite. Introduccion

€ |-----

/

Figura: Eligiendo x en el intervalo azul, f(x) estard en el intervalo verde

Figura: Si x estd en el intervalo azul, (x,f(x)) estd dentro del rectdangulo verde
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Limite de una funcién en un punto
Definicion
Se dice que £ € R es limite de f en x si

Ve>0, 30>0rtalque 0<|x—xo|<d = |f(x)—{|<e

Se escribe 1im f(x) ={
X—X(
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Propiedad

El limite de una funcion en un punto, si existe, es unico.

Propiedad

Supongamos que lim f(x) = ¢ y lim g(x) = ¢». Entonces,
X—X( X=X

> lim (f+g)(x) =414,

X=X
> lim (Fg) () = €1
X=X
o b
> )}Lr%g(x)—g si by #0
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Limites laterales

Definicion
» El limite de f cuando x se acerca a xy por la derecha es 1 si

lim f(x) == [V8>0,35>0/0<x—x0<6:>[f(x)—l| <s}.

X‘WCO

» El limite de f cuando x se acerca a xqy por la izquierda es [ si

lim f(x) =1« [V£>0,35>0/0<x0—x<6:>[f(x)—l|<8}.

x%xo
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Limites laterales

N N

Limite por la derecha Limite por la izquierda
Propiedad
Existe lim f(x) si y sdlo si existen lim f(x)y lim f(x) y son iguales.
X—X( x—xg X=Xy
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Limites infinitos
Definicion
> 1im /(1) = oo o= [VM >0,38 > o/o < |x—xo| < 8 = f(x) >M},
X—X0
> lim f(x) = —e0 1=

X—rX(

[VM>0,35 >o/o< X —xo| < 8 = f(x) < fM].
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Limites en el infinito

Definiciéon
» lim f(x)=1:<—= [Ve>0,3M>O/x>M:> [f(x) =1 <£},

X—>+-o0

> lim f(x) == [\78>0,EIM>O/x<—M=> [f(x)—1|<e]

x——od

N
S
<

A

lim f(x) =1 lim f(x) =1

X—rFo0 X—r—00
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Asintotas

» Larecta y =/ es una asintota horizontal de la funcién f si
Jim f(x) =lyfo lim f(x)=1.

» La recta x = xq es una asintota vertical de la funcion f si
lim f(x) = oo,

X=X
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Asintotas

» Larectay=mx+n (m = 0) es una asintota oblicua de la funcién f si
i (7(x) — (mx-+n)) =0 y/o lim_(F(x) — (mr-+n)) =0,
Para determinar si una funcién f tiene asintotas oblicuas, calculamos
m= lim @ Sim # 0y m # oo, entonces calculamos
Xx—doeo X

n= lim X) —mx).
Jim (£(x) —mx)
La ecuacion de la asintota es: y = mx +n
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Continuidad

Seanf : (a,b) — Ryxg € (a,b).
Definicion

Se dice que la funcion f es continua en xo si 1im f(x) = f(xo).
X—X(
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Tipos de discontinuidades

Cuando f no es continua en xy, se dice que f es discontinua en x.
Las discontinuidades pueden ser de varios tipos:

» evitable: 1im f(x) # f(xo)
X—X(
» esencial: no existe el limite de f en xy, porque:
» lim f(x) # lim f(x)
X=Xy x~>x0’

» alguno de los limites laterales (o ambos) no existe

" w W % w1 1 u & u 1 " u uw % u
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Propiedad

Sif,g: (a,b) — R son funciones continuas en xo € (a,b),
> Af es continua en xo, VA € R,
> (f+g)y(fg) son continuas en xo,

> si g(xo) # 0, entonces A es continua en xo.
8

Propiedad

El limite conmuta con las funciones continuas, es decir, si f y g son funciones
tales que existe 1im f(x) =1 € R y g es una funcion continua en I, entonces
X—X(

i ¢/(3) = ¢ 1m0 ) =00,

X=X X—X0

Propiedad

Si f es continua en xq y g es continua en f(xy), entonces la funcion gof es
continua en Xx.
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Continuidad en intervalos

Definicion
Seaf:(a,b) CR — R. Se dice que f es continua en (a,b) si f es continua
en todos los puntos de (a,b).

Definicion
Sea f:]a,b] CR — R. Se dice que f es continua en [a, b] si
1. f es continua en (a,b),

2. f es continua en a por la derecha: lim f(x) =f(a),
x—at

3. f es continua en b por la izquierda: 1lim f(x) =f(b).

x—b~
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Teorema de Bolzano

Teorema (de Bolzano)
Sea f : [a,b] — R continua en [a,b]. Supongamos que f(a)f (b) < 0.
Entonces 3xg € (a,b) tal que f(xy) = 0.
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Teorema de Bolzano. Comentarios

ai /NN /b

/ N

1. Pueden existir varias raices:

2. Si se suprime alguna de las hipdtesis, el teorema no es aplicable:

£ no continua en [a, b]
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Método de biseccion o dicotomia

Seaf : [a,b] — R, continua en [a,b], con f(a)f(b) < 0.
Para aproximar una raiz de f en [a, ], el método de biseccion:
» Divide el intervalo dado a la mitad.
» Toma el punto medio del intervalo como aproximacion de la raiz.

» Repite el proceso con la mitad del intervalo en la que f presenta un
cambio de signo.
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Método de biseccion o dicotomia

» Inicializar [a;,b] = [a,b].
» Para k=1,2,...

ay + by
Y

Si f(ak) f(xi) <0, actualizar [ax1,bii1] = [ar, x]

Calcular x; =

Sino, [axs1,bky1] = [xx, byl

Nota
El proceso se repite hasta que x; aproxima satisfactoriamente una raiz «.

Notamos que
b—a
e —af < o
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Teorema de Weierstrass

Teorema (de Weierstrass)

Sif : [a,b] — R es continua en |a,b], entonces [ alcanza un valor mdximo y
un valor minimo en el intervalo |a,b), es decir, existen x|,x, € [a,b] tales
que:

fo) <f) <f(x),  Vxelab]
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Interpolacion de Lagrange

Polinomio de interpolacion de Lagrange

Dados
» n+ 1 puntos distintos  xg, Xy, ..., X,;
» n-+ 1 valores cualesquiera @y, @i, ..., Wy;

existe un dnico polinomio p, de grado < n tal que

pu(xi) =@, Vi=0,1,2,...,n.
Este polinomio p, se denomina polinomio de interpolacién de Lagrange en
los puntos xg,x1,...,X, relativo a los valores @y, @, ..., ®),.

En particular, si @; = f(x;), decimos que p,, es el polinomio de interpolacién
de Lagrange de la funcién f en los puntos x;.
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Interpolacion de Lagrange. Funciones de base

Polinomios fundamentales:

Paracadai=0,1,...,n, existe un unico polinomio ¢; de grado < n
tal que ¢;(x;) = Oy (k=0,1,...,n):
n — .
G(x) = [ —2
=0 Xi —Xj
J#i
> Uy, y,..., ¢, sedicen polinomios fundamentales de Lagrange de
grado n

Férmula de Lagrange:

El polinomio de interpolacién de Lagrange en los nodos xg, X1, ..., X,
relativo a los valores @y, @, ..., @, es

pn(x) = @plo(x) + @1 61 (x) + ...+ @ £y (x)
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Interpolacion de Lagrange. Diferencias divididas
Diferencias divididas

» Diferencias divididas de orden O:

[(1),'] =w, Vi=0,1,...,n.

» Diferencias divididas de orden k (k=1,...,n):
[0, Wiy 1oy Dpp—1] = [Op15 e, Oig] .
[a)i7wi+17-"7a)i+k]: ,vl:O,l,...
Xi — Xitk
Ejemplos

» Diferencias divididas de orden uno:

W; — W1 .

[0, 0] = ———, Vi=0,1,...,n—1.
Xi — Xit1

» Diferencias divididas de orden dos:
(0, 04 1] — [0r11, 0;12] .
(0, 041, 012] = , Vi=0,1,...,n—2.
Xi —Xi+2

Nota
Si w;=f(x;) (i=0,1,...,n), denotamos

Fleisesxivk] = [F (), of (x|
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Interpolacion de Lagrange. Diferencias divididas

Tabla de diferencias divididas

En la préctica, el cdlculo de las diferencias divididas se dispone como
xo | @y [og,o] [op,0ne;] . oy 0.0
X1 ] (01, 0] [0, 0, 3]
X2 (0] [(1)27(03] [@7(037(04]

Xn—1 W1 [(Dn,h wn]

Xn Wy

Nota
Después de construir la tabla, se puede afiadir un dato adicional
aprovechando los cdlculos ya realizados
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Interpolacion de Lagrange. Diferencias divididas

Formula de Newton

El polinomio de interpolacién de Lagrange en los puntos xg, xi, ..., X,
relativo a los valores ay, @y,..., @, €s

pn(x) = [@o] + [@0, 0] (x—x0) + [0, @1, 02] (x —x0) (x —x1) +...

+ @y, @, .., 0] (x—x0)(x—x1) ... (x —Xxp_1)

Nota
En la prdctica, se pueden calcular py, p1, ..., pn Sucesivamente como

Pn(x) = pu_1(x) + @0, @1,..., 0] (x —x0) ... (x—x,-1)
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