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Derivacion de una funcion en un punto

Definicién de derivada. Introduccién
Recordemos la definicién de pendiente de una recta:

Pendiente=m = tanot = 2122
X1 —Xo
Y ahora consideremos las pendientes de las rectas secantes a una funcion, lo

que, en el limite, serd la definicién de derivada:

/ X0 X0 +1h
h—0
tang = T =/ 0) ang = L@ H) ~f(x)
X1 —Xo h

© Doto. de Matematicas - UDC



Derivacion de una funcion en un punto

Definicion de derivada

Sea f:(a,b) —R
Definicidén

Se dice que f es derivable en el punto xo € (a,b) si existe el siguiente limite:

lim [(x) = f(x0) — hmw
h

X=X X — X0 h—0

En ese caso, dicho limite se representa por f'(xo) y se denomina derivada
de f en x.
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Derivacion de una funcion en un punto

Definicion de derivada. Observaciones

1. Vemos la utilidad de excluir el punto x( (o bien el punto 2z = 0) en la
f(xo+h) —f(xo)
h
hacer nada si & = 0, ya que tendriamos una division entre 0.

f(x)—f(xo)

X—X0
variacion de la variable. Por ese motivo a f(xg) se le denomina, en
ocasiones, coeficiente de variacion de f o razén de cambio de la funcion
f en el punto xo.

definicién de limite. En la expresion }llin(l) no podemos
—

2. El cociente - mide la variacion de la funcidn respecto a la

3. La ecuacidn de la recta que pasa por el punto (xp,yo) y tiene pendiente
m es (férmula punto-pendiente):

y=Yo=m(x—xo) =y =yo+m(x—xo).

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto
(x0,¥0) = (x0,f (x0)) es:

y=f(x0)+f (x0) (x—x0).
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Aproximacion de raices: Método de Newton—Raphson

Introduccién

Para un primer punto x(, aproximacién de una raiz de f, construimos x;
calculando la interseccién de la recta tangente a la gréfica de f en (xq, f(xo))
con el eje de abscisas:
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Aproximacion de raices: Método de Newton—Raphson
Algoritmo

» La ecuacidn de la recta tangente a y = f(x) en el punto (xo,f(x0)) es

y = f(x0) +f"(x0) (x —x0)

» El punto de corte de esta recta con el eje de abscisas (y =0) es

X1 = xo_f’(xo) si f'(x0) # 0
» Parak=1,2,...
Xt 1 Xk—j:,((zi)) si f'(x) #0
Nota

El proceso se repite hasta que x; aproxima satisfactoriamente una raiz o de
la funcion f.
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Derivabilidad
Derivadas laterales
Sean f: (a,b) = Ry x € (a,b).
Definicién
» Definimos la derivada por la izquierda de f en xo como
_ . +h) —f(xo)
! = lim Fxo ;
! (xo ) h—0~ h
> Definimos la derivada por la derecha de f en xy como

m f(xo+h)—f(xo)

)
h—0+ h
siempre que estos limites existan.

Propiedad
La funcion f es derivable en x si 'y solo si es derivable por la izquierda y
por la derecha enxo y f'(xy ) =f'(x3).
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Derivabilidad

Derivable = continua

Propiedad

Si f es derivable en xy, entonces f es continua en Xx.
El reciproco no es cierto.

Consecuencia: Si f no es continua en xy, entonces f no es derivable en xj.

Recuerda:

» Derivable en xy = continua en x

» No continua en xy = no derivable en xg
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Calculo de derivadas

Derivadas elementales

d

> ax”—nx”’l7

> 1 1 1l
—Inx = —, — 10 X = —-10 e,
dx X dx &a x &a
d d

> aexzex, aaxzaxlna,

> d sin cos d cos sin
— sinx = CosX, — Ccosx = —sinux,
dx dx

1
—t -
dre T Costx
1 d —1
, —arccosx = ,
V1—x2 dx V1—x2

d .
> —arcsinx =
dx

d
> —arctanx = .
dx S +x2
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Calculo de derivadas

Propiedades de la derivada. Regla de la cadena

Propiedades aritméticas

Seanf,g: (a,b) — R, dos funciones derivables en un punto xy € (a,b) y
A € R. Entonces

(Af) (x0) = Af' (x0),

(f+8) (x0) =f'(x0) £ ¢ (x0),

() (x0) =1 (x0)8(x0) +£(x0)g' (x0).
<f> () = o) (x0) = (x0)¢(x0)

8 g(x0)?

v

v

v

’Sig(XO) 7&0

Regla de la cadena

Sean f'y g dos funciones tales que f es derivable en xy y g es derivable en
f(xo). Entonces la funcién compuesta g of es derivable en xg y

(8of) (x0) = &' (f(x0)) f' (x0)

© Doto. de Matematicas - UDC



Calculo de derivadas

Derivacién implicita

Una ecuacién F(x,y) = 0 define implicitamente una funcién f en un
intervalo (a,b) si:
F(x,f(x))=0 Vx € (a,b).
Por ejemplo, la ecuacion:
21y =4,

define la funcién
f)=vV4—-x2  V¥xe(-2,42).

Propiedad

Si f es derivable, entonces F también lo es.

» Como consecuencia, podemos calcular f” a partir de F”’

» Para calcular F' = ‘[%, derivaremos los términos en los que aparezcan
6_9

expresiones de “x” de forma usual, mientras que para los términos con

[T

y” tendremos en cuenta la regla de la cadena.
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Calculo de derivadas

Derivacién implicita. Ejemplos

» Dada la ecuacién x> +2y> — 3xy = 0, deseamos calcular y'.

Derivamos aplicando la regla de la cadena:

3y—2
2x+4yy =3y-3xy) =0 = = i
4y —3x

L, X
» Dada la ecuacién +4y? = 1, deseamos calcular y'.

Derivamos aplicando la regla de la cadena:

1 1
S48y =0 = yY=——1.
g oy YT T3,

© Doto. de Matematicas - UDC



Calculo de derivadas

Derivacion logaritmica
Se usa para derivar funciones de la forma f(x) = g(x)"().
Para calcular f(x) primero tomamos logaritmos,

£x) = 800" = In(£(x)) = In (80" ) = In(7(x)) = h(x)In (g(2)),

después derivamos:

PO e oo BOEE) g ()
L) e+ "2 = 09 =10) (W0 ) + 20 )
Finalmente, sustituyendo f(x) por su valor, resulta:

09 = (et + ")
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Regla de L Hopital

Regla de ”Hopital
Seanf,g: (a,b) — R funciones derivables en (xo —r,xo) U (xo,Xxo + ), con
xo € (a,b) yr>0.Si

im0 =Jimst) =0y 3t 7

entonces, ( ) ( ) ( )
L flx fO) iy S

3xllgclo @ X=X g(x) o xliv:o g (x)
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Regla de L’Hopital
Propiedades
» El reciproco no es cierto:

Jim 2 = Jlim ()

x—xg g’ ( x)

» El enunciado del teorema también es valido si:

lim f(x) =4 y lim g(x) = oo

X=X X—X0

o cuando calculamos los limites en oo

/
» Sien la expresiéon lim £
=0 g’ (x)

se vuelve a producir una indeterminacién

0 o
del tipo 0 6 —, se puede volver a aplicar L’Hopital (si se verifican las

hipétesis).

» Las indeterminaciones 0 - oo, oo — oo, 00, o0 y 1” se pueden reducir a

indeterminaciones de tipo L’Hopital.
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Derivadas sucesivas
Definicion
Definiciéon
Sea f : (a,b) — R una funcion derivable en (a,b). Definimos la funcion

derivada como:
oo (ab) — R

x> flx)

» Dado xj € (a,b), se define:

/! /\/ :
Xp) = Xp) = lim
J(x0) = () (x0) = lim I
si este limite existe y es finito. En este caso, se dice que f es derivable

dos veces en xg

» En general, una vez que se tienef(") : (a,b) — R, se define:

7 (xg) = (f(">)/ (x0)
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Derivadas sucesivas

Funcion de clase n

Definicién
Se dice que f es de clase nen (a,b), f € €"(a,b), si existe la derivada de
orden n de f en (a,b) y f™ es continua en (a,b).

> Se dice que f € € (a,b) sif € €"(a,b), VneN

> Sedice que f € €"[a,b] si existe (c,d) D [a,b] tal que f € €"(c,d)
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Extremos relativos y absolutos

Minimo relativo

Definiciéon
Sea f : (a,b) — R. Se dice que la funcion f tiene un minimo relativo (o
minimo local) en xo € (a,b) si existe r > 0 tal que:

Flxo) <f(x), Vx € (xo —r,xo+7)

A

\V
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Extremos relativos y absolutos

Maiximo relativo

Definiciéon
Seaf: (a,b) — R. Se dice que la funcion f tiene un maximo relativo (o
mdximo local) en xo € (a,b) si existe r > 0 tal que:

Flxo) > f(x), Vx € (xo —r,xo+7)

N

\V
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Extremos relativos y absolutos

Extremos relativos. Primera derivada

Propiedad

Sea f : (a,b) — R derivable en xy € (a,b). Si f tiene en xo un extremo
relativo, entonces f'(xg) = 0.

Criterio de la primera derivada
Seaf : [a,b] — R una funcién continua, xo € (a,b) y sea r > 0 tal que f es
derivable en (xg — r,x0) U (x0,%0 + 7).
» Sif'(x) <0,Vx € (xg—r,x0) yf (x) >0, Vx € (x9,x +r), entonces f
presenta en xq un minimo relativo

> Sif'(x) >0,Vx € (xg—r,x0) yf (x) <0, Vx € (x9,%0 +r), entonces f
presenta en xy un maximo relativo
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Extremos relativos y absolutos

Extremos relativos. Derivada segunda y superiores

Criterio de la segunda derivada

Seaf : (a,b) —> R con derivada segunda continua en (a,b). Sea xy € (a,b)
tal que f”(xp) = 0. Entonces:

> sif"(xg) <0, f presentaen xyun maximo relativo,
> sif”(xo) >0, f presentaen xo un minimo relativo.

Propiedad
Sean f € €"(a,b) y xo € (a,b) tales que
fxo) =f"(x0) = ... =" V(x0) = 0y f" (xo) # 0. Entonces

> Sinesparyf® (x0) <0, f presenta en xo un mdximo relativo.
> Sinesparyf () (x0) >0, f presenta en xy un minimo relativo.

> Sinesimpar, f no tiene extremo relativo en xy.
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Extremos relativos y absolutos

Extremos absolutos

Sabemos por el teorema de Weierstrass que si f : [a,b] —> R es continua,
entonces f tiene mdximo y minimo en el intervalo [a, b]. Son los
denominados extremos absolutos de f en [a, D).

Puede alcanzarlos en:

1. Puntos de (a,b) donde f es derivable y f/(x) = 0.
2. Puntos de (a,b) donde f no es derivable.

3. Los extremos del intervalo, a y b.

Calculando las imédgenes de los puntos obtenidos en los pasos anteriores y
compardndolas, obtenemos los extremos absolutos de f en [a, b].
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Teoremas para funciones derivables en intervalos cerrados

Teorema de Rolle

Teorema (de Rolle)
Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b], derivable en (a,b) y tal
que f(a) = f(b). Entonces existe al menos un punto xy € (a,b) tal que
f’(xo) =0.
Consecuencias:

» Si f tiene n raices reales, f’ tendrd, al menos n — 1 raices reales.

> Sif’ tiene n raices reales, f tendrd, a lo sumo n + 1 raices reales.
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Teoremas para funciones derivables en intervalos cerrados

Teorema del valor medio de Lagrange

Teorema (del valor medio de Lagrange)
Sea f : |a,b] — R una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b).
Entonces existe al menos un xo € (a,b) tal que

/ f(b) —f(a)
fixo0) = “b_a
Aplicaciones:
Sea f derivable en (a,b).
1. Sif'(x) > 0,Vx € (a,b), fesmondtona creciente en el intervalo.
2. Sif’(x) <0,Vx € (a,b), f es mondtona decreciente en el intervalo.
3. Sif'(x) =0, Vx € (a,b), f es constante en el intervalo.
4. Sif'(x) #0,Vx € (a,b), f esinyectiva en el intervalo.
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Concavidad y convexidad

Definicion

Seaf : [a,b] — R una funcién continua.

Definicion
Se dice que f es convexa en [a,b] si

1 <D oy pa), el
Definicion

Se dice que f es concava en [a,b] si (—f) es convexa en [a,b].

Definicién
Se dice que f tiene un punto de inflexion en xy si cambia de concava a
convexa (o viceversa) en x.
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Concavidad y convexidad
Propiedades

Propiedad

> Seaf:la,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b). Entonces f
es convexa en [a,b] si'y sélo si ' es creciente en (a,b). Esto equivale a
que f" > 0, si f tiene derivada segunda.

> Andlogamente, f es céncava en |a,b] si'y sélo sif’ es decreciente en
(a,b) (es decir; si 'y sélo si f" < 0 en caso de existir derivada segunda).
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Teorema de Taylor

Seaf : [a,b] — R una funcién que admite derivada de orden (n+1)
continua y sea xg € [a,b].

Definicién

El polinomio de Taylor de orden r relativo a la funcion f y al punto x, es:
f'(xo 1" (xo f<n) X0

Pag @) =1 00) 00 () 1 00 (g L0

Teorema (de Taylor)

Para todo x € (a,b), existe & € (x,x0) (6 & € (x0,x), dependiendo de cudl de
estos dos puntos sea mayor) tal que

(n+1)
f(x) =Puyx, (%) +f(n+1()€!) (x—x0)"! = P (X) + Ry g, (%)
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Teorema de Taylor

Observaciones

» El polinomio de Taylor de orden 1 relativo a la funcién f y al punto xg
define una aproximacion lineal local de f en un entorno de xg.

» Sixp =0, el polinomio se denomina de MacLaurin

» Hay que fijarse bien en que £ no es conocido (lo tinico que sabemos es
que & € (x,x0) 6 & € (x0,%)).

> P, s, (x) es una buena aproximacion de f(x) cuando x estd cerca de x.

Ademads, esta aproximacidn es mejor cuanto mayor sea n (el que x esté
lejos de xp puede compensarse aumentando n).

> P, fx,(x) es el tnico polinomio de grado < n tal que en el punto xo
coinciden €l y sus derivadas hasta el orden n con f y sus derivadas.
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Teorema de Taylor

Acotacion del error

Debemos destacar que

f(x) = Pnf,xo (x) +Rn,f,x0 (x) = f(x> - Pn,f,xo (x) = Rn,f,xo (x)
f n+1)(é) )n+1 .

= 0 Pasag (] = [Rugag0)| = [Ty (=30

No conocemos cuénto vale &, por lo tanto no conocemos cudnto vale

|Ryf.x,(x)|... ipero podemos acotarlo! Como sabemos que & estd entre x y
Xo (6 entre xg y x),

max} M”JFU (s))

sE€[x.x

(n+1)!

n+1)(§)

lf Pu gy (% |_ 1)

x xO)n+1 <

|x — xo
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Teorema de Taylor
Ejemplo grifico

Polinomios de Taylor para la funcién f(x) = ¢* (en rojo, linea continua).
En verde, P xo. En azul, Ps .

-10

10
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