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La integral indefinida



La integral indefinida

Seaf:I1—R
Definicién
Se dice que F es una primitiva de f en I si

F'(x) =f(x), Vxel

Teorema
Si F 'y G son dos primitivas de una misma funcion f en un intervalo I,

entonces,
Jk € R ral que F(x) = G(x)+k, Vxel

En consecuencia, si conocemos una primitiva F de f, conocemos todas.
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La integral indefinida

Definicién

Dada una funcion f : I — R, se llama integral indefinida de f al conjunto

de todas las primitivas de f, y se escribe:

/f(x) dv={F/F(x)=f(x), Vxel}

» En consecuencia, si conocemos una primitiva F de f:

/ F()dx={F(x)+k VkeR}

Propiedad (linealidad de la integral)
> [l + g de= [f)dx+ [gwar
> /(Xf(x)dx:a/f(x)dx, Vo e R
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Integrales inmediatas

1
m+1

/f(x)mf'(x)dx = f(x)m+1 +C, m#-—1

f’x

=In|f(x)|+C

/ef(x)f'(x)dx =W 4

fx)
/cf(x)f'(x)dx: alna +C, a>0,a#1

/[sinf(x)}f’(x)dx = —cosf(x) + C

/[cosf(x)]f’(x)dx = sinf(x) + C
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Integrales inmediatas

f'(x)
1+f(x)?

dx = arctanf (x) + C

J'(x) :
/ 0 dx = arcsinf(x) + C

() = —cotf(x
/ (g 4 = e+ C

f'o
de = tanf(x) + C

/[tanf(x)]f’(x)dx = —In|cosf(x)| + C

/[cotf(x)]f’(x)dx = In|sinf(x)| + C
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Integracion por partes

/u(x)v’(x) dx = (uv)(x) — /v(x)u’(x) dx

/udV:uv—/vdu

Es conveniente cuando el integrando es un producto de:

o bien,

» polinomio y exponencial
» polinomio y seno o coseno

» exponencial y seno o coseno
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Integracion por cambio de variable

Sean:
f:la,b] — R integrable,
¢ : [o, B] — R inyectiva, con derivada continua y tal que:

¢ ([a, B]) C [a, b]

Entonces

Jrwde= [lom)e/0)ai
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La integral de Riemann



Sumas de Riemann

Sea un intervalo [a,b] C Ry sea f : [a,b] — R una funcién acotada.

Definicién
Se llama particion & de [a,b] a un conjunto de puntos {xo,x1,...,X,} que
verifica:
Aa=x) <X << ...<Xp1<x,=b
Definicién

Dada una particion &2, denotamos

Mi= sup f(x) mi= inf_f(x)

xj SX<x i SXSX
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Sumas de Riemann

Definicion
Se llama suma superior de Riemann de la funcion f relativa a la particion

P a:

n

U(Z.f) =Y Mi(xi—xi_1)

i=1

Definiciéon
Se llama suma inferior de Riemann de la funcion f relativa a la particion

L a:

n

L(2.f) =Y mi(xi—xi_1)

i=1
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Integral de Riemann

Definicién
Dada una funcion f acotada, se dice que f es integrable en [a,b] en el
sentido de Riemann siy solo si:

Ve >0, I particion de [a,b] tal que U(P,f) —L(P,f) < €.

Se escribe f € Z|a,b].

Interpretacion geométrica

Si f es una funcién positiva en un intervalo [a, D], su integral de Riemann,
jf f(x)dx, representa el drea limitada por la curva y =f(x), el eje y =0y las
rectasx=a y x=>.
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Teorema (de integrabilidad)

» Toda funcion continua en [a,b] es integrable en [a,b).
En consecuencia, toda funcion derivable es integrable.
» Toda funcion monotona y acotada en [a,b] es integrable en [a, D).

» Toda funcion acotada en [a,b] que presenta en dicho intervalo un
niimero finito de puntos de discontinuidad, es integrable en [a,b]
> Sea f una funcion integrable en [a,b] en el sentido de Riemann, y tal
que:
m<f(x) <M, Vxé€la,b]

Si g es continua en [m, M|, entonces la funcién compuesta gof es
integrable en [a,b).
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Propiedad
Sean f,g € Z|a,b). Entonces:
> ftge€Za,blycf € Zla,b], VceER,ysecumple:

/ab(f:tg)(x)dx:/abf(x)dx:t/abg(x)dx
/ab(cf)(x)dxzc/abf(x)dx

> fs € Zla,b]
> Sia<c<b, entoncesf € Zla,c|yf € Zc,b], y se verifica:

[ 1= [ reast [

© Doto. de Matematicas - UDC



Propiedad
Seanf,g € Z[a,b).

b b

> Sif <gen|a,b] entonces/ fx)dx < / g(x)dx
a a

> Sim <f(x) <M, Vx € [a,b], entonces

m(b—a) < /abf(x)dng(b—a)

> |f| € Z[a,b], y secumple: ’./abf(x)dx S/ab[f(x)|dx
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Teorema (fundamental del célculo)
Sea f € Zla,b). Para a < x < b, sea:

ﬂ@:éﬁ@m.

Entonces, F € €|a,b|. Ademds, si f es continua en |a,b], entonces F es
derivable en [a,b] y F'(x) = f(x), Vx € [a, b].

También puede enunciarse de la siguiente manera:

Sif: 1 — R es continua en I, entonces tiene primitivas en /; una
de ellas es la integral definida F dada por:

ﬂ@:é?mm

donde a € I es cualquiera.
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Regla de Barrow
Sif € Z[a,b] y existe una primitiva F de f en [a, b], entonces:

b

[1@a= Fo| =Fe)-F@

a

Teorema (Integracion por partes)

Si F'y G son dos funciones derivables en [a,b], y se tiene:

{Fllf en [a,b]
G =g

siendo f y g integrables en [a,b], entonces

b b
| FWgx)d=F(®)6(b) = Fla) Gla) = [ £(x)Glv)d
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Teorema
Sea la funcion F dada por la integral definida:

B
Flx) = / fx) Flt)de

Entonces, la derivada de F con respecto a x viene dada por:

F'(x) = f(b(x)) b (x) — f(a(x)) d'(x)
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Integracion numérica



Integracion numérica

La integral de una funcién no se calcula de forma exacta cuando
» sdlo conocemos los valores de la funcién en un nimero finito de puntos
> su primitiva no se expresa en términos de funciones elementales

ejemplos:  f(x) = S04 f(x) = e

> su primitiva es muy costosa de calcular o de evaluar

ejemplo:  f(x) = w&\/ﬁ
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Integracion numérica. Formulas simples

» Foérmula del rectangulo:

[ 1= 0-a)r0), w0 la)

En particular, si xp = ”—gb, la férmula se conoce como férmula del

punto medio o de Poncelet
» Férmula del trapecio:

b b—a
| r@as = 252 (@) +£0)

» Férmula de Simpson:

[ rean =22 (@) + 45 1 10)
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Integracion numérica. Formulas compuestas

1. Se divide el intervalo de integracién en n subintervalos de igual
longitud:

b—
xi=a+ih (i=0,1,...,n) con h=

2. Se aproxima la integral mediante una férmula simple en cada

subintervalo:
b n=l rxi
[ rwac =Y [" fwar
a i=0 /i

» Foérmula del punto medio compuesta:

b n—1 . .
IRCEEIDWES Sy

» Férmula del trapecio compuesta:

b h n—1
[ £ = 3 (1000) +2 L s ) +5()
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Integracion impropia



Integracion impropia

Definicion
La integral / f(x)dx se dice impropia si se da al menos una de las
condiciones ;iguientes:

» el intervalo (a,b) no es acotado

> f no estd acotada en (a,b)

Las integrales impropias se clasifican en:
1. integrales de primera especie: (a,b) no acotado, f acotada en (a,b)
2. integrales de segunda especie: (a,b) acotado, f no acotada en (a,b)
3. integrales de tercera especie: (a,b) no acotado, f no acotada en (a,b)

© Doto. de Matematicas - UDC



Integrales impropias de primera especie

Sea f : (—eo,b] — R integrable en [m,b], ¥Ym < b. Se define:

[ = i [ roax

—o0

si el limite existe. Si el limite es finito, se dice que la integral es convergente.
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Integrales impropias de primera especie

De forma similar, si f : [a, +e) — R es integrable en [a,M], VM > a, se
define

f )dx = hm/f

" M—s+oo
si el limite existe. Por ultimo, se define

/_ij(x)dxz /_:f(x)der/;mf(x)dx

Si la integral / x) dx existe, su valor es independiente de a € R.
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Integrales impropias de segunda especie

Seaf: (a,b] — R tal que h’m+f(x) = +oo. Si f es integrable en [z, 5],
x—a
V't € (a,b], entonces se define

/abf(x)dx: Iim /tbf(x)dx

t—at

si el limite existe.

De forma andloga, sif : [a,b) — R es tal que h’r;l f(x) ==y fes
x—b~

integrable en [a,1], V € [a,b), entonces se define

/ hf(x)dx: lim ) dx

si el limite existe.

Si el limite es finito, se dice que la integral es convergente.
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Integrales impropias de segunda especie

c b
Si li_1>n f(x) = oo, con ¢ € (a,b), y existen / fx)dxy / f(x)dx, entonces
X—C
se define ‘ ‘

/abf(x)dx:/acf(x)dx—i—/cbf(x)dx

1) = 1et)
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Integrales impropias de tercera especie

Son integrales en un intervalo no acotado de una funcion no acotada en un
nimero finito de puntos del intervalo.

Ejemplo

La integral

ol |
/fdx
0 X

se reduce a los casos anteriores de la siguiente forma:

> 1 B > 1

/ fdx:/ fdx+/ —dx

0 X 0 X 1 X
—_—— —

24 especie 14 especie
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Calculo de areas y volumenes



Area de superficies planas

Sean las funciones f, g : [a,b] — R integrables. Entonces el area A limitada
por las curvas y = f(x), y = g(x) y las rectas x = a y x = b estd dada por:

A= /[f x)| dx

b
Caso particular: Si g(x) = 0, entonces A = / [f (x)] dx
a
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Volumen de un sélido

Supongamos un sélido que, al ser cortado por un plano perpendicular al eje
OX, para cada x € [a, b], produce una seccién de drea A(x).

El volumen del s6lido comprendido entre x =a y x = b es:

V= /abA(x) dx

=

El volumen del cuerpo se puede obtener de forma similar a partir de las areas
de las secciones producidas por planos perpendiculares al eje OY en el

intervalo [a, b].
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Volumen de un sélido de revolucion

Al girar el grafo de f : [a,b] — R alrededor del eje OX, se obtiene un sélido
cuyo volumen es:

Vzn/bf(x)zdx
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Ecuaciones diferenciales



Clasificacion de las ecuaciones diferenciales

1. Ecuaciones diferenciales ordinarias
1.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
» Ecuaciones diferenciales separables o en variables separadas
» Ecuaciones diferenciales lineales
> Otros tipos: homogéneas, exactas, de Bernoulli, ...
1.2 Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior
» Ecuaciones diferenciales lineales
Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes
Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables
» Ecuaciones diferenciales no lineales

2. Ecuaciones en derivadas parciales
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Ecuacion diferencial ordinaria de primer orden

Definicion
Una ecuacion diferencial ordinaria (e.d.o.) de primer orden es una ecuacion
de la forma

y =fxy)

donde la incdgnita es la funcion y = y(x).

Definicién
El problema: hallar y = y(x) solucion de

{ yoo= flxy)
y(xo) = Yo

se llama problema de valor inicial.
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Aplicacion: enfriamiento de una placa

Problema: Una placa metélica se ha calentado hasta una —
temperatura 7 y se ha depositado en un recinto cerrado a una u
temperatura constante T,. Si T, =20°Cy Top = 80°C, ;cudl es o

la temperatura de la placa después de ¢ minutos? m,:WCIm

Ley de enfriamiento de Newton: Cuando la diferencia de temperaturas entre un
cuerpo y su medio ambiente no es demasiado grande, la variacion en el tiempo del
calor transferido hacia el cuerpo o desde el cuerpo es proporcional a la diferencia
de la temperatura entre el cuerpo 'y el medio externo.

Si

> Q(t): calor transferido hacia o por la placa después de  minutos

di L .
> 7?: variacion de calor transferido

entonces
dg
dar
donde k es una constante cuyo valor se determina a partir de los datos del problema.

k(T —Ta)
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Aplicacion: propagacion de un virus informatico

Problema: En una red de ordenadores se propaga un virus
informadtico. La velocidad de infeccién es proporcional al
nimero de equipos infectados y al nimero de equipos sin

infectar: IN
L =kN(P—N -
a =) «

Suponiendo que la red tiene P = 1000 equipos, el virus parte e
de uno de ellos y al cabo de 2 minutos hay 10 equipos

infectados, queremos calcular el nimero de equipos infectados

en cada instante.
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Ecuaciones diferenciales en variables separadas

La ecuacion diferencial

. d
Y =flxy) & djyc = f(x,y)

se dice separable o en variables separadas si

f(xay) = 77

Para resolverla, separamos las variables e integramos:

% = ig; = h(y)dy = g(x)dx = /h(y)dy = /g(x)dx

Nota: La constante de integracion se calcula imponiendo una condicién del
tipo y(xp) = yo (condicidn inicial).
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Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden es una ecuacién de la forma
Y +px)y = q(x)

Multiplicando los dos miembros de la ecuacién por i (x) tal que

/

1(x) (' (x) + p(x) y(x)) = (p(x)y(x))

e integrando, se ve que la solucién es de la forma
3@ = 0" ([ g+ C)

/ p(x)dx

Se puede comprobar que u(x) = e
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