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Chapter 1

Introducion as EDOs

Tanto os estudos cientificos nas Ciencias Experimentais (tales como Bioloxia, Fisica, Quimica,
Farmacia, etc.) como os traballos técnicos de calquera campo das Enxefierias ou da Arquitectura
requiren de modelos e ferramentas matematicas coas que poder representar, predicir e optimizar
tanto procesos complexos como fendmenos fisicos que cada vez son mais sofisticados. De entre
todas as ferramentas que o Calculo e a Analise Matematica posuen, as Ecuaciéns Diferenciais
(tanto ordinarias como en derivadas parciais) representan o Util mais basico que permiten escribir
os modelos matematicos que describen os fenédmenos fisicos e as leis da natureza que nos rodea.

Para distinguir as Ecuaciéns Diferenciais doutro tipo de ecuacions, xa sexan ecuacions de tipo
alxebraico, integral, ou integro-diferencial, imos a usar a caracterizacion que nos proporciona a
seguinte definicién:

Definicion 1.0.1 (Ecuacién Diferencial). Unha ecuacién diferencial é aquela relacion matematica
de igualdade na que aparecen involucradas unha funcién incégnita e as suas derivadas (ordinarias
ou parciais).

Nas ecuacions diferenciais, a aquelas funciéons que son descoriecidas e representan as incognitas
da ecuacién denominanse variables dependentes, mentres que as variables respecto as que se
deriva (habitualmente a variable que representa o tempo ou as coordenadas espaciais), chamanse
variables independentes.

Dependendo da bibliografia, ao igual que ocorria coas derivadas dunha funcién, existen diferentes
formas de escribir unha Ecuacién Diferencial (xa sexa ordinaria ou en derivadas parciais). Tendo
en conta as diferentes notaciéns:

Fa)= L) = jw),

g
dg(x,t) = a(l‘at)v
imos poder escribir as ecuaciéns diferenciais tamén de diferentes xeitos.
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Exercicio. Atendendo &s anteriores notaciéns para as derivadas ordinarias, comproba que as
seguintes ecuacions diferenciais son idénticas e identifica as variables dependentes e indepen-
dentes:

3(z% 4 1)y — sin(z) cos(y) = 3,
,  sin(t)cos(u) 1
3(t2+1) 241’
o (B0 1
Trata de escribir de diferentes formas a ecuacién diferencial 3sin(y)yxdz + (22 — 1)dy = 0 e
identifica en cada caso as variables dependentes e independentes.

1.1 Motivacion

Como exemplo de duas aplicacions reais nas que as Ecuaciéns Diferencias Ordinarias (EDOs) e
as Ecuaciéns en Derivadas Parciais (EDPs) xogan un papel relevante e esencial na descricion
dos fendmenos fisicos (neste caso de caracter electromagnético) seleccionaronse os modelos
mateméaticos do circuito de Chua e o a simulacién numérica dun magnetron.

1.1.1 Modelado matematico do circuito de Chua

O circuito de Chua é un dos circuitos eléctricos mais sinxelos (de feito, esta construido mediante
a conexion de resistencias, bobinas e condensadores ademais dun amplificador operacional). Este
circuito foi desefiado por primeira vez en 1983 polo profesor Leon O. Chua na Universidade de
Waseda (Xap6n). A importancia deste circuito radica en ser o exemplo mais sinxelo da realizacién
fisica dun sistema eléctrico que posue un comportamento caético.

Se denotamos por v, e ve, as voltaxes do circuito nos condensadores C'; e Cy (véxase a Figura(1.1)),
e por iy, aintensidade de corrente na bobina L1, unha vez adimensionalizados, a resposta eléctrica
do circuito queda caracterizado polo seguinte sistema de ecuacidns diferenciais:

vey, = a(ve, — ¢(vey)), (1.1.1)
Uc, = Vo, — Ve, + L, (1.1.2)
iLl = _bU02v (1.1.3)

onde a e b son constantes reais que dependen da configuraciéon do circuito € ¢ € unha funcién
escalar, que orixinalmente, Chua definiu como lineal a cachos mediante a expresion

8() = mas + 5 (mo — ma) (Is + 1] — |s 1)

Andrés Prieto 2 Ecuaciéns Diferenciais
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Figure 1.1: No panel esquerdo: Realizacion fisica do circuito e Chua. No panel dereito: Esquema
do circuito implementado sobre o programa de ordenador comercial de simulacion de circuitos
eléctricos SPICE.

para describir a resposta eléctrica do diodo que contén o amplificador. Na expresién anterior m; e
ms son tamén constantes reais que dependen das caracteristicas fisicas do diodo de Chua.

Para comprobar o caracter caético deste circuito eléctrico basta conectar o circuito a un oscilosco-
pio, e mediante o seu modo de diagrama XY, representar por exemplo a voltaxe no condensador
C5 (no eixe Y) con respecto a voltaxe no condensador C'; (no eixe X). As figuras que aparecen
nese diagrama pddense apreciar na fotografia da esquerda da Figura[1.2, cofecidas como Figuras
de Lissajous. Do mesmo xeito a como se comprobou experimentalmente, tamén se pode repro-
ducir este comportamento mediante a resolucién numérica do sistema de ecuacions diferenciais

T1D)-(13).

As graficas da parte dereita da Figura[1.2] representan as voltaxes e a intensidade, incégnitas do
sistema diferencial con respecto ao tempo. Como se pode apreciar o comportamento é cadtico
(xa que non posuen ningun tipo de periodicidade nin patron estable de crecemento ou decrece-
mento). Ao representar graficamente as voltaxes do circuito unha con respecto & outra, a simu-
lacién numérica recupera o observado experimentalmente no osciloscopio (figura da parte inferior
dereita).

Exercicio. Procura informacién sobre o modelo de Hodgkin—Huxley: ¢ Poderias facer un esquema
do circuito eléctrico asociado a ese modelo? ;Que representan as incégnitas do modelo dende un
punto de vista fisico? Escribe o sistema de ecuacions diferenciais que escriben matematicamente
0 modelo. Fai 0 mesmo tamén para o modelo de FitzHugh-Nagumo.

Andrés Prieto 3 Ecuaciéns Diferenciais
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Figure 1.2: No panel esquerdo: Figuras de Lissajous (diagrama do modo XY) obtido cun oscilo-
scopio asociadas ao comportamento caotico das voltaxes nos condensadores do circuito de Chua.
No panel dereito: Simulacion numérica do circuito de Chua onde se representa graficamente as
voltaxes nos condensadores e a intensidade na bobina con respecto ao tempo, e se reproduce
unha das Figuras de Lissajous usando as duas voltaxes do circuito (grafica da esquina dereita).

1.1.2 Simulacion numérica dun magnetron

Un magnetron é un dispositivo alimentado por enerxia eléctrica e que ten por finalidade a transfor-
macion da enerxia eléctrica en microondas electromagnéticas de alta potencia grazas a interaccion
dun feixe de electrons cun campo magnético. Este aparello foi desenrolado orixinalmente John
Randall e Harry Boot en 1940 na Universidade de Birmingham (Inglaterra). Debido ao seu pe-
queno tamano (véxase a Figura e a sla capacidade para xerar pulsos electromagnéticos de
alta potencia fixeron que o magnetrén fora rapidamente aplicado nos radares (de uso militar en
submarinos e fragatas), para a deteccion de pequenos obxectos. Na actualidade, este tipo de dis-
positivos séguense a usar como parte do instrumental de radares e forman tamén parte dos fornos
microondas.

Para modelar matematicamente a propagaciéon dos campos electromagnéticos xerados polo mag-
netrén Usase un sistema de Ecuacions en Derivadas Parciais (das que se fard unha introducién no
Tema 7), que conforman as Ecuaciéns de Maxwell (que non é mais que o conxunto de ecuacions
descritas polas Leis de Gauss para o campo eléctrico e magnético, a Lei de Faraday e a Lei de

Andrés Prieto 4 Ecuaciéns Diferenciais
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Figure 1.3: No panel esquerdo: Modelo de magnetron con parte da seccion lateral extraida,
mostrando a cavidade interior e a guia de ondas que emite as microondas (no lateral esquerdo).
No panel dereito: Seccion transversal do magnetrdn no que estan representadas (en azul) as lifias
do campo magnético xerado no interior da cavidade.

Ampeére xeralizada):

divD =0,
divB =0,
D
8— —rotH= -7,
ot
0B
E + rot E= 0,
coas correspondentes leis constitutivas
D =cE,
B =uH,
J =0E,

que relacionan o campo eléctrico E, a intensidade do campo magnético H, o desprazamento eléc-
trico D, a densidade de fluxo magnético B e a densidade de corrente J mediante ecuaciéns que
involucran derivadas parciais nas coordenadas espaciais e con respecto ao tempo. Os paramet-
ros fisicos (que supofiemos constantes neste caso) que aparecen no modelo son: a permitividade
eléctrica ¢, a permeabilidade magnética i« e a condutividade eléctrica o dos materiais involucrados
na construcién do magnetron.

Evidentemente, para calcular os campos eléctricos e magnéticos xerados por un aparello cunha
xeometria real tan complexa, faise imposible a aplicaciéon de métodos analiticos (é dicir, o anterior

Andrés Prieto 5 Ecuaciéns Diferenciais
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sistema de ecuaciéns € imposible de resolver teoricamente con lapis e papel como os que se
estudaran nos Temas 2, 3, 4 e 6). Xa que logo, as lifias de corrente mostrada no panel dereito da
Figura [1.3] foron calculadas mediante a implementacién dun método numérico nun programa de
ordenador. De feito, tanto a computacion realizada coa axuda dos ordenadores como os métodos
numeéricos (aos que lles dedicaremos un estudo introdutorio no Tema 5) xogan un papel esencial
na resolucion de problemas reais de desefo e optimizacion de dispositivos electromagnéticos.

Exercicio. Observa as Ecuaciéns en Derivadas Parciais que forman o sistema de ecuaciéns de
Maxwell e trata de identificar a versién mais sinxela (unidimensional) dalgunhas das leis clasicas do
Electromagnetismo que xa estudaches noutros cursos de Fisica.

1.2 Terminoloxia basica: orde, tipo e linealidade

De forma xeral, existen moitos tipos de ecuaciéns diferenciais ordinarias (aquelas ecuaciéns que
s0 involucran derivadas con respecto a unha Unica variable independente). A expresién xeral das
EDOs pddese escribir como

F(t,u,u,u", ..., u™) =0, (1.2.1)

onde u é a variable dependentes e t € a variable independente. Para poder clasificar as EDOs, iden-
tificar de que tipo de son, e ter unha estimacién do dificil que pode ser a slta resolucién, debemos
introducir algunha terminoloxia que nos axudara a distinguilas:

- Orde dunha EDO: ¢ a orde da maior derivada que aparece na EDO.

- EDO auténoma: son aquelas nas que a expresion da ecuacién non dependen explicitamente
da variable independente (no caso de (1.2.1), F' non depende da primeira variable.

- EDO lineal: son aquelas que se poden escribir como

an(8)ul" (8) + ap_1 ()u" () + .+ ar (DU (1) + ao(t)ult) = f(2),

e polo tanto, no caso de (1.2.1), F' é unha funcién lineal con respecto as n + 1 primeiras
variables).

A medida que se avance no estudo dos Temas 3, 4 e 5 iranse incluindo mais termos que nos
axudaran a clasificar as EDOs.

Exercicio. Dada a EDO F(z,y,y’,y") = 0 con F(s1, s, 83,54) = 84 — 2s2/s2: a) escribe de tres
formas diferentes a EDO, b) determina a orde, ¢) decide se é autdbnoma e/ou lineal. Fai o mesmo
para a EDO u — 5u + 6u = 0. Nesta Ultima ecuacién, ¢4cal é a funcién F'?

Andrés Prieto 6 Ecuaciéns Diferenciais
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1.3 Solucion xeral e solucion particular

Unha vez que temos claro cal ou cales son as ecuacions diferencias que gobernan o fenémeno
fisico que queremos estudar, temos que resolvelas, é dicir, temos que calcular a solucién das
ecuacioéns diferenciais. No que segue imos a comprobar cun exemplo que se debe ter coidado no
proceso de escribir as soluciéns das EDOs, xa que poden admitir infinitas solucidns, incluso en
casos moi sinxelos.

Exemplo. Consideremos como exemplo a EDO u”(x) = z? 4 1. Sen ainda ter estudado ningun
método de resolucion analitica de EDOs, poderiamos integrar a igualdade tanto no lado esquerdo
como no dereito respecto & variable independente e obter

3
/u”(x)dx =u(2)+ Ky = /(x2 + 1)dx = % +x+ K.

Como K7 e K5 son constantes arbitrarias, podemos agrupalas como C; = Ky — K7 e obter a nova
EDO ' = 23/3+z+C4, onde (1 é calquera constante real. Se repetimos o mesmo procedemento

unha vez mais obtemos

22

uz)=—+—+Ciz+C
(z) 5Ty TG
onde C; e (5 son duas constantes de integracion reais arbitrarias e con valores independentes

entre si.

A partir do anterior exemplo podemos introducir a seguinte nomenclatura para distinguir tres tipos
diferentes de soluciéns dunha EDO: Dada unha EDO F'(t,u,u’,u”, ..., u(”) = 0 de orde n definida
nun intervalo I C R,

- A solucién xeral é aquela soluciéon definida nun intervalo I que contén n constantes de
integracion diferentes na sua expresion.

- Unha solucién particular é aquela solucién definida nun intervalo I que se pode deducir da
solucién xeral impofiendo valores particulares as constantes de integracion.

Exercicio. Considera a EDO (u/)? — tu’ +u = 0: a) Comproba que u(t) = Ct — C? onde C é unha
constante real arbitraria é a solucién xeral. b) Calcula unha solucién particular da EDO de tal xeito
que u(1) = 0. ¢c) Comproba que w(t) = t2/4 é tamén unha solucion.

Debemos sinalar dous aspectos importantes sobre as soluciéns xerais e as singulares: En primeiro
lugar, no caso das EDOs lineais nunca van a existir soluciéns singulares (isto é, todas as soluciéns
particulares van poder deducirse a partir da solucién xeral); En segundo lugar, no caso das EDOs

Andrés Prieto 7 Ecuaciéns Diferenciais



\

>‘< UNIVERSIDADE DA CORUNA

non lineais, non temos a seguridade de que exista unha solucion xeral con n constantes de inte-
gracién diferentes. En calquera caso, se existe a solucion xeral dunha EDO de orde n (xa sexa
lineal ou non), non pode haber mais de n constantes de integracion diferentes na stia expresién.

Ata o de agora as soluciéns da EDO F(t,y,v,y",...,y™) = 0 con t € I coas que estamos a
traballar vinan dadas por funcions definidas de forma explicita, é dicir, tratdbanse de soluciéns
explicitas:

y(t) = expresion en funcién da variable independente t con t € I.

Sen embargo, ao igual que ocorre co célculo de derivadas de funciéns y que estan definidas de
forma implicita, mediante a expresiéon G(¢,y) = 0, e nas que existia un procedemento para cal-
cular ¢/(t), tamén existe un procedemento de célculo para comprobar se unha funcién definida
implicitamente é solucion dunha EDO no intervalo 1.

Dada unha funcién u definida implicitamente G(z,u) = 0, para comprobar se é solucién da EDO

F(z,u,u/,u", ..., u(") = 0 de orde n, séguense os pasos:
1. A partir de G(z, u) = 0, calcllanse as derivadas u/,v”, ..., u(".
2. Substitlense as derivadas na expresion F(z,u, v/, u”, ... u(™).
3. Se se satisfai que F(z,u,u/,u”,...,u™) = 0, diremos que u dada por G(z,u) = 0 é unha

solucién implicita da EDO.

Exercicio. a) Comproba que u(t) = t?> — 1/t é unha solucién da EDO y” — (2/t?) = 0. b)
Comproba que zy — log(y) + C' = 0 onde C é unha constante arbitraria define unha solucién da
EDO ¢ = y?/(1 — zy), ¢a funcion y é a solucién xeral da EDO?

1.4 Existencia e unicidade de solucion para un problema de valor ini-
cial

Acabamos de ver que unha EDO de orde un pode ter infinitas soluciéns (unha para cada valor da
constante de integraciéon que aparece na solucion xeral). Vexamos isto mais en detalle e compro-
bemos como en casos sinxelos a interpretacion xeométrica deste feito nos pode axudar a esbozar
o debuxo das soluciéns das EDO mais sinxelas sen ter que calcular a solucién analiticamente.

Supoiamos que a EDO ven dada pola expresion ¢y = f(x,y). Se o que queremos unicamente é
representar graficamente a solucién y(z) en funcién da variable independente x nun eixe cartesiano
de coordenadas podémonos aproveitar da interpretacién xeométrica de derivada dunha funcién
dunha variable real: se pintamos as curvas y = y(x) + C (unha para cada valor de C) sobre o
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plano XY, o vector (1,y'(z)) = (1, f(z,y)) vai a ser tanxente no punto (x,y) & gréfica definida pola
funcién y que pasa por ese punto.

2

15|

T

T

T

T

N

=N \4

///
N
N

S
a
|
NN
NN N
/-

gz

|
NN\

=
N

-1.5 ’ J \ \ — B -1. / R
LN NN 7 S 2 1 / S NN

0 0.5 1 1.5 2

Figure 1.4: No panel esquerdo: Campo de vectores tanxentes (1, 2z) asociados & EDO ' = 2x
e algunhas das solucions particulares da EDO. No panel dereito: Campo de vectores tanxentes
(1, ry) asociados &4 EDO y' = 0.5y? — = — 1 e algunhas das soluciéns particulares da EDO.

Dous exemplos desta situacion estan ilustrados na Figura[1.4] No panel da esquerda representouse
graficamente o campo de vectores tanxentes (1, f(x,%)) = (1,0.522 — x — 1) que son tanxentes 4s
traxectorias solucion da EDO i/ = f(z,y) = 0.522 — x — 1. Como se pode observar, calquera das
infinitas solucidns particulares da EDO son curvas tanxentes a dito campo de vectores. Do mesmo
xeito, na panel da dereita da Figura [1.4] representase o campo tanxente asociado as soluciéns da
EDO ¢/ = zy.

Exercicio. Representa graficamente o campo de vectores tanxentes & solucion ' =
dominio (—2,2) x (—2,2) e debuxa de forma aproximada as soluciéns que pasan polos puntos
(1,1) e (0,-1).

Yy — Z NOo

Como acabamos de ilustrar graficamente, poden existir infinitas funciéns que son solucién dunha
EDO. De feito, nas representacions graficas das EDOs do tipo y' = f(z,y), que acabamos de
considerar tefien unha caracteristica en comun: fixado un punto P = (xg, yo) no plano XY, existe
unha Unica solucion particular que pasa por dito punto P. A necesidade de ter en consideracion
non soamente unha EDO senén tamén a informacién dun punto polo que pasa, imola a escribir de

forma rigorosa grazas & seguinte definicién que involucra a unha EDO de orde n.
Definicién 1.4.1. Un problema de valor inicial (PVI) asociado & EDO F(z,y,v,y",...,y") = 0
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consiste en atopar unha solucion da EDO nun intervalo x € I C R que satisfaga no punto xo € 1
as seguintes condicions iniciais:

y(zo) = Yo,
y/(ﬂﬂo) = Y1,
y”(xo) = Y2,

y(”_l(ﬂﬁo) = Yn—1,

onde vy, Y1, - - -, Yn—1 SON N constantes dadas.

Evidentemente, ao igual que lles ocorre as EDOs non todos os problemas de valor inicial tefien
solucién. Por exemplo, consideremos o seguinte PVI: atopar y solucién tal que satisfai

(V) +a2+1=0,
y(0) = 1.

Neste caso, a vista da EDO & claro que non existe ningunha solucién posible xa que o lado esquerdo
da igualdade que define a EDO sempre é estritamente positivo. Polo tanto, parece necesario es-
tudar un resultado de existencia e unicidade que garanta cando é posible calcular unha solucién
dun PVI. No que segue enunciamos unha version simplificada do Teorema de Picard—Lindeldf para
EDOs de primeira orde onde a derivada da solucion se pode despexar explicitamente.

Teorema 1.4.2 (Picard-Lindeldf). Consideremos o problema de valor inicial
y = f(2,9),
y(x0) = yo-

Se as funciéns f e 0 f /0y son continuas con respecto ds variables (x,y) nun rectangulo pechado
R = [a,b] x [c,d] que contén no seu interior ao punto (xo,yo), entén o PVI admite unha Unica
solucién definida nun intervalo aberto ao redor do punto x.

Exercicio. a) Comproba a existencia e unicidade de solucion empregando o Teorema de Pi-
card-Lindel6f aplicado ao seguinte PVI:

{?/Zx/l?,

y(0) = 0.

¢Que podes deducir da existencia de solucién? b) Comproba que y = 0 e y(z) = 22/4 son
soluciéns do PVI: 4 isto entra en contradicién co Teorema de Picard—Lindel6f?
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1.5 Algunhas EDOs que gobernan fenomenos fisicos na Enxenaria

Como xa estudamos na primeira seccidén deste Tema 1, as Ecuaciéns Diferenciais (xa sexa con
derivadas ordinarias ou parciais) son as ferramentas matematicas que nos permiten describir os
modelos que gobernan os procesos e fendmenos fisicos do mundo real. Os modelos que revisamos
ao comezo deste Tema 1 eran moi complexos e a esta altura do noso estudo a sua analise e
resolucion esta fora das nosas competencias. Sen embargo, existen outras EDOs de primeira orde
moi relevantes que modelan fendmenos fisicos moi importantes na Enxefaria, que si poderemos
resolver ao longo do presente curso, como poden ser a Lei de arrefriamento de Newton, os circuitos
eléctricos RC en serie e os sistemas mecanicos mais sinxelos. No que segue imos a describir cada
un deles.

1.5.1 A Lei de arrefriamento de Newton

Supoiamos que queremos modelar a evolucion da temperatura 6 dun corpo sélido ao longo dun
intervalo de tempo [0, 7], que posuUe unha superficie A na que ten unha temperatura uniforme e polo
que esta a perder enerxia térmica () de forma uniforme co seu entorno (que esta a temperatura .,,).
Se suporfiemos que a enerxia térmica ven dada por ) = C# sendo C a capacidade calorifica do
corpo, e se cofiece a temperatura 6y nun instante dado ¢y € [0, 7], entén a temperatura ¢ satisfai o
problema de valor inicial

do oA
- —?(9 — Ben) en [0, 7],
0(to) = 6o,

sendo o o coeficiente de transmisién térmica do corpo. Como se pode comprobar, ainda non
estudamos as técnicas para resolver este tipo de EDOs, isto sera o traballo que realizaremos no
Tema 2.

1.5.2 O circuito eléctrico RC en serie

Tefiamos en conta agora o modelo matematico que goberna un circuito eléctrico en serie que posue
unha resistencia e un condensador. A carga eléctrica e a intensidade de corrente que se xera
mediante unha bateria ou xerador de corrente eléctrica satisfan as Leis de Kirchhoff (formuladas
en 1859). Estas leis aseguran a conservacion da carga eléctrica (é dicir, a corrente que pasa por
cada un dos elementos do circuito € a mesma) e a conservacion da enerxia no circuito (a suma de
caidas de potencial eléctrico en cada un dos elementos do circuito debe ser igual a cero).

Se denotamos por g a carga eléctrica e por 7 a intensidade de corrente dun circuito que posue unha
Unica resistencia e un condensador, que estan alimentados por unha fonte eléctrica que aplica unha
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voltaxe e(t) ao circuito no instante ¢, satisfaise a seguinte ecuacion:

1
Ri+ —q=ce,
Cq
onde R é a resistencia e C' é a capacitancia do condensador. A vista da anterior expresién, soa-
mente temos unha ecuacién pero posuimos duas incégnitas (i e ¢). Aproveitando que i = dg/dt,

podemos obter a EDO

d 1
RE—Faq—e,

co que resulta unha EDO de orde un coa variable dependente ¢; Se optamos por derivar a ecuaciéon
orixinal resulta )
pliy 1, de
dt C dt’
onde agora a incdgnita é a intensidade . A partir destas dias EDOs de orde un, podemos escribir
dous problemas de valor inicial sobre o intervalo de tempo [0, 7’| dependendo se cofiecemos o valor
inicial sobre a carga gy ou sobre a intensidade iy no instante ¢y € [0,7]: a) PVI usando a carga

eléctrica ¢

dg 1
-1 = T
Ry +ge=e¢ en0,T],
q(to) = qo,
ou b) PVI usando a intensidade
dz 1. de
Ra‘f‘al—a en [O,T],

i(to) = do.

Exercicio. Revisa os teus cofiecementos de fisica de circuitos para escribir o PVI asociado a un
circuito en serie que posue soamente unha bobina e unha resistencia. [Indicacion: aplica as Leis de
Kirchhoff, e en particular, as leis de Ohm e de Faraday]. ¢ Cal é a orde da EDO que obtiveches?; Cal
€ 0 campo incégnita nesa EDO?

1.5.3 Un sistema mecanico simple

Do mesmo xeito a como acabamos de facer coa modelizacién dun circuito eléctrico, podemos
construir un PVI para un sistema mecanico composto por un corpo unido a un resorte que se
move soportando unha friccién oposta ao seu movemento. Supofiamos que a forza do resorte
(aplicando a lei de Hooke) é proporcional ao desprazamento do resorte e que a forza de rozamento
€ proporcional (e de sentido oposto) a velocidade imposta polo resorte. Ademais, para simplificar
o modelo, podemos desprezar a masa do corpo. Se 0 sistema mecanico sempre se atopa en
equilibrio, en calquera instante de tempo o balance de forzas debe ser exacto polo que se verifica:

—ku—puv=f
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onde k e u son constantes estritamente positivas que corresponde & constante de elasticidade do
resorte e ao coeficiente de rozamento, respectivamente; as funcions incégnitas u e v son respecti-
vamente o desprazamento e a velocidade do corpo unido ao resorte e f € a forza externa que esta
actuando sobre o corpo. Se agora usamos que v = du/dt, podemos de novo escribir dous PVI
sobre un intervalo de tempo [0, 7'] dependendo se cofiecemos nun instante dado ¢ € [0, 7] o valor
da velocidade vy ou do desprazamento ug: a) PVI usando o campo velocidade v

dv df
—kv — y— = -~ T
’U(to) = g,
ou b) PVI usando o campo desprazamentou
du
—ku — p— = T
u(t()) = Up

Exercicio. Revisa os teus cofiecementos de fisica sobre o0 movemento mecanico dun corpo. Se
no anterior modelo, supofiemos que o resorte non realiza ningunha forza sobre o corpo e que este
posuUe unha masa m, empregando as mesmas suposicions feitas (equilibrio de forzas e presenza
dunha forza de friccién), ¢ cal € o PVI que poderias escribir en funcion da velocidade?

1.6 EXxercicios

1. Determina a orde e clasifica as seguintes EDOs atendendo a se as ecuacions son lineais ou
auténomas:
(@) v+ 3sin(t)y = 4e™?
(b) v + 3tsin(y) = de™*
(c) v + 3tsin(y”) = 4e!
(d) v + 3tsin(t)y = 4e™Y
(e) y+ 3sin(y)y =4e™ Y
(f) dy + 3tsin(t)dt = 4e~¥dt
2. Se f e g son duas soluciéns particulares dunha EDO lineal, decide cales das seguintes fun-

ciéns son soluciéns particulares tamén: f + g, f o g e fg. Que ocorre no caso de que f e g
foran duas soluciéns particulares da EDO 3/ + y? = 0?

3. Dada a EDO 3y"” — 5 cos(2t — 1)y’ — 4y = g(t), decide razoadamente cales destas expresions
non poden ser a solucion xeral:
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10.

. Comproba que u(x) = 1/(x — C) é a solucién xeral da EDO ¢/ = —y~.

(@) y(t) — 1+ C sendo C unha constante arbitraria.
(b) y(?)

(©) y(t) =1 —Ct*— D(t+ 1) sendo C e D dias constantes arbitrarias.

= t2
=t* —5t+ 1+ C — C? sendo C unha constante arbitraria.

. Escribe en cada caso unha EDO de orde 2 para que as seguintes funciéons sexan solucions

particulares dela:

(@) u(z) = e*
(b) y(t) =13 +5t2 -1
(c) z(s) =log(2s? + 1) — 2(s)?

. Consideremos a EDO x(1 — 22)y’ — 2 + (2% — 1)y + y* = 0. Calcula todas as solucions

posibles da forma y(z) = x* onde k é un nimero enteiro.

. Comproba que a relacién implicita

zy® — zyPsin(z) = 1

define unha solucién da EDO

o (x cos(x) + sin(z) — 1)y
3z (1 — sin(x)) '

. Verifica que a funcién y dada por

tan(ly —x+1)=y+3

é solucion da EDO
2'(y) = sin’(y — z + 1).

2. ;Podes calcular

directamente unha solucién que non se poida deducir da solucion xeral?

. Considera un problema de valor inicial con condicién inicial y(0) = 1. Decide en que casos

temos a seguridade de ter existencia e unicidade de solucion cando se consideran as EDOs:

@y == (b) y ==
Yy Yy
,_y74x ;L Y
(C)y_4y+:c (d)y——y_x
(e y =~ 0y =V
y—x Yy

Tendo en conta as EDOs do exercicio anterior, esboza de forma aproximada o campo de
vectores tanxentes asociados e representa graficamente algunha das soluciéns particulares
das mesmas. Determina en que puntos do plano xy ao redor dos cales non se pode asegurar
a existencia ou unicidade de solucién.
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11. Consideremos a EDO
;L r+y—1
Y C1-—2+3y

Sen chegar a resolvela, acha os puntos onde as solucidons posuen maximos ou minimos
locais.

12. Sexa a EDO de primeira orde v/ = 1 — 1/32.

(a) Estuda se por cada punto do plano xy pasa unha Unica traxectoria solucion da EDO e
debuxa aproximadamente algunhas das soluciéns particulares da EDO.

(b) Sexa u a solucién que satisfai u(0) = 2, ¢para que valores da variable independente
esta definida u? Neste caso, calcula de forma aproximada «(0.1)

13. Considera o problema de valor inicial

{ dz = +/|z|dt parat >0,

z(0) = 0.

Comproba que non posule unicidade de solucién e calcula polo menos duas soluciéns dife-
rentes.

1.7 Practica 1. Introducion a OCTAVE

Ao executar o comando Qtoctave dende un terminal (ou facendo dobre clic sobre a icona situada
no escritorio), aparece na pantalla o entorno grafico de traballo de OCTAVE. Neste entorno de
traballo é onde escribiremos calquera das expresiéns matematicas que imos a manipular.

Ao longo deste curso usaremos ademais das funcions estandar que xa vefen instaladas en Oc-
TAVE, tamén aquelas que aparecen incluidas no paquete SYMBOLIC e as contidas na carpeta
OctaveODE que se poden descargar dende o campus virtual. Para poder traballar coas funcions
que aparecen na carpeta octaveODE, basta descomprimir o ficheiro co mesmo nome e teclear
dende a lina de comandos de QTOCTAVE:

>>>pkg load symbolic

>>>addpath ('directorio da carpeta descomprimida')

onde por exemplo, este directorio poderia ser Z:\Usuarios\Pepito\octaveODE. Ademais unha
vez feito isto, sempre deberemos teclear o seguinte comando:

>>>overload_functions

para actualizar aquelas funciéns que se redefinen e que usaremos ao longo do curso.
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Calculos numéricos basicos

Cada vez que introduzamos unha expresion (por exemplo se quixeramos sumar 2 + 3) aparecera o
simbolo de entrada

>>>243

mentres que cada vez que OCTAVE calcule un resultado, mostrara como saida

ans = 5

Para avaliar as expresiéns nunha sesién de traballo debemos premer a tecla “Enter”. Como pode-
mos comprobar, as expresions de saida se lles asigna por defecto a variable ans, que cada vez que
se calcula unha nova expresién ve cambiado o seu valor. En xeral, cada vez que escribamos unha

expresion matematica en OCTAVE podemos finalizalas usando un punto e coma “; ” para evitar que
apareza o resultado dos calculos na pantalla.

Ao contrario do que ocorre noutras linguaxes de programacién, as variables non hai porque de-
claralas cun tipo especifico, simplemente hai que asignarlle un valor (noutro caso, se supoferan
que son variables numéricas sen un valor predefinido). Ao longo deste curso traballaremos con
variables numéricas, simbdlicas e con cadeas de texto. Por exemplo, se introducimos as seguintes
expresiéns dende a lifia de comandos:

>>>a=4;

>>>g="texto';

>>>x=sym('t"2");

podemos comprobar tecleando o comando whos o tipo diferente de cada variable. Ao empregar o
comando whos, na consola de comandos de OCTAVE aparece a seguinte informacion:

>>>Variables in the current scope:

Attr Name Size Bytes Class
a 1x1 8 double

1x5 5 char

X 1x1 0 sym

Total is 7 elements using 13 bytes

que nos informa que a é unha variable numérica, s é unha cadea de texto e x é unha variable
simbolica.

Ao longo do curso, empregaremos habitualmente duas constantes que xa esta predefinidas en Oc-
TAVE: 7, 0 nimero e e a unidade imaxinaria 4, cada unha delas accesible a través das variables
Pi, e e 1i, respectivamente. Ademais de traballar con expresiéns, xa sexan variables ou con-
stantes, tamén podemos definir funciéns (de unha ou varias variables). Por exemplo, se queremos
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definir a funcion f(t) = t?sin(2t — 1) e avaliala en a = 3, deberiamos teclear o seguinte texto:
>>>f=Q (L)t 2+xSin (2+t-1)

>>>f (3)

>>>a=sym('3");

>>>f (a)

Como se pode comprobar a partir do anterior exemplo, OCTAVE sempre calcula o valor dunha
funciéon dando o resultado exacto no caso das variables simbdlicas (por moi longa que sexa a ex-
presién) mentres que cando os célculos involucran variables numéricas o resultado da avaliacion
das funcions sempre vai a ser numérico. No caso de requerirse o valor numérico dunha expresién
simbdlica con 15 dixitos de precision, debemos empregar o comando double.

Como é de esperar, todas as operacions aritméticas estan implementadas en OCTAVE: +-x/", e
as suas prioridades (salvo que se usen parénteses) son 1%: ~, 2% « ou /, e 3% + ou -. Ademais,
como xa aconteceu ao definir a expresion da funcién f(¢) para traballar con variables simbélicas
e numéricas todos os nomes das funciéns comezan por maiL’JscuIaE]: as funciéns trigonométricas
Sin, Cos, Tan, 0 logaritmo neperiano Log, a raiz cadrada sqrt, a funciéon exponencial Exp, etc.

Por ultimo, debemos sinalar que o comando clear nos permite eliminar as variables que temos
definidas ao longo da nosa sesién de traballo. Por exemplo, se queremos eliminar a variable x
tecleariamos clear x, mentres que se queremos eliminar todas as variables coas que traballamos
nunha sesién escribiriamos clear all

Cando queiramos realizar sucesivamente varias tarefas en OCTAVE, é conveniente crear un ficheiro
.m dende o0 menu Editor (que se pode lanzar dende o botdn do menu de Qtoctave no que
aparece un boligrafo debuxado). Unha vez gardado este ficheiro de comandos, pédense volver a
executar todos os comandos contido nel volvéndoo a abrir dende QTOCTAVE. Para facilitar a lectura
deste ficheiro pddense incluir linas de texto con comentarios (describindo o codigo, explicando o
uso de cada comando, etc). Todas as lifias de comentarios deben comezar por %.

Exercicios

1. Realiza as seguintes operacions e determina cal foi a orde da avaliacion das operacions
aritméticas:
2.01%4+3.1416 ; —2.98+0.23%14+42 ; 6+4/2+3.111 ; 5.22%3.1416/6-4

2. Realiza as seguintes operacidéns (modifica como sexa necesario a precedencia dos operado-
res con parénteses) con variables numéricas:

0,241

3+ 42 4177

a) b) .
2 1 \1 2 04
3 \31x2 0.12 23

cousa que non acontece se empregasemos MATLAB, onde todas as funciéns terian que ir escritas en mintscula
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3. Sabendo que a = 21/10, b = 3, calcula os valores numéricos das seguintes expresions
definindo as variables a e b como simbdlicas: a + bi, v/2, \/7a/5, In(2a) e 7e5/* + 3.4.

4. Comproba que cos(m) = €™ avaliando a expresion do lado esquerdo e dereito da igualdade
por separado. Fai o mesmo para comprobar a igualdade sin(w/2) = e”/z/z’.

Manipulacion de expresions e representacions graficas con OCTAVE

Como acabamos de estudar na seccion anterior, o programa de ordenador OCTAVE permite tra-
ballar con variables numéricas e expresiéns simbdlicas. Estas expresions pddense manipular con
algunhas das seguintes funciéns:

* partfrac (expresion, var): calculaadescomposicién en fraccidns simples que aparecen
na expresion simbdlica expresion, tendo en conta como argumento a variable var.

* expand (expresion): desenvolve os polinomios, funciéns trigonométricas, exponenciais ou
logaritmicas contidas na expresion simbdlica expresion.

* factor (expresion): reescribe (no caso de ser posible) a expresion simbdlica expresion
como produto de factores mais sinxelos.

* simplify (expresion): produce a forma mais simple posible da expresion simbélica de tipo
racional expresion.

* simple (expresion): trata de simplificar expresiéns que contefien logaritmos, exponenciais
e radicais e devolver a expresion mais curta posible.

Dada unha expresion simbdlica, tamén a podemos avaliar asignando un valor as variables das que
dependen, é dicir, podemos substituir as variables simbdlicas por valores numéricos co comando

subs (expresion, variable, valor)

Por exemplo, para avaliar a expresion 22 + e~ en z = 7/2 usariamos o comando:
>>>x=sym('x");

>>>subs (x"2+Exp (-1*x), x, Pi/2)

ans = 2.6752806766231015635

Se a expresion (ou unha funcién) depende de varias variables simbdlicas, poderiamos substituilas
por diferentes valores. Por exemplo, se quixeramos avaliar f(z) = e¢* parax = 1 e a = 2, usa-
riamos os comandos:

>>>a=sym('a');
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>>>f=@ (x) Exp (a*x) ;

>>>f (1)

ans = exp(a)

>>>x=gsym('x");
>>>subs (£ (x), {x,a},{1,2})
ans = 7.3890560989306502274

Exercicios

1. Comproba cal é o resultado dos seguintes comandos:
S=(x"2+x-Exp (x)) * (x+3); simple (S)
factor (x"3+4+x"2-11xx-30)
simple (Sin (x) "2+Cos (x) "2)
partfrac ((x+y)/ (1/x+1/y), %)
simplify ((15*x"24+5+x+6)/ (x+2))
expand ( (x—=2) * (x—4))
Logl0=@ (x) Log (x) /Log(10); subs ((x-2)*Logl0(a), {x,a},{1,10})

Para representar graficamente unha funcién dunha variable real podemos usar o comando ezplot.
Este comando traza no plano zy a gréfica da curva y = f(x) definida mediante a funcién f.
Por exemplo, para debuxar no plano a grafica da funcién seno entre —6 e 6, poderiamos usar
as seguintes ordes (atendendo a se definimos a nosa propia funcién f(x) ou Usase a propia defini-
cion sin(z)):

>>>x=sym('x");

>>>ezplot (Sin(x), [-6,6])

>>>f=Q(t)Sin(t);

>>>ezplot (f(x), [-6,6])

Se quixeramos cambiar as etiquetas que aparecen asociadas aos eixes x e y deberiamos empregar
os comandos xlabel € ylabel, respectivamente. Por exemplo, poderiamos modificar a anterior
grafica como:

>>>xlabel ('Coordenada x'");

>>>ylabel ('Valor de £'");

Se ademais lle quixeramos pofier un titulo & grafica poderiamos usar 0 comando title do mesmo
xeito ao como se fai coas etiquetas dos eixes.

Co comando ezplot soamente se poden representar as graficas dunha funcién pero non se podera
representar graficamente os valores dunha tdboa de datos. Para iso tera que empregarse 0 co-
mando plot. Por exemplo, para representar os datos da taboa:
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X\l.o 2.0 3.0 40 5.0
Y\Lo 34 21 5.7 3.2

deberiamos definir os vectores x e y que almacenan os valores numéricos da taboa (da mesma
lonxitude), empregando os comandos:

>>>xdata=[1, 2, 3, 4, 5];

>>>ydata=[1.0, 3.4, 2.1, 5.7, 3.2];

>>>plot (xdata, ydata, '"bo——")

co que representariamos en azul mediante circulos unidos cunha lifa recta continua os datos da
taboa (podes consultar a axuda do comando plot para averiguar cal é a codificacion de cores
e estilos de trazos que usa OCTAVE: para iso, teclea o0 comando help plot e revisa a informa-
cion proporcionada). Por Ultimo, para representar as gréaficas de varias funciéns na mesma figura,
basta empregar o comando hold on € empregar de novo as sucesivas ordes plot OU ezplot
co resto das graficas que queres representar na mesma figura. Unha vez rematadas todas as
representaciéns das figuras, usariamos o comando hold off para deixar de pintar nesa figura.
Do mesmo xeito ao como se facia antes, pddese empregar os comandos xlabel € ylabel para
etiquetar os eixes de abscisas e ordenadas.

Exercicios

1. Representar graficamente con cruces en verde os seguintes puntos do plano: (0.1,0.45),
(0.2,0.55), (0.3,0.65), (0.4,0.55), (0.5,0.45), (0.6,0.35), (0.7,0.35), (0.8,0.45).

2. Debuxa sobre a mesma figura as seguintes funcions f : [—2,2] — R: f(z) = €%, f(x) =77,

flz)=e""e f(z) ="

3. Debuxa sobre os mesmos eixes as funcions y = zP para p = 1,2,4,0.5,0.25 no intervalo
[0, 1.5] distinguindoas polo estilo do trazo ou pola cor.
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Chapter 2

EDOs de primeira orde

No anterior Tema 1 xa introducimos as primeiras Ecuaciéns Diferenciais Ordinarias (EDOs) e os
Problemas de Valor Inicial (PVIs) que tefien certa relevancia no modelado de procesos e fenémenos
fisicos en problemas da Enxefaria (e en particular na Enxenaria Eléctrica). Ata o de agora, non
puidemos calcular soluciéns destas ecuaciéns e nos conformamos con comprobar se unha funcion
dada podia ser solucién ou non.

No Tema 2, traballaremos coas ferramentas mais sinxelas de resolucién analitica de EDOs de
primeira orde (e dos PVI que tefien asociados). Estes procedementos seran diferentes aten-
dendo ao tipo de EDOs coas que nos atoparemos: ecuacions en variables separadas, exactas, e
ecuacions que se transformaran a exactas mediante un factor integrante e por ultimo as ecuacions
lineais. E por esta clasificacién, que para resolver unha EDO debemos sempre realizar duas eta-
pas: 1) definir e identificar que tipo de EDO imos a resolver e 2) aplicar a ferramenta de resolucion
adecuada para ese tipo de EDOs. No que segue veremos cada unha destas etapas para alguns
tipos de EDOs de primeira orde.

2.1 Ecuacions en variables separadas

As EDOs en variables separadas pédese dicir que son as Ecuacidns Diferenciais mais sinxelas de
resolver e das que poder obter a solucion xeral. De feito, en cursos elementais de Calculo xa se
resolveron algunhas EDOs deste tipo (ainda que daquela non se precisara que se estaba a resolver
unha EDO en variables separadas).
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2.1.1 Definicién

Definicion 2.1.1 (EDO en variables separadas). Unha EDO de primeira orde (con variable depen-
dente y e variable independente x) dise que é de variables separadas se se pode escribir como

Exemplo Dada unha funcién f continua, se calculamos a sua primitiva,

y(x):/f(:v)dx+0 (2.1.1)

sendo C' unha constante arbitraria, o que se esta a calcular € unha funcién y que satisfai (aplicando
o Teorema Fundamental do Célculo Integral): v'(z) = f(x), que en realidade é unha EDO en
variables separadas.

No anterior exemplo, posto que a EDO é de orde un e na ecuacion (2.1.1) existe unha constante
de integracion xa sabemos que é a solucién xeral de EDO e que ademais fixando o valor de C'
podemos obter unha solucion particular da EDO.

Exercicio a) Resolve o seguinte PVI (empregando novamente o Teorema Fundamental do Calculo
Integral) que involucra unha EDO en variables separadas:

dy = f(t)dt  en|0,T],
y(0) = yo,

sendo f unha funcién continua en [0, 7).

b) Se temos unha EDO en variables separadas y'(z) = f(z)g(y) para = € [a, b], ;que condiciéns
sobre f e g en [a,b] son suficientes para que o PVI asociado a esa EDO con condicién inicial en
xo € [a, b] tefa unha Unica solucién?

2.1.2 Procedemento de resolucion

Unha vez identificada a EDO en variables separadas como /() = f(z)g(y), 0 procedemento para
a sua resolucion é o seguinte:

- Reescribir a EDO de forma que as variables dependentes e independentes soamente estea
a un so6 lado da igualdade:
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- Integrar cada lado da igualdade de forma separada:

/g(zz):/f(:v)dx+0.

- De ser posible, despexar a variable dependente y en funcién da variable independente .

Exercicio. Calcula a solucién xeral da EDO tuu’ = u — 1. Decide se o PVI con condicién inicial
u(0) = 2 posue unha Unica solucién. ;Ocorre 0 mesmo para a condicion u(2) = 2?

2.2 Ecuacions exactas

Se consideramos unha funcién y en forma implicita G(x, y) = C (sendo C unha constante arbitraria)
é razoablemente doado escribir unha EDO que ten a y como solucién xeral (claro estd, definida
implicitamente). Se derivamos GG obtemos que

0G oG
@(w, y)dx + 87($,y)dy = 0.

Polo tanto, podemos deducir que se consideramos unha EDO escrita como M (z, y)dz+N (z,y)dy =
0 e os coeficientes M e N se poden entender respectivamente como derivadas parciais con re-
specto as variables independentes e dependentes dunha funcién G de dlas variables enton, cal-
cular unha solucién da EDO reducese a calcular a funcion G que se empregou para obter 0s coe-
ficientes da EDO aplicando as derivadas parciais. Para formalizar esta idea, podemos definir asi o
que se entende por EDOs exactas.

2.2.1 Definicion

Definicion 2.2.1 (EDO exactas). a) Unha EDO de primeira orde (con variable dependente y e
variable independente x) dise que é exacta se se pode reescribir como

M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0, (2.2.1)
e se existe unha funcion G tal que
oG oG
M = — N = — :
(2,9) = 5 (@9), (2, y) a9y (2, y)

Esta funcién G define implicitamente a solucién xeral da EDO mediante a ecuacion G(x,y) = C,
sendo C' unha constante arbitraria.
b) De forma mais restrictiva, se a EDO pddese escribir como (2.2.1) e M e N son funcidéns continuas
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que tefien as suas derivadas parciais de primeira orde continuas, dise que a EDO ¢é exacta se se

satisfai
oM ON

Ty(x7y) = %(x,y)

Evidentemente, a parte a) da definicion xa nos da a solucion se somos capaces de atopar unha
funcién GG con tales caracteristicas. Sen embargo, esta parte a) ten a dificultade de non dar ningun
tipo de procedemento para calcular esta funcién G. Polo contra, a parte b) da definicion (baixo
hipéteses mais restritivas sobre os coeficientes da EDO) nos proporciona unha forma sinxela para
decidir se a EDO é exacta ou non.

Exercicio Comproba que a EDO xdx + ydy = 0 é exacta. Usa a parte a) da definicién de EDO
exacta e calcula a funciéon G a partir da que se derivan os coeficientes M e N. ;Poderias dar a
solucién xeral desta ecuacion?

2.2.2 Procedemento de resolucion

Unha vez identificada a EDO exacta como M (z,y)dz + N (z,y)dy = 0, posto que 0 noso obxectivo
€ calcular a funcién G coa que se define implicitamente a solucién, o procedemento para a sta
resolucién é o seguinte:

- Integrar o coeficiente M con respecto a variable independente =

G(z,y) = /M(w,y)dl‘ + K(y),

tendo en conta que a constante de integracion K pode depender da variable y.
- Calcular K'(y), despexandoa da ecuacioén 0G /0y = N(x,y), é dicir, resolvendo a ecuacion

N(z,y) = aay </M(w,y)dw> + K'(y),

onde K'(y) é a funcién incégnita a calcular.
- Calcular a integral de K'(y) para obter a solucién xeral da EDO

G(z,y) = /M(x,y)d:z:—l—/K'(y)dy+C’,

sendo C' unha constante arbitraria de integracion.

Exercicio. Calcula a solucion xeral das EDOs: a) u — t? + tu’ = 0, b)(32? + 2ysin(27))dz +
(2sin?(z) + 3y?)dy = 0, ¢) (y* + 2xy)dz — 22dy = 0. Decide en todos 0s casos se son exactas ou
non e se o PVI con condicién inicial que impén o valor 1 no punto 0 poste unha Unica solucién.
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2.3 Factor integrante

Se consideramos de novo a Gltima das EDOs do exercicio da seccién anterior (y%+2zy)dr —22dy =
0, podemos comprobar directamente (usando a parte b) da definicion de EDOs exactas) que esta
EDO non é exacta. Este exemplo ilustra o especial e pouco frecuentes que van a ser este tipo de
EDOs en problemas sofisticados de aplicacién real na Enxefaria. Sen embargo, se multiplicamos
a EDO polo factor 1/y2, resulta que a nova EDO

92 2

<1+$>dx—x2dy:0,
Yy Yy

€ unha EDO exacta (Exercicio: aplica a parte b) da definicion para comprobalo). Polo tanto, pode-

mos ampliar o conxunto de EDOs que podemos resolver mediante o procedemento aplicado para

EDOs exactas, se somos capaces de atopar o factor adecuado para convertelas en EDOs exactas.
Esta é xustamente a idea da procura do factor integrante.

2.3.1 Definicion

Definicion 2.3.1 (Factor integrante). Unha EDO de primeira orde (con variable dependente y e
variable independente x)
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0,

dise que posue un factor integrante se existe unha funcion p(x,y) tal que
w(@,y)M(z,y)dz + p(z,y)N(z,y)dy =0,

é unha EDO exacta.

Esta definicién ten un claro problema & hora de aplicala: non proporciona ninglin procedemento
de célculo para achar a funcién p, ou 0 que é ainda peor, a definicion tampouco nos proporciona
a informacion respecto a se a EDO admite un factor integrante de forma que se poida transformar
nunha EDO exacta.

Exercicio Comproba que a EDO y' —2y/x = 0 non é exacta, pero que poste como factor integrante
1/2%. ¢ A funcion 4/x? tamén é un factor integrante?

2.3.2 Procedemento de resolucion

Posto que non posuimos un procedemento xeral para o cdalculo do factor integrante, soamente
poderemos dar algunhas indicacidons de como calculalo en casos sinxelos. En todos os casos
consideramos unha EDO escrita da forma M (z, y)dz + N(z,y)dy = 0.
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Factor integrante ;.(z)

Se supofiemos que existe un factor integrante para a EDO e que este soamente dependen da
variable independente x enton, o procedemento para a resolucién é o seguinte:

Aplicar a parte b) da definicion de EDO exacta & ecuacion
p(x) M (z,y)dz + p(z)N (z, y)dy = 0,

¢ dicir, escribir a ecuacion
Ay HAT LY . K Y))-

- Tratar de reescribir a ecuacién anterior de tal xeito que as expresions que dependen de . e
de 1/ quedan presentes unicamente a un lado da igualdade, é dicir como

L (oM 9N N\ p)
N(x,y)(ay( ' Y) 855( ,y)> .

- Se na expresion anterior, o lado esquerdo da igualdade (que non involucra a p ou ) e que
denotaremos por H soamente depende de x, a EDO M (z,y)dz + N (z,y)dy = 0 admite un
factor integrante do tipo u(x). Nese caso:

- O factor integrante calcllase ao resolver a EDO p/(x)/u(z) = H(x) que ten como unha
solucién particular

M(ﬁU) _ efH(x)dx.

- Resolver mediante o procedemento de EDOs exactas a ecuacién

(@) M (z,y)de 4+ p(z)N (z,y)dy = 0.

Exercicio. b) Calcula a solucién xeral da EDO (2y% + 2y — 422)dz + (2zy + z)dy = 0. ¢ E exacta?
¢ Admite factor integrante do tipo p(z)?

Factor integrante 1(y)

Se supofemos que existe un factor integrante para a EDO e que este soamente dependen da
variable dependente y entdn, o procedemento para a resolucién é o seguinte:

- Aplicar a parte b) da definicién de EDO exacta & ecuacion
pu(y)M (z,y)dz + p(y) N (z, y)dy = 0,
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¢ dicir, escribir a ecuacion
0 0
y (u(y)M(z,y)) = 7 (u(y)N(z,3)).
- Tratar de reescribir a ecuacién anterior de tal xeito que as expresiéns que dependen de . e
de 1/ quedan presentes unicamente a un lado da igualdade, é dicir como
/
s (G @ - Geen) =22,
(z,y) \ Oy Ox (y)
- Se na expresion anterior, o lado esquerdo da igualdade (que non involucra a p ou p’) e que
denotaremos por H soamente depende de y, a EDO M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0 admite un
factor integrante do tipo 1(y). Nese caso:
- O factor integrante ven dado ao resolver a EDO p/(y)/u(y) = H(y) que ten como unha
solucién particular

p(y) = e Hwdy,

- Resolver mediante o procedemento de EDOs exactas a ecuacién
u(y)M (2, y)dz + p(y)N(z, y)dy = 0.

Unha das maiores dificultades ao aplicar a técnica dos factores integrantes é cofiecer de anteman
cal é o factor integrante correcto antes de iniciar ningun calculo. Para facer esta predicién, non
existe ningun procedemento xeral e de feito, non é posible decidir se unha funcion admite un factor
integrante que depende dunha Unica variable.

Exercicio. Calcula a solucién xeral da EDO (12 + 5zy)dz + (6x/y + 3z2)dy = 0. ¢E exacta?
¢ Admite factor integrante do tipo p(z)? ¢E de tipo p(y)?

2.4 Ecuacions lineais

Lembrémonos do Tema 1 no que xa introducimos o que entendiamos por unha EDO lineal. No caso
particular dunha EDO de orde un, son aquelas que se poden escribir como (sendo x a variable
independente e y a variable dependente) F(z,y,y’) = 0, onde F' é unha funcién lineal sobre o seu
segundo e terceiro argumento.

2.4.1 Definicion

Posto que as EDOs coas que estamos a tratar son de orde un, podemos dar unha definiciéon de
EDOs lineais mais ilustrativa e simple, co que unha rapida inspeccion visual nos permita decidir se
é lineal ou non
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Definicion 2.4.1 (EDO lineal). Unha EDO de primeira orde (con variable dependente y e variable
independente x) é lineal se e s6 se a podemos escribir como

ag(x)y'(z) + ax(x)y(x) + ao(x) = 0.

Equivalentemente, posto que a2 # 0 (xa que a EDO é de orde un), a EDO & lineal se e s¢ se a
podemos escribir como
y'(z) + p(z)y(z) = ().

A esta ultima forma de escribir unha EDO lineal denominaselle forma candnica da ecuacion lineal.

2.4.2 Procedemento de resolucion

As EDOs lineais son un caso particular de EDOs que admiten un factor integrante con respecto a
variable independente.

Exercicio. Comproba facendo todos os calculos descritos na seccion anterior que un factor inte-
grante dunha EDO lineal en forma canénica ven dado por pu(z) = e/ P(@)dz,

Unha vez calculado o factor integrante e multiplicando a EDO lineal por este, poderiamos proceder
como no caso das EDOs exactas e calcular a soluciéon empregando o procedemento de resolucién
xa visto no caso das EDOs exactas. A pesar de que esta forma de proceder é correcta e sempre se
pode aplicar, pode resultar algo longa. No que segue, definimos un procedemento alternativo mais
sinxelo para calcular a solucion dunha EDO lineal:

- Calcular un factor integrante asociado 4 EDO lineal

p(x) = el Pl

onde debemos ter en conta que podemos considerar nula o valor da constante de intergracion.
- Posto que p/(z) = p(z)u(z), entdn

p)y (z) + p)p()y(x) = (u(=)y(x)) = q(@)u(z),

- Integrando ambos lados da igualdade con respecto a variable independente obtense

o) = ( [atwmtaae ¢,

sendo C' é unha constante de integracién arbitraria.

Unha vez mais, como a EDO é de orde un e existe unha constante de integracion, a anterior solucién
€ a solucion xeral da EDO. Ademais, posto que a EDO ¢ lineal non existiran soluciéns singulares e
calquera das solucions particulares terase que deducir forzosamente da solucién xeral.
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Exercicio. a) Calcula a solucién xeral da EDO tu’ 4 2u = 2 —t + 1.
b) Calcula a solucién do seguinte PVI:

tu +2u=1t>—t+1,
u(1) = 3.

c) Resolve o0 mesmo PVI cambiando a condicién inicial por esta outra: u(0) = 1.

d) 4 E posible atopar unha solucién do PVI que satisfaga a condiciéns iniciais u(1) = 5/12?

e) ¢E posible atopar unha solucién do PVI que satisfaga duas condiciéns iniciais u(1) = 5/12
e u(2) = 5/67 ¢E as condiciéns u(1) = 5/12 e u(2) = 1? ,E as condiciéns u(1) = 5/12 e
u(—1) = 13/12?

2.5 Aplicaciéns das EDOs de primeira orde

Na ultima das seccidéns do Tema 1, describimos algiins modelos que gobernaban o comportamento
de fenémenos fisicos como a transferencia de calor ou a evolucién temporal da carga (ou da inten-
sidade) dun circuito en serie. Agora xa estamos en posicion de poder resolver as EDOs que ali
aparecian e calcular os problemas de valor inicial que enunciamos daquela.

2.5.1 A Lei de arrefriamento de Newton

Recordemos que a evolucion da temperatura 6 dun corpo sélido ao longo dun intervalo de tempo
[0, T'] (que posue unha superficie A na que ten unha temperatura uniforme e polo que esta a perder
enerxia térmica de forma uniforme co seu entorno, que esta a temperatura 6.,), vifa gobernada
polo problema de valor inicial

do cA
g f?(é — Oen) en [0, 77,
6(0) = 6o,

sendo C' a capacidade calorifica e o o coeficiente de transmisién térmica do corpo e supofiendo
cofiecida a temperatura 6y no instante t = 0. Evidentemente, o valor do tempo final 7" neste caso
ven marcado polo dominio temporal de interese do estudo da temperatura do corpo, e posto que os
coeficientes se estan a supofier constantes, a EDO esta ben definida para calquera t € [0, o).

Exercicio. a) Supofnamos que (na versién adimensionalizada do problema) C' = 10, ¢ = 1. Calcula
a soluciéon cando 6y = 10 e 0., = 20. Neste caso, ¢a temperatura 8 € unha funcién crecente ou
decrecente? ¢ Posule algunha asintota? Calcula a solucién cando 8y = 20 e 6., = 10 e responde
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as mesmas preguntas que anteriormente. Por ultimo, fai o mesmo no caso no que 6y = 6., ¢Cal é
a solucién do PVI neste caso?

b) Supofiamos de novo que C' = 10, o = 1, pero agora a temperatura que rodea ao medio varia
con respecto ao tempo como 6., = 10+ 5sin(27t/24) debido aos ciclos noite/dia. Se o tempo esta
medido en horas, calcula ao cabo de catro dias cal é a temperatura do corpo sabendo que o corpo
posuen unha temperatura inicial de 8y = 9. ;Se t = 0 se corresponde as 6am, ;podes dar unha
estimacion aproximada da hora a que se producen os maximos e minimos de temperatura?

2.5.2 Circuito RC en serie

Se denotamos por ¢ a carga eléctrica dun circuito que posule unha Unica resistencia e un conden-
sador, que estan alimentados por unha fonte eléctrica que aplica unha voltaxe e(t) ao circuito no
instante ¢, e se cofiecemos a carga gy do circuito no instante inicial t = 0, a carga eléctrica ¢ satisfai
0 seguinte PVI:

dg 1
4= T
R +G1=e¢ en [0, 77,
Q(O):q(]v

onde R é o valor da resistencia e C é a capacitancia do condensador.

Exercicio. a) Supofiamos que (na version adimensionalizada do problema) R = 5, C = 2 e
e(t) = 2cos(t). Calcula a solucién cando gy = 10. Se apagamos a bateria que proporciona voltaxe
externa: ¢Que lle ocorre a carga ao longo do tempo? Se a bateria permanece apagada dende o
comezo e Qg = 0, 4como é a carga ¢ ao longo do tempo? Por Gltimo, considera o caso no que a
bateria ten un cargador retro-alimentado sobre o circuito de forma que a voltaxe exterior aumenta
conforme a carga do circuito de forma que e(t) = 5¢(t). Se a carga inicial era go = 0.5 ¢Cal é a
solucién do PVI neste caso?

b) Supofiamos de novo que R = 5, e g9 = 0.5, pero agora que debido & pobre calidade do con-
densador, a sua capacitancia diminue a medida que aumenta o tempo de uso do condensador de
forma que C(t) = 2i(t) sendo i a intensidade de corrente do circuito. Baixo estas condiciéns de
traballo, calcula a carga do circuito cando a voltaxe da bateria ven dada por e(t) = 2 cos(t).

2.6 Exercicios

1. Resolve as seguintes EDOs (calculando a solucién xeral):

(@ zyy =y —1. (b) v’ + ytan(z) = 0.
(€ zy' = (z+1)(y —1). (d)y' =32,
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2. Resolve as seguintes EDOs (comprobando se son exactas):

(@) (sin(zx)sin(y) — ze¥)dy — (e¥ + cos(x) cos(y))dz = 0.
(b) (ye™ + 2z)dz + (ze®™ — 2y)dy = 0.

(c) (sin(y) — ysin(x))dx + (x cos(y) + cos(x))dy = 0.
(d) (2xtan(y) + 5)dx + (22 sec?(y))dy = 0.

3. Comproba que as seguintes EDOs admiten o factor integrante indicado e obtén a solucion
xeral en cada caso:
(@) (42%y + 2y?)dx + (32 + 4xy)dy = 0 con factor integrante u(z, y) = zy?.

(b) (12 + bzy)dx + <%” + 3x2) dy = 0 con factor integrante u(z,y) = 2"y™, m,n enteiros
positivos.

(€) (y — x)dy + (z + y)dz = 0 con factor integrante 1 = pu(z? + y?).
(d) (3y*+5t%y) dt + (3ty + 2t*) dy = 0 con factor integrante (¢, y) = yt*.

4. Resolve as seguintes EDOs:
(@) (4z + 3y3)dx + 3zy’dy = 0. (b) (4zy? + y)dx + (6y> — z)dy = 0.
() 2zdx — 2 cot(y)dy = 0. (d) (22 + y)dz + (2% + 2y + 2)dy = 0.

5. Clasifica as EDOs seguintes, identificandoas e indicando brevemente como seria o procede-
mento de resolucién sen chegar a resolvelas:

(@ (y—1)sin(x)de —dy = 0.
(b) 2/ + 2tz = tz.
(c) (sin(y) — ysin(x))dz + (x cos(y) + cos(z))dy = 0.

6. Calcula a solucién xeral das seguintes EDOs:

r_ _ 4 / _
(@) zy — 3y =a" (b) y' +y o
() (1+2%)dy + (2zy — cot(z))dz = 0. d)y +y = 2re " + 22
(e) y— x4 xycot(x) + zy’ = 0. (f) % — 22y = 6ye¥’.

7. Calcula a solucién do PVI
Y +2xy = f(x),
y(0) =1,

onde f é unha funcion descontinua definida por

T sel0<z<1,
flz) =

—xr sex>1.
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8. Considera a EDO
dz

fQ(y)@ +3fW)f () e = fy),

sendo f(y) unha funcién con valores estritamente positivos.

(a) Calcula a solucién xeral.

(b) Se f(y) = cos(2y) en y € [0, 7/4], calcula a solucién particular que satisfai a condicion
inicial z(0) = 2.

9. Nun circuito eléctrico estase a usar unha barra de ferrita como elemento condutor. Debido as
condicions ambientais esta barra presenta un estado de oxidacién avanzado. Se denotamos
por x o tanto por un de superficie que presenta 6xido e por y o tanto por un de superficie que
esta libre de 6xido, sdbese que a evolucién do proceso de oxidacién responde 4 EDO

Y .
ar Y

Se fai un mes a superficie estaba oxidada ao 50% e na actualidade a oxidacién esta presente
nun 73,11%: ¢En que momento a superficie de oxidacién alcanzara o 90%?

10. Supofiamos que a evolucién da temperatura dun corpo obedece a lei de arrefriamento de
Newton. A sua temperatura inicial &€ de 80°C e col6case nun medio cunha temperatura cons-
tante de 50°C. Despois de 5 minutos, a temperatura do corpo descendeu ata os 70°C.

(a) Acha a temperatura do corpo despois de 10 minutos.

(b) Cando a suia temperatura sera de 60°C?

11. Nun proceso industrial metalUrxico, extraese dun forno de inducién unha placa de silicio a
unha temperatura de 250°C e despois de 3 minutos, a sua temperatura descende ata os
120°C, nunha temperatura ambiente de 20°C. Calcula canto tempo tardard en descender a
temperatura da placa para poder ser manipulada a 45°C.

12. Os materiais semicondutores incrementan as suas propiedades eléctricas se traballan a moi
baixas temperaturas. Despois de introducir unha barra semicondutora nun tanque de ni-
troxeno liquido, a barra alcanza os 110°K de temperatura. Despois de traballar con ela no
laboratorio (a temperatura constante de 22°C) durante 12 horas, a temperatura da barra é de
220°K: ¢cal € o momento éptimo para traballar coa barra semicondutora se as propiedades
eléctricas optimas acadanse a 140°K?

13. Consideremos un circuito do tipo RL (resistencia e bobina) en serie cunha forza electromotriz
constante e(t) = ep, onde a EDO que o goberna é

w
Ld% + Ri = e(t),
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sendo i a intensidade de corrente do circuito e satisfacendo a condicion inicial i(0) = io.
Calcula a solucién particular correspondente aos datos:

R=02Q, L=01H, e =1V, ig=20A.
¢ Que carga eléctrica posue o circuito ao cabo de 3 segundos despois do instante inicial?

14. Consideremos un circuito do tipo RC en serie con forza electromotriz sinusoidal e(t) =
e sin(wt) coa condicién inicial ¢(0) = go. Calcula a solucién particular correspondente aos
datos:

R=029Q, C=10F, e =10V, ¢ =20C, w=20rad/s.

¢Que intensidade de corrente posue o circuito ao cabo de 5 segundos despois do instante
inicial?

15. Na caida libre dun paracaidista a forza de rozamento do aire é proporcional & velocidade,
onde a constante de proporcionalidade depende de dous valores: k; co paracaidas pechado
e ko co paracaidas aberto. Se un paracaidista de 80kg salta dende unha avioneta a unha
altura de 4000 m, sendo as constantes de resistencia do aire k; = 31.1kg/s e ky = 78.4Kkg/s:

(a) Calcula o tempo que tarda en chegar ao chan e a velocidade final se o paracaidas non
se puido abrir.

(b) Calcula o tempo que tarda en chegar ao chan e a velocidade final se o paracaidas se
abre aos 15 s do lanzamento.

2.7 Practica 2. Resolucion de EDOs de primeira orde

Nesta practica aprenderemos a resolver ecuaciéns diferenciais ordinarias de primeira orde facendo
uso do comando dsolve de OCTAVE. Ademais tamén resolveremos problemas de valor inicial que
involucran EDOs de orde un. En primeiro lugar debemos a estudar como resolver ecuacions e como
calcular derivadas. Unha vez feito isto, pasaremos a describir os comandos para a resolucion de
EDOs e PVis.

Resolucion de ecuacions

Na practica 1 estudamos como traballar con variables simbdlicas, asignarlles valores, definir fun-
cions ou manipular expresiéns. O que daquela non traballamos foi como definir ecuaciéns en Oc-
TAVE. As ecuacions introducense en OCTAVE mediante cadeas de texto nas que aparecen duas
expresiéns relacionadas mediante un simbolo “=". Por exemplo, a ecuacion 222 — 3z +2 = 52y —3a
se trasladaria &4 nosa sesion de traballo como:

>>>equ="2xx"2-3xx+2=5xx* y—-3*xa'
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ans = 2x"2-3x+2=5xy-3a

Para resolver calquera ecuacion (sempre que sexa posible atopar a sta solucion analitica exacta)
empregaremos 0 comando solve. Seguindo co exemplo anterior, para resolver a anterior ecuacion
empregariamos a orde
>>>x=sym('x");
>>>solve ('2*xx"2-3xx+2=5*xx*xy-3*a', x)
ans = [x = —(sqgrt (25+y"2+30*xy—24xa-7)-5+y-3) /4

X = (sqrt (25+«y"2+30xy—24xa-7)+5+y+3) /4]
onde o segundo argumento lle indica a OCTAVE cal é a variable incégnita (neste caso ) que quer-
emos calcular. Evidentemente, o resto das variables que aparecen na ecuacién (neste caso, a € y)
son consideradas como parametros.

Nalguns casos, a solucién da ecuacion non se pode calcular de forma analitica e OCTAVE non é
capaz de calculala (por exemplo, no caso de log(t) = 1 — 5t). Neste tipo de problemas, debemos
buscar a solucién numericamente mediante o0 comando

fzero(fun, [a, bl)

que resolve a ecuacién fun(z) = 0 onde fun contén a expresion da ecuacion e a, b son os extremos
inferior e superior do intervalo onde buscamos a solucién.

Exercicios

1. Resolve as seguintes ecuacions tendo en conta a variable incdgnita que se indica en cada
caso

(a) e** —3 = 0 onde a incognita é .
(b) sin(27ft) = 1 onde a incognita é ¢.
(c) ey —y=2.

Calculo de derivadas

O comando que usaremos para calcular derivadas de funcions reais dunha variable real é o co-
mando diff. Para calcular a derivada primeira dunha funcién dunha variable basta empregar a
orde

diff (expresion, variable, orde)

onde expresion é a expresion da funcién a derivar, variable é o argumento que define a variable
con respecto a que se deriva, e orde é o argumento opcional (por defecto, 1) que define a orde
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da derivada que se calcula. Por exemplo se quixeramos calcular a primeira derivada da funcién
f(z) = $em(22) escribiriamos:
>>>diff (exp(sin(2*x)) /2, %)

ans = 1.0%xe”sin(2.0xx)*cos (2.0%*x)

O calculo simbdlico de OCTAVE tamén permitenos derivar funciéns que dependen de parametros
(que son tratados como constantes). Por exemplo, para derivar f(x) = %esm(‘“”) executariamos:
>>>a=sym('a');

>>>diff (exp (sin(axx)) /2, x)

ans = 0.5xa*e”sin(a*x) *cos (a*x)

Se o que queremos € calcular unha derivada de orde superior, € non a primeira derivada, empre-
gariamos as seguintes ordes (para as derivadas de orde 2 e 3, respectivamente):

>>>diff (exp(sin(axx))/2,x,2)

ans = 0.5xa"2+e”sin(ax*x)*cos (a*x)"2-0.5xa"2xe"sin (a*x)*sin (a*x)

>>>diff (exp(sin(a*x))/2,x%,3)

ans = -1.5xa"3%e”sin(a*x)*cos (a*x)*sin (a*x)

+0.5%xa”"3+e”sin (a*x) *cos (a*x) *3-0.5xa"3xe"sin (a*x) *cos (axx)

Para utilizar a derivacién implicita, o procedemento non é tan simple. Vexamolo cun exemplo: imos
a calcular a derivada implicita da funcién y(z) que satisfai a ecuacion /zy = 14-22%y. Para facer isto,
temos que indicarlle a OCTAVE que y € unha funciéon de x mediante 0 comando y=sym('y (x) ").
Empregaremos os seguintes comandos:

>>>y=sym('y(x)");
>>>equ=diff ('sgrt (xxy (x))=1+x"2+y (x)"',x)
equ = (x+xdiff(y(x),x,1)+y (X)) / (2xsqrt (x*y(x)))= x"2+xdiff (v (x),x,1)+2+x*y (X)

>>>solve (equ,diff (y,x))

ans = [diff(y(x),x,1)= —(4*x*xy (X)*sSqrt (x*y (X)) -y (x))/ (2*x"2+sqgrt (x*y (X)) —x) ]
A expresion da derivada da funcién y(x) é o resultado final do Ultimo comando que resolve a
ecuacion gardada na variable equ e no que se despexa o valor de dy/dz.

Exercicios

1. Calcula empregando OCTAVE a primeira derivada das seguintes funciéns. Unha vez feito isto,
comproba con lapis e papel que o resultado é correcto:

(@ f(z)=52"2(x+3)  (b) f(z) = Yx(vz+3)

62 . 1.2
) f(z)= a2 onde c é unha constante
1
@ 1) =YL @) = e
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(f) f(z) = 2®sinz 4 2z cosz — 2sinx (9) f(t) = t%et — 2te! + 2¢!
(h) g(z) =log(log(2)*) () f(x) = 22"

b
(k) f(z)= 1712 <log(ax +0b) + o

) onde a, b € R son constantes.
+0b

2. Calcula a derivada das funcions y(x) empregando o procedemento implicito:

(a) sin(zy) + 3y* + 5x = 4
a2 — 22
a? +y?
(d) 2@ v — 1

= 0 onde a é unha constante dada

Campo de vectores tanxentes e traxectorias soluciéon dunha EDO

O comando plotdf crea un grafico do campo de vectores tanxentes asociado a unha EDO de
primeira orde, descrita pola expresién

y/ = f(x,y),

onde y é e variable independente e x a variable dependente. Vexamos cun exemplo o0 seu uso: para
debuxar o campo de direcciéns asociado 4 EDO v/ = f(z,y) con f(x,y) = x — y, escribiriamos o
comando

>>>x=sym('x");y=sym('y");

>>>plotdf (x-y,x,v, [-2,2])

onde se esta a considerar a © como variable independente (segundo argumento do comando), y é
a variable dependente (terceiro argumento) e tanto o campo de vectores tanxentes como todas as
soluciéns particulares se representan graficamente no conxunto [—2, 2] x [—2, 2].

O resultado da anterior orde é a representacién grafica dun campo de direcciéns que determinan
todas as traxectorias que son soluciéns particulares da EDO (véxase a grafica da esquerda de
Figura . Ao facer clic sobre un punto (z, yo) do plano xy sobre a zona representada automati-
camente se debuxa unha solucién particular da EDO que satisfai a condicién inicial y(xg) =
(véxase a grafica da dereita de Figura[2.1).

Exercicios

1. Debuxa os campos de vectores seguintes e sinala de forma aproximada a solucion particular
da EDO que pasa polo punto (zq,y0) = (0,1)

(@) y/:? (b) y/:—gi

, y—4zx , Y

= d = -
(€ v T (d)y .
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Figure 2.1: No panel esquerdo: Campo de vectores tanxentes (1,2x) asociados 4 EDO 3 = 2z
e algunhas das solucions particulares da EDO. No panel dereito: Campo de vectores tanxentes
(1, zy) asociados &4 EDO 3’ = 0.5y> — = — 1 e algunhas das soluciéns particulares da EDO.

y Vlz|
e) v = : y =-— :
y—x Yy
A partir das representaciéns gréficas, escolle un punto (zg, yo) no que impofer as condiciéns
iniciais para o que non existe unicidade de solucion.

Resolucién simbodlica de EDOs

O comando para resolver unha EDO de forma simbdlica € dsolve. A sintaxe para o uso do comando
dsolve € a seguinte:

dsolve(expresion_EDO, var_independente, var_dependente)

onde expresion_EDO é a ecuacion que define a EDO e var_dependente e var_independente son
respectivamente a variable dependente e independente. Por exemplo, se queremos resolver a EDO
y' = by, empregariamos as ordes

>>>x=sym('x"); y=sym('y(x)"');

>>>edo="diff (y(x),x,1)=5%y(x)";

>>>dsolve (edo, x,Vy)

ans = y(x)=cx*e” (5*x)

Para resolver un PVI con condicién inicial y(z9) = yo empregaremos o mesmo comando dsolve
con dous argumentos adicionais que serian os valores de xg € yo. Seguindo co exemplo anterior,
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se impofiemos a condicion inicial y(0) = 2, a solucién do problema de valor inicial se calcula co
mesmo comando dsolve pero agora engadindo a informacion da condicién inicial como os dous
ultimos argumentos:

>>>dsolve (edo, x,v,0,2)

ans = y(x)=2+e” (5*x)

Debemos remarcar que a anterior expresion da solucion non € unha funcién que poidamos avaliar
en OCTAVE. Lembremos que para poder definir unha funcién a partir desas expresions teriamos
que usar o seguinte comando:

>>>f=Q (x) 2xexp (5*x)

co que xa estaria definida a funcion f(z) usando o segundo membro da ecuacion y(z) = 2e57.

Exercicios

1. Segundo a lei de arrefriamento de Newton, a evolucién da temperatura dun corpo ao longo do
tempo depende da diferencia entre a sia temperatura e a do medio que o rodea. Se 0(t) é a
temperatura do obxecto no instante ¢ e 6., é a temperatura constante do medio que o rodea,
entén satisfaise a EDO

0 = —k(0 — Oen)
onde k = 0.04 é unha constante de proporcionalidade positiva.

Como aplicacion da anterior lei, consideramos o seguinte caso: Nun laboratorio coa tempera-
tura de 21°C deixase arrefriar un termémetro de mercurio cunha temperatura inicial (t = 0's)
de 70°C.

(a) Enuncia o correspondente PVI e res6lveo empregando o comando dsolve.

(b) Comproba, co comando diff que a funcién calculada por OCTAVE € a solucién da
ecuacion diferencial.

(c) Despois de 100 segundos, o termémetro marca 50°C?

(d) Representa graficamente a solucién obtida, co eixe ¢ entre 0 e 300. Representa na
mesma gréfica a solucién constante 6(¢) = 21.

(e) Que lle ocorre & temperatura despois de varias horas?

2. Considera o problema de valor inicial:

y =0.1,/y2?,
y(2) = 4.

(a) Intenta calcular a sta solucién con OCTAVE e res6lveo con lapis e papel.
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3. Consideremos o PVI seguinte:

{y/‘f’ﬂzou

y(0) = 1.
(a) ¢Satisfai este problema as hip6teses do teorema de Picard relativas a existencia e uni-
cidade de solucion?
(b) Resolve o problema anterior empregando o comando dsolve de OCTAVE.
(c) Comproba, co comando diff, que a funcion obtida é a solucién do PVI.

(d) Resolve o problema analiticamente con lapis e papel. ¢Obtés a mesma solucién que
con OCTAVE? ¢ Existe algunha outra solucién do problema ademais da proporcionada
por OCTAVE?

(e) Calcula a solucién xeral da EDO involucrada no PVI e representa graficamente algunhas
soluciéns particulares, restrinxindo o valor de y entre —1 e 1.
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Chapter 3

LI 4 1 4

Introducion a resolucion numeérica de
EDOs

No anterior Tema 2, xa estudamos como resolver ecuaciéns diferenciais ordinarias (calculando a
expresioén explicita ou implicita da sta solucién xeral) e, unha vez feito isto, tamén analizamos como
podiamos resolver os problemas de valor inicial (PVIs) asociados. A pesares de que xa cofiecemos
varios procedementos de calculo elementais para resolver algins destes problemas, debemos ter
presente que coas ferramentas analiticas que cofecemos soamente podemos resolver de forma
satisfactoria un nimero moi reducido de EDOs (e os seus PVIs asociados).

Exemplo. Consideremos un circuito en serie RL onde (na sua versién adimensionalizada), a re-
sistencia, a inductancia e a forza electromotriz vefien dadas respectivamente por R = 5, L(t) =
2 — ¢!, e e(t) = 2cos(t), onde se esta a supofier que o condensador e a bobina sofren fatiga e per-
den as propiedades nominais que posuian. Sabendo o valor da carga eléctrica inicial: poderiamos
resolver analiticamente o PVI asociado?

Exemplo. Suponamos que un corpo de masa m Unese verticalmente a un resorte (onde a cons-
tante de elasticidade k é igual & constante k) e somérxese nun liquido que exerce unha forza de
rozamento sobre o corpo proporcional a velocidade (sendo 1 a constante asociada a esta friccién).
Despois de que o corpo oscilase varios ciclos (por exemplo, ¢ > 10000 s), sabese que o resorte
perde parte das stas propiedades elasticas e k(t) = kge~(F=10000)t gnde 3 é o coeficiente de
decaemento de fatiga. A EDO que goberna o movemento do corpo ven dado por
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onde u € o desprazamento do corpo e g € a aceleracion producida pola gravidade. Cofiecendo o
desprazamento e a velocidade inicial do corpo: poderiamos resolver analiticamente o PVI asoci-
ado?

3.1 Que é aresolucion numérica?

Posto que a maioria das aplicaciéns reais na Enxefiaria requiren a resolucién de problemas de valor
inicial ou de valor de contorno para 0s que non posuimos un procedemento analitico exacto, debe-
mos analizar que outros tipos de métodos estan & nosa disposiciéon para calcular unha solucion,
ainda que esta sexa aproximada.

Se 0 noso obxectivo é resolver un PVI enunciado como
y' = f(t,y) en (a,b),
y(a) = Ya,
é dicir, se o que queremos é calcular o valor da funcién y(¢) en calquera punto t € (a,b), pero

ningun dos procedementos de calculo que estudamos nos Temas 1 e 2 son aplicables & anterior
EDO, debemos rebaixar as nosas expectativas e conformarnos con:

« calcular de forma aproximada os valores de y(t),

« soamente nalguns puntos tg, t1, .. ., t, do intervalo [a, b].

En consecuencia, 0 noso novo obxectivo non é o de calcular un funcién que sexa solucién do
PVI anterior, senén que soamente pretenderemos calcular un conxunto de valores o, y1,- -, Yn
(véxase a Figura[3.1) que sexan unha aproximacion o mais precisa posible,

y(tj) ~yjparaj=0,1,...,n,
dos valores da solucién exacta y(t) nalgins puntos ¢, ¢1, . . ., t, que escolleremos.

Como se pode observar na Figura se fose posible calcular a solucién exacta do PVI descrito
anteriormente e a aproximacion numérica fora suficientemente precisa, a grafica da solucion ex-
acta formada polo trazo continuo {(¢,y(t)),t € (a,b)} (en azul) e os puntos dados polos valores
aproximados (to, yo), (t1,91), - - -, (tn, yn) deberian estar moi préximos na gréfica.

Os puntos tg, t1, . .. ,t, onde se procuran os valores aproximados da solucién exacta y(¢) denomi-
nanse nodos ou puntos da discretizacion. Nesta materia, todos os nodos de discretizacion seran
considerados como equidistantes, € dicir, t; = a + jh con j = 0,...,n sendo
b—a
n

h =
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Figure 3.1: Representacién gréafica da solucion exacta dun problema de valor inicial (en lifia con-
tinua azul) enunciado no intervalo (1,2) e a aproximacién numérica feita nos puntos ¢ty = 1,¢; =
1.1,...,t10 = 2 (circulos en vermello).

o0 paso de discretizacion (que mide a distancia entre dous nodos consecutivos no intervalo (a, b)).
Nas seguintes seccions estudaremos varios métodos numéricos para construir os valores aproxi-
mados 9, v1, - - - , Yn tanto para PVIs de orde un e dous como para PVCs de orde dous.

3.2 Resolucion numérica dun PVI de orde un

Como acabamos de ver, cando nos enfrontamos a un problema de valor inicial que involucra unha
EDO da que non sabemos calcular analiticamente a sta solucion xeral, temos que conformarnos
con aproximar a sua solucion mediante un método numérico. Todos os métodos numéricos que
imos a ver ao longo deste Tema 3 baséanse na mesma idea: aproximar o valor yg, y1,...,¥y, da
solucién do PVI:
{ y' = f(t.y) en (a,b),
y(a) = Ya,
sobre unha grella de puntos equiespaciados g, t1, . .., t, onde

tj =a+ jh, h =

de forma tal que se pode proceder nos seguintes pasos:

Paso 0: Fixase y9 = ¥ya,

Paso 1: Calculase co método numérico y; cofiecendo o,
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Paso 2: Calculase co método numérico yo conecendo g, 41,

Paso k: Calculase co método numérico i, cofecendo o, y1, - - -, Yr—1,

Paso n: Calculase co método numérico y,, conecendo o, 1, - - -, Yn—1-

A dificultade para avanzar en cada un destes pasos radica en que descofiecemos como substituir
na EDO os valores de v/ (tx) e de f(tx, y(tx)) parak = 0,1,...,n, xa que xustamente non sabemos
calcular analiticamente a solucién y. Polo tanto, imos ter que aproximar cada un destes termos da
EDO mediante unha expresion cofiecida (que si poida ser calculada). No que segue imos a ver
os métodos mais simples para a resolucion de PVIs e como en cada caso aproximamos de forma
diferente os termos y/(t;) e de f(tx, y(tx)): 0 método de Euler e a familia de métodos de Runge-
Kutta de segunda orde.

Unha vez que temos definido un método numérico, deberiamos cofiecer como de preciso é (ou ser
capaz de comparar dous métodos para escoller o0 mais preciso), ou 0 que € o0 mesmo, saber como
estimar o erro que estamos a introducir coas aproximacions feitas no método numérico. Para iso,
debemos introducir tres definicions: o erro de truncamento local, o erro global acumulado e a orde
dun método numérico.

Definicion 3.2.1. Consideremos un método numérico que aproxima a solucién exacta y(t) dun PVI
nos nodos t, no intervalo (a,b) cos valores numéricos yi, k = 0,1,...,n.

a) O erro de truncamento local no nodo t; é a diferenza entre o valor exacto y(t;.) e o valor
aproximado y;, cando este ultimo se calcula supofiendo cofiecidos exactamente yi_1, Yi_o,
-+ Y1, Yo, € dicir, cando y; = y(t;) paraj =k, k—1,...,0.

b) O erro global acumulado € o valor absoluto da diferenza entre o valor exacto no punto final
y(t,) = y(b) e a aproximacion y,,, € dicir, |y(b) — yn|.

c) A orde dun método numérico definese como o expofente « da potencia h* que aparece na
expresion do erro global acumulado.

Evidentemente, o método numérico serd mais preciso canto menor sexan os valores do erro de
truncamento local e o erro global acumulado. Polo tanto, un método numérico sera mais preciso
canto maior sexa a sua orde.
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3.2.1 Meétodo de Euler

O método de Euler (tamén cofiecido como método de Euler explicito) aproxima os termos da EDO
y'(tr) ede f(tg,y(ty)) para k =0, 1,...,n mediante as seguintes formulas:

() ~ Pt y(t) ~ St ).

Deste xeito, ao aproximar cada un dos dous membros da EDO por estas expresiéns resulta que

Yk+1 — Yk

T = f(tk‘v yk)
ou de forma equivalente, dado yy = y,, cada unha das aproximaciéns nos puntos ¢, calculanse
como

yk+1:yk+hf(tk,yk), k=0,1,...,n—1.

A vista da expresién anterior, é claro que podemos calcular o valor de ;.1 a partir do valor que xa
temos calculado na paso anterior y.

Exercicio. Calcula o erro de truncamento local e o erro global acumulado do método de Euler. A
vista das expresiéns obtidas: ;como se poderia mellorar a precision das aproximaciéns calculada?

Posto que é un dos métodos mais sinxelos, 0 método de Euler explicito poste unha interpretacion
grafica que se basea no significado xeométrico da derivada (e a sla relacidén coa recta tanxente).
No paso k do método, o que se esta a resolver é o seguinte PVI no intervalo (¢, tx+1):

;C = Fk en (tkvtk-i-l)?
Or(tk) = Yk,

onde F}, é un valor constante definido por f(tx, yx). O valor de yx1 ven determinado pola avaliacién
¢r(tx+1). O anterior PVI é facilmente resoluble xa que a EDO asociada € lineal de orde un, e o PVI
ten como solucién a ecuaciéon dunha recta que paso polo punto (tx,yx) € ten por pendente Fj, é
dicir, px(t) = yr + Fi(t — tg).

A Figura amosa como os valores aproximados co método de Euler (puntos (¢, yx) en azul)
estan préximos a solucion exacta (curva en vermello) e como estes calcllanse como o punto de
corte da recta ¢t = t;, coa recta definida por ¢ que pasa polo punto (¢x, yx) € que é paralela & recta
tanxente da gréafica da solucion exacta no punto (tx, y(tx)).

3.2.2 Meétodos de Runge-Kutta de segunda orde

A familia de métodos de tipo Runge-Kutta aproximan os termos da EDO /(1) e de f(¢x, y(tx)) para
k=1,...,n—1de forma diferente a como se facia no método de Euler. Neste caso, empréganse
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Figure 3.2: Representacion gréafica da solucion exacta dun problema de valor inicial 3y = —t2/2 + 1
(en lifa continua vermella) enunciado no intervalo (0,2), das rectas definidas polas soluciéns ¢y,
asociadas a cada intervalo (¢, t;+1) (lifias continuas en negro) e da aproximacién numérica feita
nos nodos con paso de discretizacion k = 0.2 (circulos en azul).

as seguintes férmulas:

Yk+1 — Yk 7 A
Y (t) = T St y(tn)) = Avf(te, yr) + Ao f (ter1, Gre1)-
onde os valores £k+1, Jr+1 calctlanse como

ty+1 =t + Bh,
Uk1 = Y + Cf(tr, yi),

sendo A1, As, B, C constantes que determinan cada un dos métodos que pertencen a esta familia.
Definidos deste xeito, é facil comprobar que no paso k dun método de tipo Runge-Kutta o valor yx 11
pddese calcular explicitamente a partir do valor xa calculado anteriormente v, posto que tanto a
expresién de yi+1 como de §j;11 dependen soamente de yy.

Dependendo dos valores das constantes A;, A, B, C podemos deducir distintos métodos numéri-
cos para resolver un problema de valor inicial de orde un:

» Método de Euler mellorado (tamén chamado método de Heun): neste caso escéllese A; =
A2 = 1/2e B = C = 1. Ao substituir nas expresions do método de Runge-Kutta obtense
que, dada a condicién inicial yo = y,, cada unha das aproximacidéns no punto t; calculanse

Andrés Prieto 46 Ecuaciéns Diferenciais



\

>‘< UNIVERSIDADE DA CORUNA

como
Uk+1 = Yk + 1 f (tr, Yk),
ter1 = te +h =tp1,
Ykt1 = Yk + g (f(trsyk) + f(Erers Dre))
parak =0,1,...,n—1. Neste caso, o0 que se esta a facer é aproximar o segundo membro da

EDO mediante a semi-suma (ou promedio) dos valores de f nos puntos (¢, yi) € (fx+1, Ji+1),
sendo este Ultimo o punto que corresponderia ao paso k no método de Euler explicito descrito
na seccién anterior.

» Método de Euler modificado (tamén chamado método do punto medio): neste caso escéllese
A1 =0, A, = 1e B =C = 1/2. Ao substituir nas expresions do método de Runge-Kutta
obtense que, dada a condicién inicial yo = y,, cada unha das aproximacions no punto i
calculanse como

. h
Ukt1 = Yk + §f(tk, Yk),

h

57

Y1 = Yk + hf (b1, Gg),

tpe1 = te +

para k = 0,1,...,n — 1. Como se pode comprobar a partir das expresion anteriores, 0
segundo membro da EDO estase a aproximar mediante o valor da funcién f no punto medio
do intervalo (tx,tx+1) despois de realizar un paso do método de Euler explicito sobre unha
grella de puntos con paso de discretizacién h/2.

+ Método de Ralson: neste caso escéllese A; =1/3, A, =2/3 e B = C = 3/4. Ao substituir
nas expresions do método de Runge-Kutta obtense que dada a condicién inicial yo = y,, cada
unha das aproximaciéns no punto t; calcilanse como

. 3h
Ukt1 = Yk + Zf(%yk),

R 3
tey1 =t + Zh’

1 2 . R
Ykt1 = Yk + h <3f(tk7yk> + 3f(tk+1ayk+1)> ;

para k = 0,1,...,n — 1. Neste caso, o que se esta a facer & aproximar o segundo membro
da EDO mediante unha suma ponderada dos valores de f nos puntos (tx, yx) € (41, Jrs1),
sendo este Ultimo o punto o que corresponderia a avanzar unha etapa co método de Euler
explicito cun paso de discretizaciéon 3h/4.

Calquera destes tres métodos terien un erro de truncamento local de orde tres e polo tanto, os
métodos numéricos descritos nesta seccién son de orde dous.
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Exercicio. Calcula o erro de truncamento local e o erro global acumulado do método de Heun. A
vista das expresions obtidas: como se poderia mellorar a precision das aproximaciéns calculada?

Ainda que queda fora do temario desta materia, poderiamos definir moitos outros métodos numéri-
cos da familia de Runge-Kutta asignando valores diferentes as constantes Ay, A, B,C. Sen em-
bargo, os valores destas constantes non poden ser asignados de forma arbitraria, senén que tefien
certas restriciéns que deben ser satisfeitas. Necesariamente, para obter un método numérico de
segunda orde, o erro local de truncamento debe ser proporcional a h? e polo tanto nos métodos de
Ruge-Kutta, débese satisfacer A1 + A, = 1.

Proposicion 3.2.2. Sexa un método numérico da familia de Runge-Kutta de orde dous, para re-
solver un PVIy' = f(t,y) no intervalo (a,b) con condicion inicial y(a) = y, entdn necesariamente
Al + Ay = 1.

Para probar o resultado anterior, basta ver un exemplo de PVI no que se A; + A # 1, 0 método
non ten un erro de truncamento local de orde tres. Consideremos o seguinte PVI:

y'=1en(0,1),
y(0) =0,

Independentemente do método de Runge-Kutta escollido, neste caso particular onde f(¢,y) = 1
resulta

Y1 = Y + h(ALf (tks Uk) + Ao f Tkt Grs1) = Y + h(A1 + Ao).

Posto que neste caso é posible calcular analiticamente a solucién exacta do PVI anterior, temos
que y(t) =t e o erro de truncamento local, por exemplo en ¢; = 0 + h resulta

y(t1) —y1 = h — h(A; + As) = h(1 — Ay — Ay),

co que obtemos un erro de truncamento que depende de h en lugar de depender de h3, que é o
caracteristico dos métodos de Runge-Kutta de segunda orde.

3.3 Exercicios

1. Aplica o método de Euler explicito para aproximar a solucién exacta y dos seguintes PVIs de
orde un no punto t = 0.2, usando como paso de discretizacion h = 0.1:

y':e_tg, 3ty +y2=5—t,
b
@) { y(0) = 0. (®) { y(0) = 1.

Calcula tamén o valor aproximado, pero agora aplicando o método do punto medio.
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2. Calcula a expresién do erro de truncamento local, o erro global acumulado e a orde dos
seguintes métodos numéricos para resolver un PVI de orde un:

{ y = f(t.y) en (a,b),
y(a) = Ya-

sobre unha grella uniforme de puntos a = tg,...,t, = b con paso de discretizacion h.

(a) Método de Euler implicito: Dado yg = yq,

Yk+1 — Yk
o

h (tk+17yk+1) parak:o717"'7n’

(b) Un método de Taylor explicito: Dado yo = ya,

Ykt1 — Uk hof

L f(tk‘a yk) + 2 Ot (tkvyk’) para k 07 ) ,
(c) Outro método de Taylor explicito: Dado yy = ¥,
2 82

Y41 — Yk U i
6 Ot

. te,yr) parak =0,...,n.

= f(tr, yi) + g%(tk,yk) +

3. Consideremos o seguinte PVI:
y =5en(0,1)
y(0) =1.

Dada unha grella de puntos no intervalo (0, 1) con paso de discretizacién h = 0.01:

» Calcula a solucion exacta.

+ Calcula o erro global acumulado neste PVI co método de Euler, ¢que podes deducir
deste método a partir do resultado obtido?

4. Consideremos o seguinte PVI:

y =3t—1en(0,1),
y(0) = 1.
Dada unha grella de puntos no intervalo [0, 1] con paso de discretizacién h = 0.01:
+ Calcula a solucién exacta.

+ Calcula o erro global acumulado neste PVI co método de Heun, ;que podes deducir
deste método a partir do resultado obtido?

5. Debido a unha ensamblaxe defectuosa dunha bobina, o funcionamento dun circuito eléctrico
RL integrado produce certas vibracions que poden chegar a ser perigosas para a integridade
da placa onde esta situado, se as aceleraciéns son superiores a 5m/s?.
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Os elementos do circuito RL vefien definidos por R = 1 e L = 2e¢~' H; Determinase que
as aceleracions a(t) das vibraciéns dependen da intensidade de corrente mediante a formula
a(t) = 10q(t).

Sabendo que a forza electromotriz do circuito € nula, que a carga inicial do circuito é nula e
que a intensidade de corrente satisfai i(0) = 1A, ¢ E seguro ter en funcionamento o circuito
despois de 0.1s?

3.4 Practica 3. Resolucion numeérica de EDOs

Nesta practica traballaremos cos métodos numéricos que nos permitiran calcular unha solucion
aproximada de problemas de valor inicial de orde un, en particular, co método de Euler explicito e
alguns dos métodos de Runge-Kutta de orde dous.

Posto que estos métodos non estan programados por defecto en OCTAVE, lembremos que debemos
cargar as funciéns que estan incluidas na carpeta comrpimida octaveODE.zip que se achega con
esta préactica.

Método de Euler e de tipo Runge-Kutta

Unha vez descomprimida a carpeta octaveODE e engadidas as rutas de traballo de OCTAVE, tere-
MOoSs acceso aos comandos euler, heun, euler_modified e ralson no que estan implementados
respectivamente os métodos de Euler explicito, de Heun, do punto medio e de Ralson.

En primeiro lugar, recordemos cal é a descricién do método de Euler. Consideremos o seguinte
problema de valor inicial:

y/ = f(tay) en (CL, b)>
y(a) = ya,

do que supofieremos que posue unha solucién uUnica, y(t), con t € [a,b]. Lembremos que dada
unha grella de puntos equiespaciados a = tg, t1, ..., t, = b no intervalo [a, b], é dicir

ty = a+ kh, h = , k=0,...,n,

sendo h = (b — a)/n o paso da discretizacién, o método de Euler explicito calcula os valores
aproximados da solucién exacta yg, y1, - . ., ¥y, na grella de puntos tg,%1,...,t, co esquema: dado

y():yaa
Yk+1 = Yk + A f(tk, Yk), k=1,2,...,n.

Para calcular estes valores aproximados, 0 comando Euler Usase do seguinte xeito:

euler(f(t, y), Y, t, a, bl Ya, n)
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onde f(¢,y) é o segundo membro da EDO involucrada no PVI de orde un, y é a variable dependente,
t é a variable independente, a e b son os extremos inferior e superior do intervalo onde se define o
PVI, y, € o valor da condicién inicial e n € o niUmero de subintervalos en (a,b) que define a grella
de discretizacion.

Por exemplo, se quixeramos aproximar numericamente a solucion do PVI

v = 2%+ 3uen (0,1),
u(0) =4,

cunha grella de puntos con paso de discretizacion h = 0.2, escribiriamos en OCTAVE
>>>x=sym('x");u=sym('u');

>>>f=x"2+3*u;

>>>euler (f,u,x,0,1,4,5)

ans =

.00000 4.00000

.20000 6.40000

.40000 10.28000

.60000 16.52800

.80000 26.56480

.00000 42.66368

€O que obteriamos unha taboa cos puntos de discretizacién e cos valores aproximados, ademais
dunha gréfica, como a que se mostra na Figura[3.3]

P O O O O O

Euler method approx.

50 - T T T T
Approx. sol
Exact sol.

40 | / 1
30 / J

20 - /V 4

Figure 3.3: Representacidon grafica da solucion exacta dun problema de valor inicial (lifia azul)
enunciado no intervalo (0, 1) e a aproximacion numérica feita nos puntos tp = 0,¢t; = 0.2,...,t5 = 1
(lina vermella).
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Os métodos da familia de Runge-Kutta de segunda orde: o método de Heun, o método de Euler
modificado, e 0 método de Ralson tamén estan programados nas funcidons que acabamos de de-
scomprimir na carpeta octaveODE. A forma de empregar estes tres métodos € a mesma que no
caso do método de Euler explicito.

Exericicios

1. A lei de arrefriamento de Newton establece que a razén de cambio da temperatura 6(¢) dun
corpo é proporcional & diferenza entre a temperatura do corpo #(t) e a do entorno fey:

Hl(t) = k(een - 0(t)),

onde k > 0 é a constante de transferencia de calor. Supofiamos que k& = 1 (min)~! e que
f., = 70°C. Se o corpo esta inicialmente a 100°C:

(a) Emprega o método de Euler explicito con distintos pasos de discretizacion: h = 0.2,
h = 0.1 e h =0.05, para aproximar a temperatura do corpo despois de 48 segundos.

(b) Fai o mesmo co método de Heun e o de Ralson para h = 0.2.

(c) Calcula o erro global acumulado na temperatura final coas tres aproximaciéns que se
empregaron anteriormente.

2. Consideremos o seguinte problema de valor inicial:

{ v + 2 =y log(a) en (1,2),
y(1) = 1.
(a) Calcula a solucién exacta co comando dsolve de OCTAVE.

(b) Aplica o método de Euler explicito para calcular a solucién aproximada no intervalo [1, 2]
con paso de discretizacién h = 0.1.

(c) Aplica o método de Heun para calcular a solucién aproximada no intervalo [1,2] con
paso de discretizacién A = 0.25. Compara esta aproximacién coa obtida co método de
Euler e decide cal é mais precisa.

3. Consideremos o seguinte problema de valor inicial:
y' =0.1,/y 4+ 0.42% en (2,33),
{ y(2) = 4.
(a) Calcula a solucién exacta co comando dsolve de OCTAVE.

(b) Aplica o método de Euler explicito para calcular a solucién aproximada no intervalo [2, 3]
con pasos de discretizacién h = 0.1 e h = 0.05.

(c) Aplica un dos métodos da familia de Runge-Kutta para calcular a solucion aproximada
no intervalo [2,3] con pasos de discretizacion h = 0.25 e h = 0.125. Compara as
aproximacions e decide se son mais precisas que as obtidas co método de Euler.
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Chapter 4

Resolucion de EDOs lineais de orde
superior

No Tema 2, xa estudamos como identificar algunhas das Ecuaciéns Diferenciais Ordinarias (EDOs)
de primeira orde, das que cofiecemos o procedemento para a sla resolucién. Entre os tipos que
estudamos, estaban as EDOs lineais de primeira orde. Debido a importancia que tefien este tipo
de EDOs na Fisica e na Enxenaria, neste tema imos a estudar procedementos de resolucién para
EDOs lineais de orde superior. Comezaremos traballando coas EDOs lineais de segunda orde.

Exemplo. Supofiamos que un corpo de masa m Unese verticalmente a un resorte (onde a con-
stante de elasticidade é k) e somérxese nun liquido que exerce unha forza de rozamento sobre o
corpo proporcional a velocidade (sendo 7 a constante asociada a esta friccion). Se o movemento
se produce en equilibrio de forzas, a EDO que goberna o movemento do corpo ven dado por

d%u du

m@—na—ku:mg,

onde u é o desprazamento do corpo e g € a aceleracion producida pola gravidade.

4.1 Ecuacions lineais de segunda orde

Lembremos que as EDOs lineais de orde n (tal e como as definimos no Tema 1) son aquelas que
se podian escribir como
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onde x é a variable independente, y é a variable dependente (a funcion incdgnita a determinar) e
as funciéns a,, ..., ag € b soamente poden depender da variable independente.

No caso particular das EDOs lineais de orde dous, ax(z) # 0 e polo tanto, a forma xeral ven dada
pola expresion (onde dividimos a EDO anterior polo coeficiente ay(z))

Y (x) + p(x)y (x) + q(x)y = r(z),

sendo p(z) = a1(x)/az(x), g(x) = ap(x)/az(x) e r(x) = b(x)/az(x). Tendo en conta esta escritura
para as EDOs lineais, debemos introducir certa terminoloxia que usaremos ao longo deste tema (e
que tamén se aplicaran a EDOs de orde superior a dous):

- EDO lineal de coeficientes constantes: sera aquela EDO lineal na que as funciéns p e ¢
son funciéns constantes.

- EDO lineal de coeficientes variables: sera aquela EDO lineal na que as funciéns p e ¢ non
son funciéns constantes.

- EDO lineal homoxénea: serd aquela EDO lineal na que r(z) = 0.

- EDO lineal completa ou non homoxénea: sera aquela EDO lineal na que r(z) # 0.

Ademais, dada unha EDO lineal completa, a stia ecuacién lineal homoxénea asociada, sera
aquela que se escribe reemprazando a funcién r orixinal da EDO pola funcién nula.

No caso das EDOs de orde dous, como xa estudamos no Tema 1, a solucién xeral vai involucrar
unha expresién con duas constantes de integracion arbitrarias. Xa que logo, para escribir unha solu-
cion particular debemos fixar o valor destas duas constantes co que necesitaremos duas condicions
adicionais que complementen a informacién dada pola EDO. Dependendo do tipo de condiciéns (se
son condiciéns iniciais ou condiciéns de contorno), teremos dous tipos distintos de problemas: os
que xa coflecemos como problemas de valor inicial (PVI) e outro novo tipo, os problemas de valor
no contorno (PVC).

Os problemas de valor inicial para unha EDO lineal de segunda orde consisten en atopar y definida
nun intervalo I que satisfai

y' (@) +p(@)y (z) + q(a)y(x) =r(z), x€l,
y(zo) = vo,
Y (w0) = y1.

onde g e y; son valores constantes dados e x( € un punto do intervalo 1.

Pola contra, os problemas de valor de contorno, se o intervalo ven dado por I = (a,b), consisten
en atopar y definida nun intervalo I que satisfai

y'(z) + p(@)y'(z) + q(z)y(x) = r(z), wel,
y(a) = ya,
y(b) = Yp-
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onde de novo v, € y; son valores constantes dados.

O estudo da existencia e unicidade de solucidén dos problemas de valor de contorno queda fora dos
contidos deste curso. Sen embargo, ao igual que xa fixemos para os PVI cunha EDO de orde un,
podemos dar un resultado que nos garante a existencia e unicidade de solucién.

Teorema 4.1.1. Consideremos o seguinte PVI que involucra unha EDQO lineal de orde dous: Atopar
Yy que satisfai

y'(@) +p(@)y () +q(@)y(x) =r(z), x€l,

y(zo0) = Yo,

y' (o) = 1,
conxqy € I. Se as funciones p, q e r son continuas no intervalo I enton existe unha tnica solucion
y definida en I solucion do anterior PVI.

Exercicio. a) Comproba que u(z) = e~* é a Unica solucién do PVI

y'(x) — 2zy(x) = (1 — 2z)e™ ", xel=10,1],

b) Comproba que u(z) = sin(z) é solucién do PVC

y"(z) + y(x) =0, xel=]0,2n],
y(0) =0,
y(2m) =0,

¢ Que podes deducir sobre a existencia e unicidade de solucion para este PVC?

4.2 Ecuacions lineais homoxéneas con coeficientes constantes

No que segue imos a describir un procedemento para resolver ecuacions diferenciais lineais de
orde dous homoxéneas, no caso no que posuen coeficientes constantes, é dicir, cando p(z) = po,
q(z) = qo e r(z) = 0. Baixo estas condiciéns sobre os coeficientes, este tipo particular de EDOs
lineais,

y"(x) + poy' () + qoy(z) = 0,

con pg e qo constantes dadas, resélvense usando o seguinte procedemento:

- Escribir o polinomio caracteristico (en funcion de \), reemprazando cada unha das derivadas
d/dx da EDO pola variable A:
)\2+pg)\+qo = 0.
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- Calcular as duas raices \g e A1 do polinomio caracteristico asociado 4 EDO.
- A solucion xeral y da EDO lineal de orde dous homoxénea ven dada por

« Raices reais simples: Neste caso, \y # A1 e resulta
y(z) = Coe* + CreM,

onde Cy e C; son duas constantes arbitrarias.

 Raices reais dobres: Neste caso, \yp = \; e resulta
y(x) = Coe* + Craze”,

onde Cy e C1 son dlas constantes arbitrarias.

» Raices complexas conxugadas: Neste caso, A\ = a + i3, \y = a — i e resulta
y(z) = Coe 4 CreM?,

onde Cy e C; son duas constantes arbitrarias. Aplicando a férmula de Euler e¥* =
cos(z) + isin(z), pédese reescribir a solucién xeral como

y(x) = Koe®" cos(fBz) + K1 sin(fx)

onde K e K son duas constantes arbitrarias.

Exercicio. a) Calcula a solucién xeral da EDO 2u” + 8u’ + 26u = 0.
b) Calcula unha solucién do seguinte PVC:

!

y'(x
(0)
(1)

¢ Cal é unha solucién se escollemos como condiciéns de contorno y(0) = y(1) = 0?

[\

—6y'(z) — 20y = 0, xel=10,1],

~—

<
Il
S =

)

<

4.3 Solucion xeral

Como xa estudamos no Tema 1, a solucién xeral dunha EDO de orde dous involucra unha expre-
sién que posue duas constantes arbitrarias, a partir das cales (fixando un valor concreto) podemos
deducir as infinitas soluciéns particulares dunha EDO. Lembrémonos que son as condiciéns de con-
torno ou as condicidns iniciais as que definian os valores concretos destas constantes arbitrarias.

Na seccion anterior, acabamos de describir un procedemento para escribir a solucién xeral dunha
EDO lineal homoxénea de grao dous con coeficientes constantes. Sen embargo, para o caso de
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EDOs lineais completas ainda non sabemos como calcular esta solucién xeral. Comecemos por
analizar como podemos escribir a solucién xeral dunha EDO lineal de orde dous non homoxénea a
partir dunha solucién particular e da solucion xeral da EDO homoxénea asociada.

Teorema 4.3.1 (Solucion xeral). Consideremos unha EDO lineal de orde dous non homoxénea. Se
yn € a solucion xeral da EDO homoxénea asociada e y,, € unha solucion particular da EDO completa
enton

Yxer(2) = yn (@) + yp(z)

€ a solucién xeral da EDO completa.

Este resultado nos proporciona o procedemento para calcular a solucion xeral dunha EDO completa
a partir dunha solucién particular e da solucién xeral da homoxénea. Polo tanto, soamente nos
resta por estudar como calcular a solucién particular dunha EDO lineal completa (que analizaremos
soamente no caso de coeficientes constantes).

Habera alguns casos (por exemplo, cando tratemos de EDOs lineais con coeficientes variables) que
non sexamos capaces de calcular a solucién xeral da EDO homoxénea asociada. Nesta situacion,
necesitaremos duas soluciéns particulares cofiecidas, u e v, da EDO lineal homoxénea, para cons-
truir grazas a elas unha posible expresion da solucion xeral w = Ciu + Cyv. Esta posible forma de
escribir a solucion xeral a partir de duas solucions particulares baséase no seguinte resultado:

Teorema 4.3.2 (Principio de superposicion). Sexa vy, unha solucion da EDO
y'(z) +p(@)y (2) + q(2)y(z) = r1(2),

e y» unha solucion da EDO
y" (@) + p(2)y (2) + q(z)y(z) = ra2(2),

entoén a funcion v definida por
u(x) = ayi(z) + bya(x),

sendo a e b duas constantes é unha solucion da EDO

y' (@) +p(2)y'(z) + q(x)y(z) = ari(2) + bra(z).

A primeira vista, polo principio de superposicién xa sabemos que w é unha solucién da EDO lineal
homoxénea e posto que aparecen duas constantes arbitrarias, poderiamos pensar que se trata da
solucion xeral da EDO. Sen embargo, isto non ten porque sempre ser correcto se non escollemos
con coidado as funciéns u e v.

Exercicio. Supofiamos que u(x) = z2 e que v(z) = 5e~1°8(1/%) son soluciéns dunha EDO lineal
homoxénea de orde dous. ;A funcién w definida por

w(z) = Cru(z) + Cov(x)
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pode ser a solucion xeral da EDO?

Para precisar cales son as condicions correctas que debemos impofier para que no anterior exerci-
cio w sexa a solucion xeral, debemos estudar o seguinte teorema:

Teorema 4.3.3 (Independencia lineal de soluciéns). Sexan y; e yo duas solucions da EDO lineal
homoxénea de orde dous (con coeficientes variables ou constantes) nun intervalo I. A funcion y
definida por

y(z) = Cry1(z) + Caya(x)

é a solucion xeral da EDO se e s0 se:

a) os vectores
y1(zo) o Yy2(z0)
Y1 (o) Y2 (o)

son linealmente independentes para todo xq € I, ou de forma equivalente:
b) o wroskiano de y; e ys, definido por

y1(zo) y2(x0)

y1 (o) yZ(io) = y1(20)ya(w0) — y2(w0)y1 (7o),

Wiy, y2](zo0) =

é sempre diferente de cero para todo xy € I.

Exercicio. a) Comproba que u(x) = cosh(v/3log(x)) e que v(x) = sinh(v/31og(x)) son soluciéns
da EDO lineal homoxénea z%y” + xy — 3y = 0. b) A funcién w definida por w(z) = Cyu(x) + Cav(x)

€ a solucion xeral da EDO?

4.4 Ecuacions lineais non homoxéneas con coeficientes constantes

Nesta seccion imos a aplicar os resultados que xa estudamos nas seccidns anteriores para resolver
EDOs lineais de orde dous non homoxéneas con coeficientes constantes. Mais precisamente,
estamos interesados en calcular a solucién xeral da EDO

y"(x) + poy'(x) + qoy(z) = 7(x),
onde o segundo membro satisfai »(x) # 0. Como xa estudamos na seccién anterior, a solucion
xeral ven dada por
y(@) = yn(z) + yp(z)
onde y;, € a solucién da EDO homoxénea asociada e y;, () € unha solucién particular cofiecida.

Destas duas funcions, posto que a EDO é de coeficientes constantes, sabemos calcular a solu-
cion xeral da EDO homoxénea asociada mediante 0 uso do polinomio caracteristico. Pola contra,
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ainda non temos estudado como calcular unha solucién particular da EDO non homoxénea (incluso
no caso de ter coeficientes constantes). O calculo das soluciéns particulares das EDOs lineais
completas de orde dous sera o obxectivo da Seccion 5.

Posto que ainda non sabemos calcular solucions particulares, o que si podemos facer é calcular
solucions particulares dunha EDO lineal a partir doutras solucions particulares de EDOs cos mes-
mos coeficientes pero con diferentes segundos membros, aplicando o principio de superposicion
que estudamos na seccién anterior.

Exercicio. a) Calcula a solucién do seguinte PVI:

y"(z) — 3y (z) + y(x) = —2e” — cos(z), zel=|0,1],

sabendo que €” e sin(x) son soluciéns particulares respectivamente das EDOs y”(z) — 3y/(z) +
y(x) = —e” e y'(z) — 3y'(z) + y(z) = —3cos(z).

b) Calcula a solucién xeral da EDO non homoxénea 4" + 2y = x> sabendo que unha solucién
particular € un polinomio.

4.5 Meétodo dos coeficientes indeterminados

Nesta seccion xa estamos en posicién de poder completar o estudo da solucién xeral dunha EDO
lineal de segunda orde con coeficientes constantes, xa sexa homoxénea ou non, mediante o método
dos coeficientes indeterminados.

Dada unha EDO lineal de segunda orde non homoxénea con coeficientes constantes

y" () + poy (%) + qoy(x) = r(z),

con py, qo constantes e r(x) # 0, existe un procedemento que nos permite calcular unha solucién
particular nos casos especiais nos que o segundo membro r(x) é unha expresién que involucra
polinomios, exponenciais ou funciéns trigonométricas. A Taboa4.1|especifica, segundo a expresion
de r(x), cal seria a expresion candidata a ser solucion particular da EDO.

En todos os casos da Taboa o valor do exponente s € o menor enteiro non negativo, que
se escolle de tal xeito que ningun termo da solucion particular candidata sexa unha solucién da
EDO lineal homoxénea asociada. Os coeficientes da solucién particular (tanto das constantes A, B
como dos polinomios A(z) ou B(xz)) que forman parte das soluciéns particulares y;, () deben ser
calculadas, substituindo as expresions candidatas de y,(z) na EDO non homoxénea.
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Expresion r(x) Solucién particular candidata ()
p

x*Ap(z) onde

Ay (z): polinomio de grao n

an(z): polinomio de grao n

ae®” x®Ae™*

a: constante A: constante

acos(Bx) + bsin(Sx) x*(Acos(fz) + Bsin(fx))
a, b: constantes A, B: constantes
an(z)e*® x® Ay (x)e™”

an(x): polinomio de grao n Ay (z): polinomio de grao n
an(x) cos(Bz) + by (x) sin(Bx) onde

an(x): polinomio de grao n
b (z): polinomio de grao m
ae™® cos(fzx) 4+ be*” sin(fz) onde x®(Ae™ cos(fx) + Be®* sin(fx))
a, b: constantes A, B: constantes

e (an(z) cos(Bx) + by () sin(fBzx))
an(x): polinomio de grao n

b (z): polinomio de grao m

x*(An(z) cos(Szx) + By (x)sin(Sx)) onde
Apn(z), By(x): polinomios de grao N = max(n,m)

z*e®(An(z) cos(Bzx) + Bn(x)sin(Sz)) onde
An(z), By(x): polinomios de grao N = max(n,m)

Téboa 4.1: Soluciéns particulares candidatas a ser solucion particular y, () dunha EDO lineal con
coeficientes constantes de segunda orde, dependendo do segundo membro r(x) da EDO completa.

Debemos ter en conta que cando o segundo membro () € unha combinacién lineal de varias das
expresions que aparecen en diferentes filas da Taboa entén debemos aplicar o principio de
superposicion e calcular as soluciéns particulares por separado para cada caso e despois realizar
a mesma combinacion lineal coas solucidns particulares calculadas.

Exercicio. Calcula a solucién xeral da seguinte EDO lineal completa con coeficientes constantes:

Y’ + 2y + 2y = 2? + e cos(z) + ze T sin(x).

4.6 Ecuacions lineais de orde superior

No que levamos de Tema 4, estivemos a traballar con EDOs lineais de orde dous. Sen embargo,
todos os conceptos e resultados que estudamos para as EDOs de orde dous pdédense xenerali-
zar de forma inmediata a EDOs lineais de orde n. Para ver como se estenden estes resultados
e procedementos, imos a enunciar de novo os resultados mais importantes pero agora aplicados
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para EDOs de orde n.

4.6.1 EDOs lineais homoxéneas con coeficientes constantes

Dada unha EDO lineal homoxénea de orde n con coeficientes constantes
any" (@) + an1y™ (@) + - + a1y (@) + aoy(z) =0,

onde a,, ..., ap son coeficientes constantes, a solucion xeral da EDO homoxénea calculase como
yn(x) = Cry1(x) +. ..+ Cryn(z) onde cada un dos termos esta asociado a unha raiz do polinomio
caracteristico, que neste caso é un polinomio de orde n. Se as raices do polinomio caracteristico
estan ordenadas e repetidas tantas veces como a sta multiplicidade, e aquelas se son complexas
estan agrupadas xunto cos seus valores conxugados, dependendo do tipo de raiz \;, o termo da
solucién xeral y;(x) é diferente:

- Raiz simple real \;: y;(z) = V7.

+ Raices multiples reais \; = \; 1 = ... = \j,,_1: Se a multiplicidade da raiz é m, temos
yi(r) = e, yiri(r) =2, yipmoa(z) = "N

+ Raices simples complexas \; = a + if5, \j11 = a — if3:

yj() = €7 cos(Bz), yyo1(x) = € sin(Ba).

+ Raices multiples complexas \; = ... = \j 1,1 = a+if, \jom = ... = Ajyom—1 = a—if:
Se a multiplicidade das raices complexas é m, temos

yj(x) = e* cos(Bx), yj+1(x) = e*sin(fx), ...,

Yitam-a(®) = &1 cos(Ba), yy4am-1(x) = a1 sin(Ba).

Exercicio. Calcula a solucion xeral da EDO homoxénea 3" + 3/ = 0.

4.6.2 Solucion xeral

Os dous resultados que estudamos sobre a representacién da solucién xeral para EDOs de orde
dous, son tamén validos para EDOs de orde n. Polo tanto, para EDOs de orde n, tanto a repre-
sentacion da solucién xeral (que ven dada pola suma da solucién xeral da EDO homoxénea aso-
ciada mais unha solucién particular da EDO completa), como o principio de superposicion seguen
a ser validos para EDOs de orde n.

Andrés Prieto 61 Ecuaciéns Diferenciais



\

>‘< UNIVERSIDADE DA CORUNA

No caso da independencia de solucions da EDO homoxénea de orde n, debemos adaptar a defini-
cién do wroskiano e do criterio de independencia que estudamos no Teorema 3.3.

Teorema 4.6.1 (Independencia lineal de soluciéns). Sexan y1,...,yn, Solucions da EDQ lineal ho-
moxénea de orde n nun intervalo I. A funcion y definida por

y(x) = Cryi(@) + -+ + Coya(2)

é a solucion xeral da EDO se e so se:
a) os n vectores

Y1 (o) Yn (o)
n—1 n—1
u" ™ (wo) y'” (o)
son linealmente independentes para todo xq € I, ou de forma equivalente:
b) o wroskiano de v, . . ., y,, definido por
y1(wo) Yn(o)
y1 (o) Yn(@0)

Wiyr, ..., yn](wo) =

é sempre diferente de cero para todo xy € I.

Grazas a que o principio de superposicién tamén se aplica a EDOs de orde n,
Y (@) + pua @)y (@) + -+ @)y (2) + q(2)y () = r(x),

o método de coeficientes indeterminados é vélido sen modificacion algunha para as EDOs lineais
de orde n.

Exercicio. Calcula a solucién xeral da EDO 3" + ¢/ = 1/ sin(z).

4.7 Aplicacidons

Xa comprobamos ao comezo deste Tema 4, que a EDO que goberna o movemento dun corpo de
masa m suxeito verticalmente a un resorte con constante de elasticidade k e somerxido sobre un
fluido viscoso que exerce unha forza de rozamento proporcional & velocidade é unha EDO lineal de
orde dous. Nesta seccion, veremos outros dous exemplos: a ecuacién que modela o movemento
dun fluido incompresible ao longo dun tubo e retomaremos o exemplo de circuito en serie que posue
unha resistencia, unha bobina e un condensador (que xa analizamos parcialmente no Tema 2).
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4.7.1 Movemento dun fluido ao longo dun tubo

Suponamos que temos un fluido incompresible non viscoso que se move ao longo dun tubo cilin-
drico estreito de radio R, debido a que existe unha diferencia de presién oscilante de amplitude Ap
entre os extremos do tubo (que oscila cunha frecuencia angular w). Posto a que o fluido é viscoso,
se 0 movemento do fluido producese en equilibrio, a conservacion do momento lineal (relacionando
a inercia do fluido, as forzas viscosas e a diferencia de presién) traducese na seguinte EDO:

. d [ du\ Ap
—zwpu(r)—n@ 7“& =

onde p € a densidade de masa do fluido incompresible, n € o coeficiente de viscosidade, t é a
lonxitude do tubo, e u € a compofiente lonxitudinal do campo de velocidades do fluido. A variable r
representa a variable espacial radial nas coordenadas cilindricas centradas no eixe do tubo. Para
calcular a compofiente axial da velocidade, debemos completar esta EDO coas condiciéns de con-
torno adecuadas: neste problema, posto que o fluido é viscoso, permanece pegado e inmdbil as
paredes do tubo, polo que u(R) = 0 e no centro do tubo a velocidade debe ser finita en » = 0 (a
solucién non pode presentar asintotas verticais respecto & variable r). En resumo, 0 movemento
harménico dun fluido ao longo dun tubo queda definido polo seguinte PVC:
. d du Ap

—iwpu(r) — N (Tdr) == xz € (0,R),

y(R) =0,

y(0) posue un valor finito.

Exercicio. a) Procura informacion sobre as funcions de Bessel de primeira e segunda clase e
escribe cales son as EDOs que satisfan por definicion. b) Sabendo que a funcién de Bessel J, esta
involucrada na solucién do PVC, trata de escribir un cambio de variable co que obter unha EDO
similar & que satisfai & funcion de Bessel Jy. [Indicacion: podes axudarte do programa OCTAVE.]

4.7.2 Circuito eléctrico en serie RLC

Tefamos en conta agora o0 modelo matematico que goberna un circuito eléctrico en serie que posue
unha resistencia, unha bobina e un condensador. A carga eléctrica e a intensidade de corrente que
se xera mediante unha bateria ou xerador de corrente eléctrica satisfan as Leis de Kirchhoff. Estas
leis aseguran a conservacion da carga eléctrica e a conservacién da enerxia no circuito.

Se denotamos por ¢ a carga eléctrica e por I a intensidade de corrente do circuito que estan
alimentados por unha fonte eléctrica que aplica unha voltaxe e(t) ao circuito no instante ¢, satisfaise
a seguinte ecuacion:

di

1
L= +Ri+ —=q=
a T etTe
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onde R é aresistencia, C' é a capacitancia do condensador e L é a indutancia da bobina. A vista da
anterior expresion, soamente temos unha ecuacién pero posuimos duas incégnitas (i e ¢). Tendo
en conta que i = dg/d¢, podemos obter a seguinte EDO lineal de orde dous:

co que resulta unha EDO de orde dous respecto a variable dependente ¢; Se en cambio optamos
por derivar a ecuacion orixinal resulta

d%i di 1 de
L— +R— 4+ —j= —
et tgte' T

onde agora a funcion incognita € o campo i e a EDO segue a ser lineal de orde dous.

Exercicio. Supofnamos que (na version adimensionalizada do problema) R = 5, C =2, L = 1,
e e(t) = 2cos(t). Calcula a solucién cando ¢(0) = 10 e i(0) = 2. Se apagamos a bateria que
proporciona voltaxe externa: ;Que lle ocorre a carga ao longo do tempo? Se a bateria permanece
apagada dende o comezo e ¢(0) = 0, pero a intensidade inicial segue a ser i(0) = 2 4cal é a carga
q ao longo do tempo?

4.8 Exercicios

1. Calcula a solucion xeral das seguintes EDOs de orde dous:

(@) v + 3y’ — 10y = 6¢*7. (b) v — 2y’ + by = 252 + 12.

(c) vy — vy — 6y = 20e™2~. (d) v — 3y’ + 2y = 3sin(2z).

(e) v —y — 12y = &=, (f) " + 25y = 6sin(x).

(@) v — 2y + by = e” sin(2x). (h) y"" + 8y" = —622 4 9z + 2.

(i) v — 4y +4y = (z + 1)e?=.

2. Calcula a solucion dos seguintes PVIs:

(@) 2+ 22 + 2z = te”t, (b) 2" + 22" + 52’ = 5t,
z(0) = 2/(0) = 0. z(0) = 2/(0) = 0,2”(0) = 1/5.

© 2" — 22" + 102" =0, (d) B + 22" — 22’ + 2z = 24,
z(0) = 0,2'(0) = 1,2"(0) = 8. z(1) =42'(1) =2"(1) = 0.

[Indicacién: (d) As funciéns x1(t) = t, x2(t) = 1/t, e x3(t) = t> son solucién da EDO

homoxénea asociadal.
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3. Calcula a solucién xeral da EDO ="’ + (u+1)2” + (u+ 1)z’ = 0 tendo en conta os diferentes
valores que pode tomar o parametro .

4. Resolve o seguinte PVI

)
u(0) = —1,4/(0) = 1,

onde a funcién f esta definida por

t+1 se0<t<1,
3—t set>1.

ft) =

5. Consideremos a ecuacion diferencial zy” — 2y’ = 0.

(a) Comproba que y1(x) = 1 e y2(z) = 2/3 son soluciéns.
(b) O wroskiano asociado a y; € y» anulase nalgln punto?
(c) A funcion Ciy; + Cayo € a solucion xeral da EDO?
6. Un circuito do tipo RLC que ten por compoientes unha bobina con inductancia L = 10H,
unha resistencia R = 202 e un condensador con capacitancia C = 0.01 F esta alimentado
por unha forza electromotriz e(¢). Se a carga inicial e a intensidade de corrente son nu-

las, calcula a intensidade de corrente do circuito nos seguintes casos: (a) Corrente continua
e(t) = 10. (b) Corrente alterna e(t) = 10sin(2t¢).

7. A corrente eléctrica dun circuito LC (sen resistencia) esta gobernada polo seguinte PVI onde
a funcién incégnita é a intensidade I:

{ i+ 4i = (1),
i(0) = #(0) = 0,

onde a forza electromotriz do circuito ven dada por

4t se0 <t <3m/2,
E(t) =437 —t) se3n/2 <t < 3m,
0 set > 3m,

que simula unha bateria con voltaxe crecente ata que pasado un tempo decrece para poste-
riormente consumirse e apagarse.

(a) Calcula a intensidade 7 no intervalo de tempo [0, 20].

(b) Debuxa a grafica da intensidade coa axuda de OCTAVE
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(c) Calcula a intensidade 7 cando se cambia de voltaxe ao circuito, que agora ven dada por
4t se <t<m,
e(t)=4q4(3r —t) sew<t<2m,
0 set > 2m.

8. Considera o problema de vibracién mecanica masa-resorte (sen friccion) cunha forza externa
periddica, gobernado polo seguinte problema de valor inicial

{ 2u" = —8u + cos(wt),
u(0) = u/(0) =0,

onde u é o desprazamento do sistema e w € a frecuencia angular da forza periddica que
soporta o mecanismo.

(a) Calcula a solucién do PVI se |w| # 2.
(b) Calcula o limite da solucién obtida cando w tende a 2.

(c) Resolve o problema no caso w = 2.
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9. Consideremos a ecuacion zy” + ay’ = 1 definida en [1, c0) onde a é un pardmetro:

(a) Calcula a solucién particular que verifica y,(1) = 0, y,(1) = 0.

(b) ¢E a funcién y, continua con respecto & variable a?
10. Considera os problemas de valores de contorno seguintes:

(a) Calcula os valores de a € R para os que o problema de valor no contorno

u” +au =0,
u(0) =0, u(l) =0,

posue unha solucién non nula.

(b) Repite o exercicio anterior pero agora co PVC

u” —2u' 4+ au =0,
u(0) =0, u(w) = 0.

e calcula os valores de a € R nos que posue unha solucién non nula e calcula as
soluciéns correspondentes a cada valor de a.

11. Resolve o seguinte problema de valor inicial non lineal de segunda orde:

(mQ 4 2y/)y// + Qxy’ =0
y(0) =1
y'(0)=0

[Indicacién: escribe unha EDO onde a variable dependente sexa v'].

4.9 Practica 4. Resolucion de EDOs lineais de orde superior

Nesta practica resolveremos ecuaciéns diferenciais de orde dous (asi como problemas de valor
inicial e valor de contorno asociados a EDOs lineais de orde dous) facendo uso unicamente do
comando dsolve de OCTAVE.

Revision do comando dsolve

Lémbremos que se na practica anterior queriamos resolver o PVI de orde un

(2zy — e~ 2Y)dy + ydx = 0,
y(0) =1,

0 que faciamos en OCTAVE era empregar o comando dsolve que calculaba a solucién xeral da
EDO e despois imporiiase a condicién inicial co mesmo comando do seguinte xeito:
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>>>x=sym('x"');y=sym('y(x)");

>>>edo=" (2+xx*xy (X) —exp (=2+y (x)) ) *xdiff (v (x),x)+y(x)=0";
>>>sol=dsolve (edo, x, V)

sol = xxe” (2xy (x))-log(y(x))=c

>>>sol=dsolve (edo,x,vy,0,1)

sol = xxe” (2xy(x))-log(y(x))=0

Se queremos saber que tipo de procedemento de célculo usou OCTAVE para resolver a EDO e
eventualmente a expresién do factor integrante que empregou para calcular a solucién xeral, p ode-
mos comprobar o contido das variables de saida adicionais que proporciona dsolve. No exemplo
anterior, obtemos

>>>[sol,metodo, factor]=dsolve (edo, x, V)

sol = xe” (2y)-log(y)=c

metodo = exact

factor e™ (2xy (%)) /y (%)

co que sabemos que a ecuacion resultou ser exacta usando o factor integrante eV /.

Exercicios

1. Escolle unha EDO de cada un dos exercicios do 1 ao 6 do Boletin 2 e calcula a sua solucion
xeral. Comproba coas variables de saida adicionais metodo e factor (no caso de que se
empregue) que procedemento de calculo se seguiu para a sua resolucion.

Resolucion de EDOs lineais de orde dous

A resolucion de EDOs lineais de orde dous realizase do mesmo xeito a como se facian as de
orde un, co comando dsolve. Evidentemente, agora na escritura da EDO lineal de orde dous
y" 4+ p(x)y’ + q(z)y = r(z) debe aparecer a derivada segunda da variable dependente y, habera
que usar diff (y(x),x,2) en OCTAVE. Por exemplo, se queremos calcular a solucién xeral da EDO
lineal de orde dous 2%y” + 4xy’ + 2y = 0 empregariamos:
>>>edo="x"2+xdiff (v (x),x,2) +dxx+diff (v (x),x)+2xy (x)=0";

>>>dsolve (edo, x,VY)

ans =

v (x)= k1/x+k2/x"2

No caso de EDOs lineais de orde dous, podemos resolver problemas de valor inicial, onde se
impofien dlas condiciéns iniciais y(zo) = vo, y(z0) = y1, ou ben problemas de valor de contorno,
no que se impofen as condiciéns nos extremos do intervalo (a, b) onde esta definida a EDO lineal,
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y(a) = ya, y(b) = yp. Por exemplo, se queremos resolver o seguinte PVI:

2y’ +ay —y =0,
y(1) =2,
y (1) =5,

empregariamos 0s seguintes comandos:

>>>edo="x"2+xdiff (y(x),x,2)+x+xdiff (v (x),x)-y(x)=0";

>>>dsolve (edo, x, V)

ans =

y(x)= k2+*x-k1/ (2%x)

>>>dsolve (edo, x,v,1,2,1,5)

ans =

y(x)= T+x/2-3/(2%x)

onde agora o comando dsolve impoén as duas condiciéns iniciais y(1) = 2 e /(1) = 5 a partir dos
Ultimos argumentos de entrada. Por outra banda, para resolver o PVC

1
22y + xy + <a:2 - 4> y =0,

y(2)
y(3)

0,
L,

empregamos

>>>edo="x"2+xdiff (y(x),x,2)+x+diff (y(x),x)+(x"2=-1/4) xy (x)=0";
>>>dsolve (edo, x,VY)

ans =

y(x)= (kl*sin (x)+k2*cos (x))/sqrt (x)

>>>dsolve (edo,x,v,2,0,3,1)

ans =
v (x)= (sqgrt (3)+*sin(2)*cos(x)/(sin(2)*cos(3)-cos(2)*sin(3))
—-sqrt (3) xcos (2) *sin(x) / (sin(2) xcos (3) —cos (2) *sin (3))) /sqrt (x)

onde agora o comando dsolve estase a usar para impofier as ddas condiciéns de contorno y(2) = 0
e y(3) = 1 nos puntos extremos do intervalo (2, 3).

Exercicios

1. Calcula a solucion dos seguintes problemas de valor inicial e de contorno usando o comando
dsolve:
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Y — 3y 42y = 0, y" + 3y +2y =3z + 1+ 5sin(z),
@ < y(0)=1, ) § ¥(0) =1,
y'(0) = 2. y(1) =2.
4 434" =0
[ Yy + oy / ) B3 4 25" = 244,
© v@=0y@=1 ) ¢ )y =) =0
y'(2) =3, 4" (2) = 0. |

Comproba, coa axuda do comando diff, que a expresién que devolve OCTAVE en cada
caso é a solucién de cada un dos problemas. [Indicacion para (c)-(d): emprega o cambio de
variable = = y" e = = x" respectivamente].

2. Acarga eléctrica Q dun circuito en serie RLC cunha resistencia R, unha bobina con indutancia
L e cun condensador de capacitancia C' modélase mediante o PVI:

1
Lq¢" + Ri+ rokd e(t),
q(0) = qo,
i(0) = g,

onde gy € ip son o carga eléctrica e a intensidade de corrente no instante inicial t = 0, a
variable ¢ representa o tempo (medido en segundos) e ¢(t) e a forza electromotriz do xerador
ao que esta conectado o circuito.

En primeiro lugar, imos a estudar o caso simple no que e(t) = 0 e o circuito non posue
resistencia, que é o caso denominado caso libre non amortiguado. Para os datos:

L=12H, C=1/15F
e supofiendo que a carga inicial € 1 C e que a intensidade de corrente inicial é nula:

a) Escribe o problema de valor inicial en funcién da carga eléctrica.

c) Determina o valor do periodo e a frecuencia da carga eléctrica do circuito.

d) Determina o menor instante de tempo no que a carga eléctrica volve a coincidir coa

carga eléctrica inicial do circuito.

(a)
(b) Calcula e representa graficamente a carga eléctrica ao longo dun minuto.
()
(d)

Consideramos, a continuacién, os efectos da resistencia ou amortiguamento no circuito.

Para os datos:
L=12H, C=1/15F, R=0.39Q,

calcula e representa graficamente a carga eléctrica ao longo dun minuto nos seguintes casos:

(e) Cando a carga inicial é 1 C e que a intensidade de corrente inicial é nula.

(f) Cando a carga inicial e a intensidade de corrente inicial son nulas, pero se lle aplica
unha forza externa periddica e(t) = cost.
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(g) Cando, nas condicidns iniciais do caso anterior, se lle aplica unha forza externa periédica

1
e(t) = cos(wt), onde w = ”E'

(h) Cando, coas condiciéns iniciais e a forza electromotriz do caso anterior, a resistencia do
circuito ven dada por R = 0.01 (2.
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Chapter 5

Transformada de Laplace

Nos Temas 2 e 4, xa estudamos como resolver ecuacions diferenciais ordinarias (calculando a
expresioén explicita ou implicita da sta solucién xeral) e, unha vez feito isto, tamén analizamos como
podiamos resolver os problemas de valor inicial (PVIs) e problemas de valor de contorno (PVCs)
asociados. Para iso, empregamos diferentes procedementos de céalculo adecuados para cada tipo
concreto de EDOs.

Neste Tema 5 imos a estudar a técnica da transformada de Laplace como o método de calculo para
resolver problemas de valor inicial (e tamén problemas de valor de contorno) que involucran EDOs
lineais de orde arbitrario e coeficientes constantes. Ainda que este tipo de EDOs xa cofieciamos
como resolvelo (mediante o uso do polinomio caracteristico e os métodos de coeficientes indeter-
minados e variacién de parametros), a transformada de Laplace permitiranos dun xeito moito mais
sinxelo resolver este tipo de ecuacions diferenciais con segundos membros descontinuos e posibil-
itara no préximo Tema 6 resolver tamén sistemas de ecuacioéns diferenciais ordinarias lineais e con
coeficientes constantes dun xeito igual de doado.

5.1 Definicion da transformada de Laplace

Ao longo das materias de célculo de anteriores cursos, xa se estudaron diferentes aplicacions que
transformaban funciéns noutras funciéns. Por exemplo, a aplicacion derivada d/dt¢ definiase como
aquela aplicacién que a cada funcién, por exemplo definida en (a, b), lle asignaba a sua derivada

ou a aplicacién de integracién
f’ t
f—F onde F(t) = / f(s)ds.
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Lembremos que estas duas aplicacidéns eran lineais (a aplicacion sobre unha combinacion lineal
de funciéns é a combinacion lineal da aplicaciéon sobre cada unha delas). Ao igual que estas
aplicaciéns, a transformada de Laplace, que denotaremos por £, € unha aplicacién lineal que leva
a funcion f na funcién £{f} do seguinte xeito:

Definicion 5.1.1. Sexa f unha funcién definida parat > 0, a transformada de Laplace de f definese
por

C{f}Hs) = / et p(n)de

0
sempre e cando a integral impropia converxa.

De forma habitual, empregarase a notacién en mailscula F'(s) para denotar a avaliaciéon con argu-
mento s da transformada de Laplace £{f}(s).

Recordemos que as integrais impropias de primeira especie son aquelas integrais que tefien un
intervalo de integracion non acoutado. Neste caso, o intervalo de integracion é (0, c0) e a integral
impropia dise que é converxente se existe o limite
00 M
/ e S f(t)dt = lim e St f(t)dt.
0 M —o00 0

Polo tanto, o valor da integral impropia ven dado polo valor do limite cando este exista.

Exercicio. Calcula a transforma de Laplace das seguintes funcions: a) f(t) = 1, b) g(t) = ¢* onde
a é un parametro, c) h(t) = 1/t, d) r(t) = e'’.

Do exercicio anterior podemos deducir faciimente que non todas as funciéons que estan definidas
no intervalo [0, c0) van ter ben definida a sta transformada de Laplace. Os problemas na defini-
cion van a ter fundamentalmente duas orixes: a integrabilidade da funcién f e o crecemento dos
valores da funcion f. Mais precisamente, para que unha funcion f posua transformada de Laplace
deberémoslle pedir que:

1.- Afuncién f(t) debe ser integrable no intervalo [0, c0).

2.- Afuncién f(t)e *! debe tender a cero cando t — oo.
Estas duas condiciéns van a resultar suficientes para asegurar que a transformada de Laplace esta
ben definida como nos indica o seguinte resultado:
Proposicion 5.1.2. Sexa f unha funcion definida parat > 0, se se satisfan as condicions:

(a) para calquera valor M > 0, a funcién f(t) é continua en [0, M| excepto nun ndmero finito de
puntos nos que posue descontinuidades de salto,
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(b) existen tres constantes ¢, T > 0 e N > 0 tales que |f(t)| < Ne‘ paratodot > T,

entén a transformada de Laplace L{ f}(s) esta ben definida para todo s € (¢, c0).

Exercicio. Decide razoadamente se existe a transformada de Laplace da funcion

0, 0<t<3,
f(t) =
2, t>3.

No caso de estar definida, calcula £{f}.

5.2 Calculo e propiedades da transformada de Laplace

Unha vez que xa calculamos as transformadas de Laplace da funcién constante igual & unidade
e a funcion exponencial (véxase o primeiro dos exercicios da seccién anterior), imos aproveitar
a propiedade de linealidade da transformada para deducir a expresién da transformada doutras
funciéns elementais.

Proposicion 5.2.1 (Linealidade da transformada). Sexa f(t) e g(t) duas funcions definidas parat >
0 para as que existen respectivamente as transformada de Laplace L{f}(s) = F(s) e L{g}(s) =
G(s) definidas para todo s € (c, >0), enton

L{af + Bg} = aL{f} + BL{g} = aF + BG  paras > c,

onde a e /3 son constantes.

Exercicio. Aplica a propiedade de linealidade da transforma de Laplace e o célculo da transfor-
mada de Laplace da funcién f(t) = e* onde a é un parametro, para calcular a transformada de:
(@) g(t) = sin(bt), (b) h(t) = cos(bt), (c) r(t) = sinh(bt), (d) u(t) = cosh(bt).

A importancia da transformada de Laplace radica na sua relacién coa derivacién e a integraciéon. De
feito, a transformada de Laplace convirte calquera ecuacién diferencial ordinaria (ou incluso unha
ecuacion integro-diferencial onde aparecen os operadores integrais e diferenciais sobre a variable
dependente) nunha simple ecuacién alxebraica onde a variable independente ¢ substitiese pola
variable s que aparece na transformada.
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Proposicion 5.2.2 (Transformada de primitivas e derivadas). Sexa f(t) unha funcion definida para
t > 0 para a que existe a transformada de Laplace L{f}(s) = F(s) para todo s € (¢, o0), entdn

(a) Se f’ esta definida parat > 0 e existe a sua transformada de Laplace para todo s € (c, o)
enton

L{f"}(s) = sF(s) — f(0)  paras>c,
(b) Se g(t) = fot f(r)dr é a primitiva de f (que satisfai g(0) = 0) entdn

L{g}(s) = F!(:) paras > c.

A partir do apartado (a) da proposicién anterior podemos calcular tamén unha expresion para a
transformada de Laplace de f”, f”,... e en xeral para a derivada de orde n,

LL ) = 5L Y(s) = FU70(0) = LT H(s) = 572 (0) = V(0 =
= s"F(s) — s" 71 f(0) = s"2f(0) — ... — sf™D(0) — fD(0).

Exercicio. Aplica o resultado da transformada da derivada e emprega a expresién de L£{1}(s) para
calcular a transformada de Laplace das funciéns: (a) g(t) = t2, (b) h(t) = t" con n un numero
enteiro positivo arbitrario.

5.2.1 Transfomada de Laplace de funcions elementais

Como consecuencia das propiedades revisadas ata o de agora e dos calculos mais simples feitos
da transformada de Laplace sobre as funciéns mais elementais, a Taboa 5.1 recolle unha lista das
transformadas das funcions mais basicas.

Evidentemente, se cada vez que necesitaramos calcular a transformada de Laplace dunha funcién
estiveramos restrinxidos ou ben: a) comprobar se aparece na Taboa (ou unha combinacién
lineal das funciéns que aparecen nela) ou b) calcular a transformada mediante a definicion, a utili-
dade da transformada de Laplace seria moi reducida. A seguinte proposicion nos permite ampliar
o conxunto de funciéns das que cofiecemos de forma inmediata a transformada de Laplace.

Proposicion 5.2.3 (Translacién no eixo s). Sexa f(t) unha funcién definida parat > 0 para a que
existe a transformada de Laplace L{f}(s) = F(s) para todo s € (¢, ), entén

L{e" f(t)} = F(s — a) paratodo s > ¢ + a.
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Funcion Transformada de Laplace | Dominio de definicién
Ft) =1 F(s)z% $>0
F(t) =" F(s) = S%' s>0
1
f(t) =e™ F(S):s—a s>a
£(t) = sin(at) F(s) = ﬁ“cﬁ 5> 0
£(t) = cos(at) F(s) = $2j7a2 s> 0
f(t) = sinh(at) F(s) = ﬁ s>a
f(t) = cosh(at) F(s) = ﬁ s>a

Taboa 5.1: Transformadas de Laplace para algunhas das funcidons mais elementais.

Exercicio. Aplica o resultado anterior e as transformadas de Laplace das funciéns elementais para
calcular: (a) f(t) = €®t3, (b) g(t) = e ! cos(4t), e () h(t) = e~ + el sin(t).

5.2.2 Transformada da funcion escalon e da funciéon impulso

Como puidemos comprobar nos Temas 2 e 4, en moitas ocasiéns nas que intentamos resolver
ecuacions diferenciais ordinarias que gobernan un fenémeno fisico, os segundos membros que
aparecen nas EDOs presentan descontinuidades, estan definidos a cachos ou deben presentan
cambios instantaneos no seu valor. Todos estes casos imos a consideralos mediante a funcién
escalén e a funcién impulso.

Definicion 5.2.4 (Funcién escalén). Dada unha constante a > 0, a funcion escalon unitario u(t — a)
definise como

0, sel0<t<a,

1, set>a.

u(t —a) =

Coa axuda da funcién escalén podemos representar calquera funcién que sexa continua excepto
nun numero finito de puntos onde posue descontinuidades de salto.
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Exemplo. A funcion f definida a cachos en (0, cc) mediante a expresion

2, se0<t<a,
ft) =

e, set>a,

pddese escribir como f(t) = 2 + (e7t — t3)u(t — a).

Coa axuda da funcién escal6n podemos ampliar o conxunto de funciéns das que cofiecemos a sua
transformada de Laplace de forma inmediata.

Proposicion 5.2.5 (Translacion no eixo t). Sexa f(t) unha funcién definida parat > 0 para a que
existe a transformada de Laplace L{f}(s) = F(s) para todo s € (c,00). Dada unha constante
a > 0, satisfaise que

L{f(t —a)u(t —a)} = e **F(s) para todo s > c,

onde u(t — a) é a funcidn escaldn unitario.

Con este resultado, podemos calcular a transformada de Laplace de funciéns que estan definidas
a cachos (xa sexan continuas ou tefian descontinuidades de salto como a da funcién do exemplo
anterior).

A funcién impulso §(t — a) para a > 0 pédese definir formalmente como a derivada da funcién
escalén. Evidentemente, esta definicion carece de rigor no contexto das funciéns e da operacion
derivacion no sentido usual estudada ata o de agora, xa que a funcién escalén é descontinua en
t = a. Sen embargo, admitiremos esta definicién formal e no que segue usaremos a seguinte
propiedade:

Proposicion 5.2.6. Sexa f(t) unha funcién definida en (0, 00) e continua no punto t = a, entén
satisfaise a relacion

/0 ()8t — a)dt = f(a).

A vista desta propiedade, en problemas da Enxefaria Mecanica, a funcién impulso permitenos
representar unha forza que actla sobre un corpo soamente durante un instante de tempo ¢t = «a
e que lle comunica un certo momento que depende da integral das forzas. Do mesmo xeito, en
problemas de Enxenaria Eléctrica, a funcién impulso pode representar a carga instantanea dun
circuito ou a derivada en tempo dunha forza electromotriz descontinua.

Ao aplicar a propiedade anterior da funcién impulso 6(t — a) con a > 0, € moi sinxelo calcular a sta
transformada de Laplace como

/ §(t —a)e tdt = e~ * para todo s > 0.
0
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Exercicio. Existen tres obxectos de masa m; = 2kg, me = 4kg e mz = 4kg pendurados dunha
barra de lonxitude 1m a 0.1m, 0.3m e 0.5m do extremo esquerdo da barra, respectivamente.
Calcula a integral

1
/ xf(x)dz (momento lineal de primeira orde),
0

onde f é a resultante das forzas que actlian sobre a barra.

5.2.3 Transformacion de problemas de valor inicial

Unha vez que xa estudamos como calcular a transformada de funciéns elementais (incluso cun
namero finito de descontinuidades de salto) e como se transforma as derivadas dunha funcion
dada, estamos en posicién de transformar a solucién dun problema de valor inicial.

Exercicio. Sexa y(t) a soluciéon do seguinte PVI:

v +y=f(t), parat > 0,
y(0) =5

onde
0 se0 <t <2,
3cos(t) set>2.

ft) =

Calcula a transformada de Laplace Y (s) da solucion y(t).

Como podemos comprobar a partir deste exemplo, xa dispofiemos de todas as ferramentas para
converter un problema que involucra unha EDO lineal de coeficientes constantes (de calquera orde)
nun simple problema alxebraico co que calcular a transformada de Laplace da solucién buscada.

5.3 Transformada inversa de Laplace

O ultimo paso que debemos analizar para cofiecer como a transformada de Laplace nos vai a ser Util
para resolver problemas que involucran ecuaciéns diferenciais consiste en desfacer a transformada,
é dicir, como calcular a funcién orixinal y(t) a partir da sua transformada de Laplace Y (s).
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5.3.1 Definicion e calculo da transformada inversa

En primeiro lugar, debemos definir o que entendemos por transformada inversa de Laplace como
unha aplicacién lineal que leva funciéns F(s) definidas en intervalos do tipo (¢, c0) nas funciéns
f(t) definidas en [0, co).

Definicidon 5.3.1 (Transformada inversa de Laplace). A transformada inversa de Laplace dunha
funcion F(s) definida para s € (c,00) é aquela funcién f(t) que é continua (excepto eventualmente
nun ndmero finito de puntos no que poste descontinuidades de salto) en [0, ) e satisfai

L{f}(s) = F(s) paratodo s > c.

Nese caso, a funcién f(t) denotase por f(t) = L~H{F}(t).

Exercicio. Calcula a transformada inversa de Laplace das seguintes funciéns: (a) F(s) = 1/s°, (b)
G(s) =1/(s*+7),(c) H(s) = (25 +6)/(s* + 4).

As funcidns coas que acabamos de traballar no exercicio anterior son o suficientemente sinxelas
como para calcular a transformada inversa de Laplace mediante inspeccion directa da taboa de
transformadas de funciéns elementais. Sen embargo, existen outros exemplos sinxelos nos que o
calculo necesita de certa destreza. Por exemplo, para calcular a transformada inversa de Laplace

da funciéon
s2+6s+9

(s—1)(s—2)(s+4)
debemos empregar a descomposicion en fraccions simples (do mesmo xeito a como se facia cando
se trataba de integrar cocientes de polinomios) de forma que reescribamos a funcién como

F(s) =

P M6 1 %11
T T s 1 6s5—2 30s+4

Unha vez feito isto, podemos empregar a tdboa de transformadas elementais para calcular a trans-
formada inversa (que queda como exercicio). No que segue recordemos cal era o procedemento
para descompofier un cociente de polinomios P(s)/Q(s) en suma de fraccions simples:

- Calculanse as raices da ecuacion polinémica Q(s) = 0.
- A descomposicion en fraccidéns simples do cociente de polinomios ven dada pola suma dos
seguintes termos asociados a cada unha das raices:

(a) Se araiz a é real e simple, engadese o termo
A
)

Ss—a

con A unha constante a determinar.
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(b) Se araiz a é real e con multiplicidade m > 1, engadense os termos

Al + Am
s—a  (s—a)™’

con Aq,..., A, constantes a determinar.

(c) Se asraices a = a £ i3 son complexas e simples, engadese o termo

A+ Bs

—— con A, B constantes a determinar.
(s =) + 52

(d) Se as raices a = « + ¢ son complexas e con multiplicidade m > 1, engadense os
termos

Ay + Bis - A, + Bpys
(s—a)2+p2 " ((s—a)2+p2)m

con Ay, B1,..., A, By constantes a determinar.

- Calculase a suma de cada un dos termos ata obter unha unica fraccion onde o denominador
coincida con Q(s).

- Posto que a igualdade entre P(s)/Q(s) e a suma de fracciéns simples satisfaise para todo
punto s, escéllense tantos puntos como constantes a determinar nas fracciéns simples sg, s1, . - ., Sn
e resOlvese o sistema lineal que resulta de igualar os numeradores como

P(sj) = numerador da suma de fracciéns simples en s = s;,

paraj =0,...,n.

Exercicio. Calcula as descomposicién en fracciéns simples dos seguintes cocientes: (a) F'(s) =

(s = 2)/(s(s — 1)), (b) G(s) = 2/(s? — 1), (¢) H(s) = 1/(s2(s> + 1)).

5.3.2 Resolucion de PVis e PVCs

Como acabamos de estudar nas secciéns anteriores, xa estamos en posicién de poder resolver
problemas de valor inicial que involucren EDOs lineais de coeficientes constantes usando a trans-
formada de Laplace mediante os seguintes pasos: (a) usar a EDO e as condicions iniciais para
escribir un novo problema transformado, (b) calcular a transformada da solucion, e (c) calcular a
transformada inversa e obter asi a solucion do PVI. No que segue, imos a escribir mais precisa-
mente como empregar esta estratexia de calculo en problemas de valor inicial e problemas de valor
de contorno para EDOs de orde dous (ainda que os mesmos argumentos poderian usarse para
resolver problemas de orde n arbitrario).
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Consideremos o seguinte PVI de orde dous:

y"(t) + poy' (t) + qoy(t) = r(¢) ent > a,
y(a) = Ya,
y'(a) = da,

onde py € gp son os coeficientes constantes da EDO, r(t) é o segundo membro da EDO (que pode
ser unha funcién dependente da variable independente t) e y, € d, son as constantes que determi-
nan as condiciéns iniciais. Para resolver este PVI usando a transformada de Laplace seguimos os
seguintes pasos:

- Trasladase o problema no eixo ¢ para ter as condiciéns inicias no punto ¢t = 0. Definindo a
nova variable dependente como z(t—a) = y(¢). Tendo en conta que r(t+a) = r(t+a)u(t+a)
parat > 0 (sendo u(t+a) a funcién escaléon no punto t = —a), o PVI anterior escribese como

2" (t) + po2 (t) + qoz(t) = r(t + a)u(t + a), ent >0,
Z(O) = Ya,
2'(0) = dg.

- Calculase a transformada de Laplace do PVI:
s2Z(s) — 82/ (0) — 2(0) + po(sZ(s) — 2(0)) + qoZ(s) = R(s)e®,

Z(O) = Ya,
2'(0) = dg,

onde R(s) e Z(s) son as transformadas de Laplace do segundo membro r(¢) e da funcion
z(t), respectivamente.

- Empréganse as condicions iniciais e calculase a transformada de Laplace da solucion do PVI
a partir da expresién

$27Z(s) — sdq — ya + po(sZ(5) — ya) + qoZ(s) = R(s)e®.
- Calculase a transformada inversa de Laplace da solucién do PVI:

_1 [ R(8)e™ + sdgq + Yo + PoYa
() = e {F (0).
s+ pos+ qo

e polo tanto obtense y(t) = z(t — a).

Do mesmo xeito, o célculo da solucién exacta dun problema de valor de contorno mediante a trans-
formada de Laplace segue os mesmos pasos cunha pequena variacion ao aplicar as condiciéns de
contorno. Consideremos agora o seguinte PVC de orde dous:

y'(t) +poy'(t) + qoy(t) = r(t)  en(a,b),
y(a) = Ya,
y(b) = s,
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onde py e qp son os coeficientes constantes da EDO, r(¢) € o segundo membro da EDO (que
pode ser unha funcién dependente da variable independente t) e y, € y, son as constantes que
determinan as condiciéns de contorno nos puntos ¢ = a e t = b, respectivamente. Para resolver
este PVC usando a transformada de Laplace seguimos os seguintes pasos:

- Trasladase o problema no eixo t para ter a condicion inicial do extremo inferior do intervalo
(a,b) no punto t = 0. Definindo a nova variable dependente como z(t — a) = y(t), tendo en
conta que r(t +a) = r(t + a)u(t + a) parat > 0 (sendo u(t + a) a funcién escalén no punto
t = —a), 0 PVC anterior escribese como

2'(t) + po2'(t) + qoz(t) = r(t + a)u(t + a),  en(a,b),
Z(O) = yaa
2(b—a) = v,
- Calculase a transformada de Laplace do PVC:
s27(s) — s2'(0) — 2(0) + po(sZ(s) — 2(0)) + qoZ(s) = R(s)e®,
2(0) = ya,
Z(b - a) = Yv,
onde R(s) e Z(s) son as transformadas de Laplace do segundo membro r(¢) e da funcién
z(t), respectivamente.

- Emprégase a condicién de contorno en ¢ = 0 e calcllase a transformada de Laplace da
solucién do PVC a partir da expresién

$2Z(s) — sC — yq + po(sZ(s) — ya) + qoZ(s) = R(s)e.
- Calculase a transformada inversa de Laplace da solucién do PVC:

Z(t) — [/71 {R(S)eas + sC + Ya + P0Ya }

s* + pos + qo
onde C é unha constante de integracién a determinar que reempraza o valor de y/(0).
- Ovalor da constante C fixase usando a condicién de contorno z(b—a) = v, co que finalmente
se obtén y(t) = z(t — a).

A middo os problemas de valor inicial ou de contorno van a estar definidos en intervalos onde o
extremo inferior do intervalo coincide co punto t = 0. Nese caso, o primeiro paso que consiste en
trasladar o problema sobre o eixo t é innecesario e omitirase.

Exercicio. Emprega a transformada de Laplace para resolver o PVI ¢/ + 3y = 13sin(2t) coa
condicién inicial y(0) = 6. Fai o mesmo co PVC de segunda orde:

y' =3y +2y=e*en(1,2),

y(1) =1,

y(2) = 5.
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5.4 Aplicaciéns na Enxenaria

Como xa temos estudados nos temas anteriores, as ecuaciéns diferencias e, en particular, os prob-
lemas de valor inicial e de contorno modelan algunhas das situacidons mais sinxelas que se poden
atopar na Enxefaria. Neste tema imos analizar duas delas: o xa conecido PVI que goberna o com-
portamento dun circuito RLC e o PVC que modela a flexion dunha viga elastica que soporta unha
carga perpendicular ao seu eixe.

5.4.1 Circuito en serie RLC

Lembremos que aplicando as leis de Kirchoff, aplicadas en particular a un circuito en serie, obtense
unha EDO que resulta de igualar a suma de todas as caidas de potencial sobre un circuito a cero.
Polo tanto, igualando o potencial debido & forza electromotriz as caidas de potencial producidas
pola resistencia o condensador e a bobina, resulta que

di

La(t) + Ri(t) + %q(t) = e(t),

onde i(t) é a intensidade de corrente do circuito e ¢(t) é a carga eléctrica. Se supofiemos que os el-
ementos do circuito tefien propiedades eléctricas constantes, poderiamos empregar a transformada
de Laplace para calcular i(t) ou ¢(¢) unha vez foran especificadas as condiciéns iniciais.

1A

() gL

R

NV

Figure 5.1: Esquema representativo dun circuito en serie RLC alimentado por unha forza electro-
motriz e(t), unha resistencia R, un condensador con capacitancia C' e unha bobina con inductancia
L.

Habitualmente, a forza electromotriz e(t) vai estar definida a cachos e eventualmente poderia ter
descontinuidades de salto en diferentes instantes de tempo. Para resolver este tipo de PVIs a
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estratexia que vinamos empregando era descompofier o PVI en varios problemas enunciados nos
subintervalos nos que e(t) era continua e despois, empregar condiciéns de acoplamento nos puntos
fronteira de cada subintervalo para determinar todas as constantes de integracién que aparecian
nos calculos intermedios.

Agora, co emprego da transformada de Laplace imos a ser capaces de resolver o PVI asociado a
un circuito RLC sen ter que descomporielo en varios subproblemas. O Unico prezo que teremos
que pagar consiste en escribir convenientemente a forza electromotriz empregando a funcién de
escalén unitario u(t — a).

Exercicio. Supofamos que un circuito RLC onde os seus elementos estan representados por
R=1Q,L=2He C = 0.25F esta conectado a unha pila de corrente continua que proporciona
5 V. Debido a unha conexién defectuosa coa pila, despois de estar conectado 3 s, o circuito se de-
sconecta durante 2s e conéctase de novo durante 1s. Se a carga eléctrica e a intensidade de
corrente iniciais son nulas, calcula a intensidade de corrente despois de 6 s.

5.4.2 Flexion dunha viga

No contexto do célculo de estruturas é habitual ter que enfrontarse co calculo da deformacion e
as vibraciéns que sofren estruturas delgadas como vigas ou placas, que poden formar parte por
exemplo de pontes, edificios ou chasis de vehiculos. No caso das vigas, a teoria de flexibn mais
sinxela permite escribir unha EDO que goberna a deformacién dunha viga cando esta traballa a
flexién.

Se supofiemos que a viga € de lonxitude L, que esté fabricada cun material homoxéneo e a sua
xeometria é tal que as seccidns transversais son simétricas e constantes ao longo de todo o seu
eixe lonxitudinal, o desprazamento perpendicular ao seu eixe lonxitudinal ven modelado pola EDO
dty
El—dx4 = f(x),
onde E é o modulo de Young do material do que esta feita a viga (que caracteriza as propiedades
elasticas do material), I € o segundo momento de inercia da seccion transversal da viga, f(x) é a
forza que exercen as cargas sobre a viga e y(x) € o desprazamento que sofre a viga en cada punto.

En moitas das aplicacién mecanicas, as cargas que soporta a viga tefien caracter puntual (actdan
sobre un Unico punto da viga), e polo tanto tefien que tratarse mediante a funcién impulso, ou ben
estan definidas soamente nunha zona da viga e consecuentemente introdicense na EDO mediante
0 uso da funcién escalén unitario.

Para completar a EDO asociada & flexion dunha viga e escribir un PVC, debemos incluir tamén as
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condiciéns de contorno que posue a viga nos extremos, situados en x = 0 e x = L. Entre outras
condiciéns, existen dous tipos principais de condiciéns de contorno:

(a) Extremo empotrado: neste caso o desprazamento é nulo no extremo e ademais a curva
de deformacion da viga é tanxente ao eixo lonxitudinal da viga. Se o extremo x = 0 fose
empotrado, as condicions de contorno escribirianse como

(b) Extremo libre: neste caso o momento de forzas que actlia sobre o extremo é nulo e ademais
a forza cortante sobre a seccién transversal da viga tamén é nula. Se o extremo x = L fose
libre, as condicions de contorno serian

" "
y'(L)=0, y"(L)=0,
xa que o momento de forzas e as forzas cortantes son proporcionais a y” e "’
mente.

, respectiva-

Exercicio. Considera unha viga de lonxitude 1 m que esta empotrada nos dous extremos. Calcula
o desprazamento de flexion sufrido pola viga cando a carga que soporta esta formada polo peso
dun corpo de 10 kg apoiado no intervalo (0,0.1) e unha masa de 5 kg pendurada do punto z = 0.8.

5.5 Exericicios

1. Decide razoadamente en que casos existe a transformada de Laplace, e nos casos nos que
sexa posible, calcula a transformada das seguintes funciéns:

(@) f(t)=t>  (b) f(t) = e "sin(at),

() f(t) =te*,  (d) f(t) = u(t) - QU(t —1) +u(t—2),

(e) f(t) = (u(t) —u(t —2m))sin(t), (f) f(t) = et cosh(at),
(@ f(t) =cu(t—1)+ 1 —ehu(t-2), (h) f(t) =sin(t - a),
() f(t) =sinh(t)/t, () f(t) = e cos(mt)u(t — 1),

onde u(t — a) é a funcién escalén unidade no punto t = a e & > 0 é un parametro constante.

2. Comproba as seguintes igualdades:

L= L)), S (s) = LD ),

e aplicaas ao calculo das transformades de Laplace das funciéns
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(8) f(t) =2, (b) f(t) = 2t cos(5t),
© f(t)=(t—Dult), (d) f(t) = tu(t - 1),
(@) f()=(t—Du(t—1), (B F(t)=ult—1)/t.

3. Calcula a transformada inversa de Laplace das seguintes funciéns usando a descomposicion
en fraccions simples:

352 —s+6 4s? — 1
@ F) = Doty YT Eone oy
652+ 1 32
© F6) = Gy OF6 =@
45+ 3 4
(e) F(s) = 53(5;1) M F(s) = 5—

4. Calcula a transformada de Laplace das seguintes funciéns (empregando a funcién escalon

unitario):
2cos(t) set <2 lset=1,
— 4 COS T
a t) = -7 b t)=<¢ —2sel<t<2,
@ f) {MSGD% ®) f() <
Oset > 2.
tse0<t<1
e se<t<?2 © -
c t) = -7 d )=+ tsel<t<2,
(€ f(t) {Oset>2. (d) f(t) <
lset > 2.

5. Calcula a solucién dos seguintes problemas de valor inicial mediante o uso da transformada

de Laplace:
y — 3y =e*, y' —y —2y =0,
(@) N (b) _ O —
y(0) = 1. y(0) = =2, ¥'(0) = 5.
y// o 2y/ 4 5y — _Sen—t’ t>T y/// 4 y// 4 3y/ _ 5y — 16€_t,
(C / (d) / /!
y(m) =2, y'(r) = 5. y(0) =0, y'(0) =2, y"(0) = 4.

(@) y" + 2y + 2y = 3e” sin(2t)u(t - 3), n y' =2y +y = t(u(t) —u(t - 1)),
y(0) =2, y'(0) = 1. y(0) =0, y/(0) = 3.

6. Un circuito do tipo RLC que ten por compofientes unha bobina con inductancia L = 1 H, unha
resistencia R = 0 e un condensador con capacitancia C = 10~*F esta alimentado por
unha forza electromotriz e(t) = 100V para 0 < t < 2w, mentres que e(t) = 0V para t > 2.
Se a carga eléctrica e a intensidade de corrente iniciais son nulas, calcula a intensidade de
corrente do circuito.

7. Un circuito do tipo RL (sen condensador), que ten por comporfientes unha bobina con induc-

Andrés Prieto 87 Ecuaciéns Diferenciais



\

>‘< UNIVERSIDADE DA CORUNA

tancia L = 1 H e unha resistencia R = 42, esta alimentado por unha forza electromotriz

t se0<t<,
e(t) =X —t+2 sel<t<2,
0 set > 2.

Se a intensidade de corrente e a sta derivada son nulas no instante inicial, calcula a intensi-
dade de corrente do circuito. Fai os mesmos calculos no caso no que

t se0<t<,
e(t) =¢ -t sel<t<2,
0 set> 2.

8. Unha viga elastica de lonxitude unidade ten pendurado sobre o punto x = a un corpo de
masa 4 kg. Sabendo que a EDO que goberna os desprazamentos a flexion da viga ven dada

por
d*u

sendo f a carga aplicada sobre a viga. Se o0 médulo de Young E = 10*N/m?e I = 0.01m? e
a viga esta empotrada nos seus extremos, calcula cal é a posicién do punto no que pendurar
0 corpo para que acada o maior desprazamento posible da viga.
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Chapter 6

Resolucion de sistemas lineais de EDOs

Ata o de agora, dende o Tema 1 ata o Tema 5, sempre traballamos con ecuaciéns diferencias
ordinarias onde habia unha Unica variable dependente. Este tipo de EDOs non son sempre as
adecuadas para modelizar alguns sistemas fisicos onde existen varias incognitas (variables depen-
dentes) que non se poden despexar directamente e que satisfan cadansua ecuacion diferencial
ordinaria. Este tipo de situaciéns son as que orixinan o estudo de sistemas de EDOs (SEDOs) e,
en particular, os SEDOs de tipo lineal.

Exemplo. Consideremos o sistema resorte-masa formado por dous corpos de masa m; e ms que
estan unidos a dous resortes con constantes k; e ko, respectivamente. O sistema formado polos
dous corpos € os resortes estan unidos a un soporte rixido fixo por un dos extremos do primeiro
resorte. Se denotamos por z1(t) e x2(t) aos desprazamentos dende a posicién de equilibrio de
cada un dos corpos, o sistema de ecuacions diferencias ordinarias lineais que satisfan ven dado
por

d2z
mi dt21 = —kiz1 + kQ(SL‘Q — :L‘l),
dQLEQ
2 = —k2(z2 — x1).

Para obter o anterior sistema de ecuacions estase a supofier que a forza que exerce 0s resortes
sobre cada un dos corpos depende linealmente da elongacion do resorte (lei de Hooke) e que, en
calquera instante de tempo, existe un equilibrio de forzas entre a parte cinética asociada & masa de
cada corpo e a parte potencial que proporcionan os dous resortes.

Ao igual que no Tema 5, onde acabamos de estudar como podemos empregar a transformada de
Laplace para resolver problemas de valor inicial e de valor de contorno asociados a ecuacions di-
ferenciais lineais con coeficientes constantes, podemos empregar tamén esta técnica para resolver

89



\

>‘< UNIVERSIDADE DA CORUNA

SEDOs lineais. De feito, a transformada de Laplace permitiunos resolver de forma sinxela alguns
problemas nos que os segundos membros das EDOs era descontinuos. O mesmo vai a suceder
agora cando teflamos que resolver PVIs asociados a sistemas de EDOs lineais de primeira orde.

6.1 Sistema de ecuacions diferenciais de primeira orde

Como acabamos de ver no exemplo anterior, un sistema de ecuaciéns diferenciais ordinarias non
€ mais que un conxunto de EDOs con varias variables dependentes. Ao longo deste tema nos
centraremos en sistemas de ecuacions diferenciais lineais de primeira orde.

Definicion 6.1.1. Un sistema de ecuacions diferenciais ordinarias (SEDO) lineais de primeira orde
é aquel conxunto de EDOs lineais que se pode escribir da forma

/1 fl (t)v
yh(t) + a21(t)yr(t) + ... + azn(H)yn(t) = fa(t),

Yn(t) + an1()y1(t) + - + ann(O)yn(t) = folt),

onde t é a variable independente e i1, . ..,y, Son as n variables dependentes do SEDQ. As fun-
cions a;;(t), con1 < i,j < n, son os coeficientes do sistema de EDOs e fi(t),..., fu(t) son os
coeficientes do segundo membro.
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A vista desta definicién (ainda sen cofiecer as técnicas propias da resolucién de SEDOs), coas
ferramentas que xa cofiecemos do Tema 2 e 3, podemos calcular a solucién xeral de cada unha
das variables dependentes dun SEDO en casos sinxelos.

Exercicio. Calcula a solucion xeral dos seguintes SEDOs:

/ / / /
Yy = 2, Yy = 2, Yy —3ys =0,

(a) SR () ! . © ;7 .
Y =¢- Yo — Y1+ 3y2 = €. Yo — Y1+ 3y2 = €.

6.1.1 Reducion de orde de EDOs

Como xa estudamos no Tema 3, en moitas ocasions as EDOs lineais que gobernan alguns fené-
menos fisicos relevantes na Enxefaria, tales como o comportamento eléctrico dun circuito RLC, a
deformacién a flexién dunha viga ou movemento dun fluido viscoso ao longo dun tubo cilindrico,
son de orde elevado (maior a un). Todas estas EDOs p6dense reescribir como un sistema de EDOs
lineais de orde un. Esta transformacién pode permitir simplificar os célculos nalgunhas ocasiéns, ou
poner de relevancia certas magnitudes fisicas relacionadas coa variable dependente orixinal que
soportaba as derivadas de alta orde.
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Se 0 noso obxectivo é reducir a orde da EDO

Pa(8)y™ (#) + pacr(y" (1) + .+ pr(0)Y () + po(t)y(t) = g(t),

poderiamos introducir (hai moitas outras alternativas) as seguintes novas variables dependentes:

ni®) =y(#), () =y’ @), yalt) =y"V@),

e polo tanto o sistema de EDOs lineais de orde un con n ecuacions resulta

(

Pr()yn(t) + D1 (O)yn(t) + ...+ p1(t)y2(t) + po(t)y1(t) = g(t),
Yn_1(t) = yn(t) =0,
Yh_o(t) — yn—1(t) =0,

onde se estd a empregar de forma recorrente a relacién entre yj. € yr11

v (8) =y () = (D 0) = wi(8)-

Con este sistema de ecuacions, a EDO orixinal de orde n aparece reescrita coas novas variables
dependentes introducidas 1, . . ., y, para evitar as derivadas de orde maior que un.

Exercicio. Reescribe as seguintes EDOs de orde elevado como un sistema de EDOs lineais de
orde un: (a) ¥ — 3y" 4+ 5y —t2 =0, (b) ¥ + 3 =0, (c) zy® + 2cos(z)y” = = — 1.

6.1.2 Estrutura do conxunto de soluciéns

Ao igual que ocorre cos sistemas lineais de ecuaciéns en Alxebra, os cales pédense escribir cunha
formulacion matricial, tamén un sistema de EDOs lineais vai poder escribirse en forma matricial.
Dado o sistema de EDOs lineais escrito como

y1(t) + a1 (Oyi(t) + ... + a1 (B)yn(t) = f1(t),
Yo (t) + ag1(t)yi(t) + ... + azn(t)yn(t) = fa(t),
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onde a operacion derivacion faise comporiente a compofiente dos vectores, o vector de variables
dependentes e o vector segundo membro son respectivamente

yi(t) Si(t)
7(t) = y2(t) = f2(t) ,
Yn(t) fa(t)
e a matriz de coeficientes ven dada por
an(t) alg(t) o aln(t)
.A(t) _ a21 (t) a99 (t) ... Q2p (t)
an1(t) apa(t) ... apn(t)

Unha vez escrito o sistema de EDOs lineais en forma matricial, estamos en posicién de estudar cal
€ a estrutura da solucion xeral. A partir da estreita relacion que existe entre as EDOs lineais de
orde elevado e os sistemas de EDOs lineais, debemos intuir que a estrutura da solucién xeral vai a
ser semellante nos dous casos.

Teorema 6.1.2 (Solucion xeral). Consideremos un sistema de EDOs lineais de orde un con segundo
membro non nulo. Se 4, € a solucion xeral do sistema de EDOs lineais de orde un homoxénea
Un'(t) = A(t)yn(t) e ¥, € unha solucién particular do sistema de EDOs lineais de orde un completo
enton

gxer(t) = gh(t) + :'jp(t)

€ a solucion xeral do sistema de EDOs lineais de orde un completo.

Este resultado ao igual que ocorria no caso das EDOs lineais de orde elevado, deducese dun
principio de superposicién que tamén se cumpre no caso de SEDOs lineais de orde un.

Teorema 6.1.3 (Principio de superposicion). Sexa i unha solucion do SEDO

—

i'(t) = At)i(t) + f (1),

e U unha solucion do SEDO

enton a funcion « definida por
w(t) = au(t) + bu(t),

sendo a e b duas constantes, é unha solucion da EDO

—

w'(t) = A(t)w(t) + (af(t) + bg(t)).
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Ao aplicar este resultado, se temos n soluciéns particulares cofiecidas, iy, . .., i,, dun SEDO de
n ecuacions lineais de orde un homoxéneo, debemos ter un criterio para deducir se w = Ciu; +
...+ Cpi, é ou non a solucién xeral da EDO lineal homoxénea. Como xa ocorrera no Tema 3, a
resposta vai vir dada polo criterio de independencia lineal de soluciéns e o célculo do Wronskiano
asociado a un conxunto de soluciéns particulares do SEDO homoxéneo.

6.1.3 Wroskiano dun conxunto de funcions

Para precisar cales son as condicidns correctas que debemos impofier para que o conxunto de
funciéns i1, ..., i, formen a solucién xeral W = Ciuy + ... + Cpil, dun SEDO lineal de orde un
con n ecuacions, debemos estudar o seguinte teorema:

Teorema 6.1.4 (Independencia lineal de soluciéns). Sexa iy, . .., i, solucions particulares do SEDO
lineal de orde un homoxéneo formado por n ecuacions (con coeficientes variables ou constantes)
nun intervalo 1. A funcion w definida por

lU(t) = Clﬁl(t) —+ ...+ Cnﬂn(t) contel,

é a solucion xeral do SEDO se e s6 se o Wroskiano de i, . . ., i, definido por

€ sempre diferente de cero para todot € I.

Exercicio. Considera o seguinte sistema de EDOs lineais de orde un homoxéneo:

Yl = y1 — 2y2 + 2ys,
yh = —2y1 + y2 + 2y3,
ys = 2y1 + 2y2 + y3.

Escribeo en forma matricial e comproba que as funciéns

€3t _e3t _edt
ﬁl = O ) 42 - 0 ) usz = _e3t )
€3t 6375 €3t

son solucions particulares do SEDO. Razoa se estas funciéns poderian usarse para escribir a solu-
cion xeral do sistema de EDOs.
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6.2 Resolucion de sistemas de EDOs lineais con coeficientes con-
stantes

Ao igual que ocorria no caso das EDOs lineais de orde elevado, existen multitude de métodos de
resolucién para calcular a solucién xeral dun SEDO, ou a solucion dun problema de valor inicial
asociado a un SEDO. No que segue nos centraremos na resolucién de PVIs empregando a trans-
formada de Laplace.

Entenderemos como un problema de valor inicial asociado a un sistema de ecuacions diferenciais
ordinarias lineais de orde un a aquel problema que involucra unha SEDO e unha condicion inicial

—

y'(t) = At)y(t) + f(t) parat >0,
4(0) = %o,

onde g é un vector de compofientes constantes que determina o valor de cada variable dependente
do SEDO no instante inicial, que por simplicidade sempre supofieremos situado en ¢ = 0.

6.2.1 Utilizacion da transformada de Laplace

Se supofiemos o caso mais simple, no que a matriz de coeficientes .A(t) son constantes, a transfor-
mada de Laplace p6dese empregar para transformar o PVI, despexar a transformada de cada unha
das variables dependentes resolvendo un sistema de ecuaciéns alxebraicas lineais e, por ultimo,
empregar a transformada inversa de Laplace para obter a expresion da solucién con respecto a vari-
able independente orixinal do PVI. Mais precisamente, se 0 noso obxectivo é resolver o seguinte
PVI:

fi(t),

f2(t),

<
NS =~
—~~
~ o+
S—
+ +
SRS
[\ —
=
~—~~
~ o+
~— —
<
=
~—~
S N
S— ~—r
+ +
+ +
SRS
(V) =
S 3
—~~
~ o+
S— ~—r
RSN
—~
~ o+
S—
I

Yn(t) + an1(Oy1(t) + ... + ann(O)yn(t) = fu(l),
y1(0) = y1,0, ¥2(0) = y2,0,- - -, ¥n(0) = Yn,0,

a utilizacién da transformada de Laplace na sua resolucién debe seguir os pasos:

- Reescribir o PVI como un problema onde aparecen as transformadas de Laplace das vari-
ables dependentes e a variable s como parametro, empregando convenientemente as condi-
cions iniciais sobre cada unha das variable dependentes:

SYl(S) — Y10+ anYl(s) + ...+ alnYn(s) = Fl(s),
sY5(s) — y2,0 + a21Y1(s) + ... 4+ a2, Yn(s) = Fa(s),
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- Despexar as variables transformadas Yi(s), ..., Y,(s) a partir da resolucién do anterior sis-
tema de ecuacions lineais de n ecuaciéns con n incognitas.

- Empregar a transformada inversa de Laplace para calcular as expresions de yi (t), ..., yn(t)
a partir de Yi(s),..., Y, (s) (o que implica o célculo da descomposicién en fracciéns simples
de cada fraccién de polinomios, o uso da taboa das transformadas de Laplace elementais,
etc.)

Exercicio. Considera o seguinte PVI que involucra un SEDO de duas ecuacions:

YL — 2y = 4,
yé + 2yo — 4y = —4t — 2,
y1(0) =4, y2(0) = —5.

a) Calcula a sua solucién. b) Se as condicions iniciais fosen nulas: ¢;Cal seria a solucién?

6.2.2 Aplicacions na Enxenaria Eléctrica

Como xa temos estudados nos temas anteriores, as ecuacions diferencias e, en particular, os pro-
blemas de valor inicial e de contorno modelan algunhas das situaciéns mais sinxelas que se poden
atopar na Enxefaria. Neste tema imos analizar como os circuitos eléctricos en paralelo pédense
modelar tamén mediante sistemas de ecuacidns lineais onde as incognitas (variables dependentes)
son as intensidades de corrente e as cargas eléctricas en cada lazo da rede do circuito.

iA

e(t) @ L

Figure 6.1: Esquema representativo dun circuito RLC en serie alimentado por unha forza electro-
motriz e(t), unha resistencia R, un condensador con capacitancia C' e unha bobina con inductancia
L.
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Ao aplicar as leis de Kirchhoff a un circuito eléctrico tanto en serie como en paralelo, obténense
cales son as ecuaciéns alxebraicas e diferenciais que satisfan tanto as intensidades de corrente
como as cargas eléctricas que gobernan a resposta eléctrica do circuito. En particular, as leis de
Kirchhoff establecen que:

(a) As intensidades de corrente consérvanse en cada un dos nodos do circuito, que separan os
distintos lazos da rede do circuito.

(b) As ecuacioéns diferenciais que satisfan as intensidades e as cargas eléctricas en cada lazo
do circuito vefien dadas polo equilibrio entre as contribuciéns das forzas electromotrices e as
caidas de potencial asociadas a cada elemento (xa sexa unha resistencia, unha bobina ou un
condensador).

(c) En cada lazo da rede do circuito, a intensidade queda definida pola derivada temporal da
carga eléctrica.

Lembrémonos que, se i(t) e ¢(t) son respectivamente a intensidade de corrente e a carga eléctrica,
a caida de voltaxe asociada a unha resistencia R ven dada polo termo Ri(t), a caida asociada a
unha bobina é Li'(t) e a caida de voltaxe asociada a un condensador escribese como (1/C)q(t).

No caso dun circuito RLC en serie, posto que a rede posue un unico lazo (como se amosa na
Figura[6.1) as ecuaciéns que gobernan o circuito son

1
Li + Ri + 6(] = e(t),

q = 1.

Se supofiemos que os elementos do circuito tefien propiedades eléctricas constantes, e se son
cofecidas as condicions iniciais sobre cada variable dependente do sistema lineal de ecuacions
diferenciais ordinarias, podemos empregar a transformada de Laplace para transformar o problema,
calcular a transformada de Laplace de cada unha das variables dependentes mediante a resolucién
dun sistema lineal (coa variable s na que se escribe a transformada de Laplace como parametro) e,
finalmente, empregar a transformada inversa de Laplace para obter as funciéns de intensidade de
corrente e carga eléctrica para cada un dos lazos da rede do circuito en funcién do tempo.

Exercicio. Consideremos un circuito RLC en paralelo, como o que se amosa na Figura[6.2] onde
0s seus elementos estan representados por Ry = 1), R = 49, L = 2H e C = 0.25F, esta
conectado a unha pila de corrente continua que proporciona 5 V.
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i1A 1 Yio

() % L

Ry

Figure 6.2: Esquema representativo dun circuito RLC en paralelo cunha rede de dous lazos alimen-
tado por unha forza electromotriz e(t), dias resistencias R; e Rq, un condensador con capacitancia
C' e unha bobina con inductancia L.

Ao aplicar as leis de Kirchhoff, este circuito en paralelo modélase mediante as seguintes ecuacions:

il - 2‘2 + 7:37
1
Ryt + Eq + Ryiz = e(t),
1
Liy — Ryiz — c1=0
q =is.

Debido a unha conexién defectuosa coa pila, despois de estar conectado 3 s, o circuito desconéc-
tase durante 2 s e conéctase de novo durante 1s. Se a carga eléctrica e a intensidade de corrente
iniciais son nulas, calcula a intensidade de corrente despois de 6s.

6.3 Exercicios

1. Calcula a solucién xeral dos seguintes sistemas de ecuaciéns diferenciais ordinarias:

@ 37/ (t) + 2z(t) —y(t) =1, o) a"(t) +y'(t) —z(t) +y(t) = -1,
4y (t) + 3y(t) = 0. 2 () + /() — x(t) = 2.

)
/ - 2/ (t) = m(t) — 2y(t) + 22(2),
© { 3$/(t) +2x(t) — y/(t) =1, (d) y'(t) = —2x(t) + y(t) + 22(t),
4y (t) + 3y(t) + ' (t) = 0. 2(t) = 22(t) + 2y(t) + z(t).

2. Escribe un sistema de ecuacions diferenciais ordinarias equivalente para cada unha das
seguintes EDOs e calcula a solucién xeral do SEDO asociado empregando a transformada
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de Laplace:

@y -y —-2y=0, ()Y +2+y=e""
(c) y" + " + 3y’ — by = 16e7¢, (d) 2 + 2" + 22" — 2 = sin(t).
3. Calcula a solucién dos seguintes problemas de valor inicial, escribindo onde sexa necesario
un sistema de ecuaciéns diferenciais ordinarias de orde un:
' (t) = x(t) + 2y(t) — 2(t),

a'(
y'(t ( )+ 2(1),
, ) < y(t)= 3ar( ) +2y(t) -5t -2,
2 (t) = da(t) — 4y(t) + 52(1), 2(0) = —2, y(0) = 3.

)
)=
(0) —1, y(0) = 2(0) = 0.
@

© ) = y(t) = u(t —4), @ [0 -0 =ut-3),
y(O) =y'(0) =y"(0) =0, y(0) =1 y(0) =0, y'(0) = -1.
onde u(t — a) é a funcién escalén unidade no punto ¢ = a.

(a)

4. Resolve o problema de valor inicial

/

() = —y(t) + f (1),
y'(t) = =(t) — 2y(t),
z(0) = —e, y(0) =0,

onde a funcién f(t) ven dada por f(t) =0se0 <t < 1le f(t)=tnocasodet > 1.

5. Resolve o seguinte problema de valor inicial, escribindo un sistema de ecuaciéns diferenciais
ordinarias de orde un e empregando a transformada de Laplace:

y' 4+ 2cy +y=296(t-1),
y(0) =4'(0) =0,

onde §(t — a) é a funcién impulso con soporte no punto ¢ = a. No célculo da solucién,
distingue oscasosc > 1,c=1e0<c< 1.

6. Calcula as intensidades de corrente e a carga eléctrica en cada un dos lazos dos seguintes
circuitos en paralelo, supofiendo que tanto a carga eléctrica inicial € 1 C, as intensidades de
corrente iniciais son nulas e que a voltaxe da pila é de 5 V.

11

> °

. i1 = 12 + 13,
L \ &P
@ _ Iizg + Riz = e(t),
a 13 1
0 (~) —c | Le-mi-ri=0
R q/ = ig.
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11 =12 + 13,

%q = e(t),

(b) e(t) @ —__cC ;R Riy — %q =0,

’ .
q =13.

11 = 19 + 13,

Rit1 + Rotz = 6(t),
1
ol Ryiz =0,

/ .
q = 13.

11 = 19 + 13,
Ry + Raiz = e(t),
Lily — Raiy = 0.

6.4 Practica 5. Transformada de Laplace e resolucion de SEDOs

Nesta practica traballaremos tanto coa transformada de Laplace (e a sua transformada inversa)
como cos comandos necesarios para resolver problemas de valor inicial que involucran sistemas
de EDOs lineais.

Transformada de Laplace

A transformada de Laplace calculase co comando laplace, ao que hai que indicarlle a funcion a
transformar, cal € o nome da variable independente da funcién (habitualmente ¢) e 0 nome da nova
variable da que depende a funcién transformada (habitualmente s). Por exemplo, se queremos cal-
cular a transformada de Laplace F'(s) da funcion f(t) = 3t2+5sin(2t), empregariamos o comando:
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>>>t=sym('t');s=sym('s");
>>>laplace ('3xt"2+5+sin(2xt) ', t,s)
ans = 10.0/(s"2+4.0)+6.0/s"3.0

O calculo das transformadas de Laplace da funcién escalén unidade e da funcién impulso re-
alizariase exactamente do mesmo xeito, sabendo que en OCTAVE a funcién escalén u(t — a) es-
cribese como unit_step(t-a) e que a funcién impulso §(t —a) introdicese como delta(t-a). Por
exemplo se queremos calcular a transformada de Laplace de f(t) = t>u(t — 4) e g(t) = té(t — 3),
empregariamos os comandos:

>>>laplace ('t"2+unit_step(t-4)"',t,s)

ans = (16/s+8/s%2+2/s"3) «e”—(4+xs)

>>>laplace('txdelta(t-3)"',t,s)

ans = 3.0%xe”=(3.0x%s)

Para o célculo da transformada inversa de Laplace, o comando a empregar € ilaplace, onde de
novo hai que especificar non soamente a expresion da transformada F'(s) sen6n tamén a variable
do plano de Laplace (habitualmente s) e a variable independente orixinal da funcion (habitualmente
t). Por exemplo, se queremos transformar

s> +3s—4

F(s) =
(5) = 765 — 352 1 525 — 60’

empregariamos 0 comando
>>>ilaplace('(SA2+3*374)/(SA476*SA373*SA2+52*576O)‘,s t)
ans = (5xt) /2-2*txe” (2+t) /5-13*e” (2%t) /25+e” (-3*xt) /50

Ainda que o comando laplace era capaz de calcular a transformada de Laplace tanto da funcién
escaléon como da funcién impulso, 0 comando ilaplace non é capaz de calcular transformadas
inversas que tefian descontinuidades (e polo tanto non sera posible calcular funciéns que involucren
u(t —a) ou o(t — a)).

Exericicios

1. Calcula a transformada de Laplace das seguintes funciéns:
(@ ft) =, ®f ( ) =
(c) f(t) =te™, J(#) =u(t) = 2ut — 1) + u(t — 2),
(€) f(t) = (u(t) - < —2m))sin(t),  (f) f(t) = e~ cosh(at).

2. Calcula a transformada inversa de Laplace das seguintes funcions e comprobaa usando a
descomposicién en fracciéns simples:

e tsin(at),
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352 —s+6 452 — 1
F — F =
@ Fe) = e oers OO -mooeoa
6s% + 1 32
F(s)= —— —_ Fs) = — 2%
© Fe) = 5oty @OFO = g
4s 43 4
F(s)= —— f) F(s) = .
@ P =iy OFE =
3. Calcula a transformada de Laplace das seguintes funcions (empregando a funcién escalon
unitario):
2cos(t) set <2 tset<l,
— 4 COS s
a t) = - b )= —2sel <2
@ () {MSHMW (0) () sel<i<2
Oset> 2.
Blege <t <2 ¢se0<t<l,
€ )
(©) f(t)Z{ - @ f(t)=4q tsel<t<2,
Oset> 2.
1set>2.

Resolucion de sistemas de EDOs lineais

Xa estudamos no Tema 2 como se podian resolver EDOs de orde un (e calquera PVI que tefia
asociado) co comando dsolve. Agora, imos a retomar este comando para resolver sistemas de
ecuaciéns diferenciais ordinarias lineais de orde un. Posto que a resolucion de SEDOs con este
comando emprega a transformada de Laplace, restrinxiremos o uso de dsolve a sistemas de EDOs
lineais con coeficientes constantes. Ao igual que xa fixemos con EDOs de orde un, imos a seguir
as mesmas convencions que daquela: todas as variables dependentes do sistema tefien que ir
seguidas da variable independente entre parénteses.

Deste xeito, os tres pasos a seguir para resolver un PVI son: a) Escribir cada unha das ecuaciéns
do SEDO, b) impofier as condicidns iniciais a cada incognita, incluidas como argumentos de entrada
no comando dsolve. Por exemplo, se queremos resolver o seguinte PVI:

teriamos que seguir os pasos anteriormente descritos: a) primeiro, escribimos as duas EDOs que
forman o sistema de ecuacions diferenciais:

>>>t=sym('t");x=sym('x(t)");y=sym("'y(t)");

>>>edo_1="diff(x(t),t)= sin(t)+ diff(y(t),t)"';

>>>edo_2="diff(x(t),t)+ t72 —-x(t)= 2«y(t)"';
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e finalmente b) resolvemos o SEDO co comando dsolve incluindo as condicions iniciais:
>>>dsolve ({edo_1,edo_2},t, {x,vy},0,{1,0})

ans =

[x(t)= sin(t)/5-3%xcos(t)/5+26%xe” (3xt)/135+t"2/3+2xt/9+38/27,

y(t)= sin(t)/5+2*cos(t)/5+26xe” (3xt) /135+t"2/3+2xt/9-16/27]

De non especificar as condicidns inicias, 0 comando dsolve calcularia a solucion xeral, onde se
deben interpretar os valores iniciais das incognitas como as constantes de integracion arbitraria da
solucion xeral:

>>>dsolve ({edo_1,edo_21},t, {x,v})

ans =

[x(t)= sin(t)/5-3%xcos (t)/5+(90xy (0)+45+x (0)-19) «e” (3xt) /135+t"2/3
+2+xt/9-(18xy (0)-18%x(0)-20) /27,

y(t)= sin(t)/5+2xcos(t)/5+(90*y (0)+45+*x(0)—-19) xe” (3*t) /135+t"2/3

+2%t /94 (9%y (0) —9xx (0)=7) /27]

Exericicios

1. Calcula a solucién dos seguintes problemas de valor inicial empregando o comando dsolve:

xgg_ g ))H?t()t)_Z(t)’ o'(t) = x(t) + 2y(t) +1 - 1,
(@) (1) = da(t) — dy(t) + 52(1), b) < y(t) =3a(t) +2y(t) — 5t — 2,

) = —
2(0) = —1, y(0) = 2(0) = 0. 2(0) = =2, y(0) = 3.
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Chapter 7

Series de Fourier e transformada Z

As aplicacions no campo da Enxenaria que levamos revisado ao longo desta materia tefien un
denominador comun: a variable incodgnita de interese que se precisa calcular esta gobernada por
unha ecuacion diferencial (ou por un sistema de ecuaciéns diferenciais), onde o0 segundo membro
€ unha expresién simple (por exemplo unha expresién polinomica, unha funcién trigonométrica
ou de tipo exponencial) ou ben unha combinacién lineal destas expresions. No caso de EDOs
lineais de coeficientes constantes, xa estudamos nos temas anteriores procedementos para a sta
resolucién (xa sexa mediante o método de coeficientes indeterminados no Tema 4 ou ben mediante
a transformada de Laplace nos Temas 5 e 6).

Nembargantes, é posible que nalgunhas situaciéns non sexa viable aplicar estos métodos. Esta
situacién ocorre por exemplo cando o termo fonte é unha funcién peridédica non trigonométrica tal
é como ilustra a Figura[7.1] Ser& na primeira parte deste tema onde estudemos un procedemento
para tratar este tipo de casos, empregando as series de Fourier.

Exemplo. Disponse dun circuito eléctrico RLC en serie onde as suUas caracteristicas verien dadas
por R=5%Q, L =0.1He C = 2F, que traballa cunha forza electromotriz peridédica que se repre-
senta na Figura Seria posible calcular a carga eléctrica ¢(t) do condensador e a intensidade
de corrente i(¢) usando o método de coeficientes indeterminados estudado no Tema 47?

Na segunda parte deste tema abordaremos outros sistemas que aparecen habitualmente na Enxe-
faria, como son aqueles nos que as caracteristicas fisicas soamente son accesibles nun nimero
discreto de puntos. Isto ocorreo, por exemplo, cando nun circuito eléctrico soamente se pode medir
0 seu estado de carga e intensidades eléctricas ou a forza electromotriz nos instantes de tempo
t=0,T,2T,3T,... (véxase por exemplo a Figura[7.2).

Neses casos, as variables incognita do sistema fisico non satisfan unha Ecuacién Diferencial Ordi-
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-0.5

0 2 4 6 8 10

Figure 7.1: Forza electromotriz periédica do circuito RLC en serie.

05

0 2 4 6 8 10
Figure 7.2: Sinal discreta da forza electromotriz dun circuito RLC en serie medida cada 1s.

naria senén que pola contra satisfan o que se chaman Ecuacidns en Diferenzas. Ao igual que as

EDOs lineais de coeficietes constantes pédense resolver mediante a transformada de Laplace, o
procedemento a seguir para resolver as Ecuacions en Diferenzas sera a transformada Z.

Exemplo. Cada 1s midese a carga eléctrica no condesador dun circuito RLC en paralelo con
multiples lazos. Despois de facer varias medidas nos tempos t, = kcon k = 0,1,2,... e obter os
valores das cargas, chégase a conclusién que gi12 — 7qr+1 + 10q;r = 16k. Se nos tempos inicias
as medidas da carga foron ¢ = 6 e ¢; = 2: Cal sera o valor ao que tende a carga eléctrica do
condensador cando k — co?
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7.1 Definicion das series de Fourier

Antes de definir e cofiecer o procedemento de calculo, debemos introducir o tipo de funciéns as
que lles poderemos calcular a sua serie de Fourier: estas funciéns seran aquelas que tefian valor
cadratico medio finito.

Definicion 7.1.1. Sexa unha funcién de variable real f de periodo T, dise que f ten valor cadratico
medio finito (valor RMS ou root mean square value finito), se se satisfai que

RMaﬂ::Q;ATuuwd§é<oo

Exercicio. Decide cal das seguintes funciéns tefien valor cadratico medio finito no intervalo (0, 1):

(a) f(t) = 3t — 2, (b) f(t) = cos(3t), (c) F(t) = 1/t, (d) f(£) = 1/t3

Agora para cada unha das funciéns de valor cadratico medio finito, podemos definir a sta serie de
Fourier:

Definicion 7.1.2. A serie de Fourier F{f} : R — R dunha funcion real f de periodo T e de valor
cadratico medio finito esta dada pola seguinte expresion:

F =2+ 3 <ak cos <27;“) + by sin <27;“)> ,

k=1
onde
2 " t) dt
w=7z [ 10
2 (T 2wkt
= = — ] dt k=12
ag T/(] f(t)COS< T ) ) ) <y )
2 [T 2kt
b, = T/o f(t)sin <7;> dt, k=1,2,

Os coeficientes ag, a1, b1, as, be, . . . conecense co nome de coeficientes ou amplitudes de Fourier
da funcioén f.

Dende un punto de vista xeométrico, os coeficientes de Fourier de f pddense interpretar como a
proxecion de f sobre cada unhas das funciéns cos(27kt/T) e sin(2wkt/T) que forman parte da
serie de Fourier.
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Asociada & serie de Fourier F{f}, imos tamén a introducir a suma dos NN primeiros termos desta
serie, é dicir, a serie truncada a N termos, mediante a notacién

SnifH =2 +;: <ak cos <27;’“> + by sin <2”T’“>> .

Evidentemente, como Sy{f}(t) pédese entender como unha suma parcial da serie de Fourier da
funcion f, obtemos a relacion:

Jm Sy{f}(E) = F{fH(?)

para todo ¢ € R onde a serie F{ f} converxa puntualmente. Para ser capaces de comprobar en que
puntos a serie de Fourier converxe e determinar cal é o valor ao que converxe, debemos estudar
algunhas das suas propiedades. Este sera o obxectivo da seguinte seccion.

Exercicio. Calcula a serie de Fourier das seguintes funciéns definidas en (0,2): (a) f(t) = 3, (b)
f(t) = cos(3nt), (c) f(t) = t>. Determina en cada caso F{f}(t).

7.2 Calculo e propiedades das series de Fourier

Unha vez conecido o procedemento de calculo da serie de Fourier dunha funcién debemos asegu-
rarnos en que condiciéns F{f} e f coinciden, ou o de forma equivalente, cando podemos asegurar
que a valor da serie de Fourier truncada Sy{ f}(t) converxe ao valor orixinal da funcién f(¢).

Proposicion 7.2.1 (Converxencia). Consideremos unha funcion real f de periodo T, con valor
cadrético finito e tal que f e f' son continuas en (0, T), excepto nun ndmero finito de puntos onde
poden presentar descontinuidades de salto.

(a) Converxencia da funcién: dado un punto a € (0,T)

F{f}(a) = Jim Sn{f}(a) = f(a)  sef écontinuaena,

fla®) + fa”)

FifHa) = Jim Sx{f}a) = 1002

se f é descontinua en a.

(a) Converxencia da derivada: se adicionalmente a segunda derivada f" é continua excepto nun
numero finito de puntos onde pode presentar descontinuidades de salto, enton

FU 0 = i L) = 3 2 (~awsin (2) 4 cos (22

k=1
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Na anterior proposicion, debemos recordar que f(a™) e f(a™) representan os limites lateriais polo
dereita e esquerda respectivamente, é dicir,

fla®)=lim fla+h),  f(a") = lim f(a—h)
h>0 h>0

Proposicion 7.2.2. Consideremos unha funcion real f de periodo T e a sua serie de Fourier F{ f}.
Satisfanse as seguintes relacions:

(a) Conservacion do valor cadratico medio,

rusr) = (7 [ !Jf{f}@)r?dt)é (5[ \f@)r?dt)é = RMS().

(b) Extension periddica de f, se f e unha funcién continua en (0,T') entdn

F{fHE+nT) = (D),

para todot € R excepto eventualmente ent = 0, T, +2T,£3T, . . ..

Exercicio. Considera as seguintes funciéns definidas en (0,5): (a) f(¢t) = 3, (b) f(t) = cos(37t),
(c) f(t) = t2. Determina en cada caso cal é o valor de F{f}(2), F{f}(0) e F{f}(5).

Por ultimo, debemos resaltar que existen diferentes formas de reescribir as series de Fourier, por
un lado introducindo unha fase sobre unha das funciéns trigonométricas que aparece na serie ou
ben mediante exponenciais complexas. Estes dous tipos de reescritura resimense no seguinte
resultado:

Proposicion 7.2.3. Consideremos a serie de Fourier F{f} : R — R, dunha funcién real f de
periodo T' e de valor cadratico medio finito. Se a sua serie de Fourier esta dada pola seguinte

expresion:
ag = 2kt . [ 27kt
F{f}(t) = 5 + ]}1 <ak cos <T) + by sin <T)> ,

enton pddese reescribir medianta as seguintes expresions:

(a) Facendo explicita o valor da fase en cada sumando,

F0 =5+ 3 ducos (T ).
k=1

onde Ao = Qo eAk COS(¢k) = ai € —Ak Sin(¢k) = bk para k= 1, 2, R
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(b) Usando exponenciais complexas,

F{fH) Z e T

k=—o00

onde co = ap/2, cx = (ap —bg)/2 parak =1,2,... ecy = (ap + bg)/2 parak = —1,-2,....

7.3 Aplicacion a resolucion de EDOs lineais de orde superior

Nos ultimos temas levamos estudado diferentes procedementos para resolver EDOs lineais de orde
superior, xa foran completas ou homoxéneas.

Se 0 segundo membro da EDO é unha funcién periddica que non aparece recollida nin na taboa
de coeficientes indeterminados (véxase o Tema 4) nin se cofiece a sua transformada de Laplace
(véxase o Tema 5) entén podemos proceder estudando a sua serie de Fourier para posteriormente
calcular unha solucién particular. Os pasos do procedemento a seguir para resolver calquera EDO
lineal, completa e de coeficientes constantes a,y™ + an_1y" Y + --- a1y’ + ag = f cun segundo
membro periédico seria o que se describe a continuacion:

- Posto que a EDO ¢ lineal e completa, a sua solucion xeral ven dada por y = y;, + y, sendo
yn, a solucion xeral da EDO homoxénea asociada e y, é unha solucion particular da EDO
completa.

- Calculase a solucion xeral y, da EDO homoxénea asociada (por exemplo mediante o poli-
nomio caracteristico ou mediante a transformada de Laplace).

- Para calcular a solucion particular y,:

(a) Calculase a serie de Fourier do segundo membro f. Excepto naqueles puntos onde a
extensidn periédica de f non sexa continua satisfaise

+Z (ak ( "“) + bysin (ﬁ’“)) ,

(b) A solucién particular escribese tamén mediante unha serie de Fourier

AO > 2kt 2kt
yp(t) = 5 —i—Z(Akcos( T >+Bksm< T >>,

k=1

(c) Ao substituir tanto f(¢) como y(t) na EDO, obtense unha igualdade entre series de
Fourier. Para que se verifique dita igualdade, cada un dos coeficientes da serie a cada
lado da igualdade debe ser 0 mesmo co que se obterian, termo a termo da serie, os
coeficientes A;, e By, da serie de y, en funcion dos coeficientes cofiecidos a;, € by, de f.
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7.3.1 Circuito RLC en serie

Se centramos a nosa atencién na EDO que modela o circuito RLC (véxase a Figura[7.3) escrito por
exemplo en funcién da carga eléctrica ¢(¢), resultaria
7 / 1
Lq" + Rq + ol= e(t),

onde L, R, C son constantes de inductancia, resistencia e capacitancia que caracterizan o circuito
eléctrico e e(t) é a forza electromotriz da pila do circuito.

1A

«0(~) % L

R

A"

Figure 7.3: Esquema representativo dun circuito en serie RLC alimentado por unha forza electro-
motriz e(t), unha resistencia R, un condensador con capacitancia C' e unha bobina con inductancia
L.

Se e(t) é unha funcién periédica que non aparece recollida nin na tdboa de coeficientes indeter-
minados (véxase o Tema 4) nin se cofece a slUa transformada de Laplace (véxase o Tema 5), ao
aplicar o procedemento anterior no caso da EDO do circuito RLC obteriamos como coeficientes da
serie de Fourier asociada & solucion particular, a solucién do seguinte sistema de ecuaciéns:

140 _ao
c2 2’
o2k \ 2 ok 1
2k \ 2 ok 1
—LBy, (T) + RA <T>+CBk—bk k=1,2,....

Exercicio. Disponse dun circuito eléctrico RLC en serie onde as suas caracteristicas vefien dadas
por R =50, L =0.1He C = 2F, que traballa cunha forza electromotriz periédica que se repre-
senta na Figura[7.1] Calcula a carga eléctrica ¢(t) do condensador e a intensidade de corrente i(t)
supofiendo que carga e intensidade iniciais son repsectivamente ¢(0) = 1 e i(0) = 0?
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7.4 Definicion da transformada Z

A definicién da transformada Z, que de agora en adiante denotaremos por Z, esta intimamente
ligada & definicion da tranformada de Laplace. En primeiro lugar supofiamos que temos unha
funcién f avaliada nunha serie de puntos equiespaciados por unha distancia 7T, é dicir, cofiecemos
os valores de fo = f(0), f1 = f(T), fo = f(2T),... A partir destes valores podemos construir
un sinal discreto f;(t) mediante unha serie que involucra deltas de Dirac (tal € como aparece na
Figura[7.2) dada pola expresion

fa(t) =Y F(RT)6(t — KT) =) frd(t — kT).

k=0 k=0
Ao aplicar os resultados xa estudados no Tema 5 da transformada de Laplace sobre a funcién
discreta f; resulta

LE{fa()} =Y fre
k=0

De maneira formal, a transformada Z vaise a definir substituindo na expresion anterior a expresion
e’ pola variable z.

Definiciéon 7.4.1. Dada unha sucesion de valores {f,.}7°, definese a transformada Z como a
seguinte funcion de variable complexa:

F() = 2(f) = fuz ™.
k=0

Ao longo deste tema, abusaremos da notacion e volveremos a entender que F'(z) denota a trans-
formada Z da sucesion { f } 72, (que non deberemos confundir coa transformada de Laplace F'(s)
dunha funcién f(t) de variable continua t).

Tendo en conta a sUa relacion coa transformada de Laplace, tamén se poderia definir como

F(z)=Z2(fe) = L {Z fro(t — kT)}

k=0

ETS:Z

Evidentemente, posto que na definicion da transformada Z estd involucrada unha serie, antes de
usala nunha aplicacion practica, debemos asegurarnos baixo que condicidns esta serie vai a ser
converxente.

Proposicion 7.4.2. Dada unha sucesion de valores { f;.}72,, a transformada Z define una funcion
converxente para |z| < 1/p sendo p o radio de converxencia da serie de potencias Y 5, frz*
definido mediante os seguintes criterios:

(a) Criterio da raiz:
p = limsup /| fx|-

k—o0
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(b) Criterio do cociente:

= 1'
P e

Exercicio. Calcula a transformada Z das seguintes funcidons determinando o seu radio de conver-
xencia: (a) fr = 3k% — 2k + 5, (b) gr = 3F, (C) gr = €7, (d) hy, = 2" para k =0,1,2,.....

Da definicién anterior e aproveitando que cofiecemos a relacién da transformada Z coa transfor-
mada de Laplace, podemos deducir a propiedade fundamental de linealidade.

Proposicion 7.4.3 (Linealidade da transformada). Sexan { fi.}?°, e {gr}32, duas sucesions para
as que existen respectivamente as transformadas Z{ f.}(z) = F(z) e Z{gx}(z) = G(z) definidas
para todo |z| < 1/p, entén

Zafe + Bor}(2) = aZ{fi}(z) + BZ{gr}(2) = aF(2) + BG(z)  paralz[ <1/p,

onde « e 3 son constantes.

Exercicio. Aplica a propiedade de linealidade da transforma Z e o calculo da transformada Z da
sucesion fr = e** onde a é un parametro, para calcular a transformada de: (a) gx = sin(bk), (b)
hy, = cos(bk).

7.5 Calculo e propiedades da transformada Z

Como acabamos de estudar na seccién anterior, a transformada Z e a transformada de Laplace es-
tan fortemente relacionadas e polo tanto poderiamos estudar o calculo elemental de transformadas
e as propiedades mais basicas usando resultados analogos aos da transformada de Laplace.

Comecemos pola taboa elemental das transformadas Z: a Taboa recolle unha lista das trans-
formadas das sucesions mais basicas.

Evidentemente, se cada vez que necesitaramos calcular a transformada Z dunha funcién estive-
ramos restrinxidos ou ben: a) comprobar se aparece na Taboa (ou unha combinacion lineal
das funciéns que aparecen nela) ou b) calcular a transformada mediante a definicion, a utilidade
da transformada Z seria moi reducida. As seguintes dlas proposicions nos permiten ampliar o
conxunto de funciéns das que cofiecemos de forma inmediata a transformada Z.
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Sucesién Transformada Z Dominio de converxencia
=1 F(z) = 1
Jr ()=~ 2] >
k
fi=a ()= 2> 1/la]
R e I /% P - 2] > 1/la]
m—1 (z—a)m
. zsin(a)
= F = 1
Jie = sin(ak) (2) 22 — 2z cos(a) + 1 12>
2(z — cos(a))
= k F(z) = 1
Jie = cos(ak) (2) 22 —2zcos(a) + 1 121>

Taboa 7.1: Transformadas Z para algunhas das sucesions mais elementais.

Proposicion 7.5.1 (Translacién no indice k). Sexa {fi}72, unha sucesion para a que existe a
transformada Z{f;.}(z) = F(z) para todo |z| < 1/p, entdn tamén existe a transformada Z da
sucesion { fr+1}52,, dada por

Z{frn}(z) = 2(F(z) — fo)  parals] < 1/p,

A partir deste resultado podemos calcular tamén unha expresion para a transformada Z da sucesién

{fk—i-N}iO:o:

Z{fe+n}(2) = 2(Z{fran-1} — [n-1) = 2(2(Z{fosn-1} — fN-2) — fn-1) = ...

= zNF(z) — foN — 1N — = oz

Exercicio. Aplica o resultado da translacién no indice k para calcular a transformada Z das suce-
sions: (a) gr = 2F2, (b) hy, = 1/(k + 1)\

Proposicion 7.5.2 (Escalado na variable z). Sexa { fi.}32, unha sucesion de valores para a que
existe a transformada Z{ f.}(z) = F(z) para todo |z| < 1/p, entén

Z{a_kfk} = F(GZ),

para todo |z| < 1/(|a|p).

Exercicio. Aplica o resultado anterior e as transformadas Z das funciéns elementais para calcular:
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@) fr = 525 (b) gp = 282 —3(572%), e (c) h, = (3K — k +1)27F,

Da mesma forma a como estudamos a funcién escalén na transformada de Laplace, tamén pode-
mos facer o estudo analalogo para a sucesion escalén.

Definicion 7.5.3 (Sucesién escalén). Dado un numero enteiro positivo N, a sucesién escalén uni-
tario {ul) }3°., definise como
WV 0, se0<k<N,
N =
1, sek>N.

Coa axuda da sucesion escaldn podemos representar calquera sucesion que vefia dada pola
avaliacion nos puntos 0,7, 27, 3T, ... dunha funcién continua excepto nun nimero finito de pun-
tos onde posue descontinuidades de salto.

Exemplo. A sucesion { f;.}7°, definida a cachos mediante a expresion

se) <k <N,

2k
fk=2 3
R sek > N,

i 3
pbdese escribir como fi, = 27F + HukN

Coa axuda da sucesién escaléon podemos ampliar 0 conxunto de sucesiéns das que cofiecemos a
sua transformada Z de forma inmediata.

Proposicion 7.5.4 (Translacién na variable k). Sexa { i}, unha sucesion de valores para a que
existe a transformada Z{ f.}(z) = F(z) para todo |z| < 1/p Dado un valor enteiro positivo N > 0,
satisfaise que

Z{fp_nur } = 2N F(2) para todo |z| < 1/p,

onde {u}) }2° , é a sucesién escaldn unitario.
Con este resultado, podemos calcular a transformada Z de funciéns que estan definidas a cachos

(xa provenan da avaliacion de funcidéns continuas ou daquelas que postan descontinuidades).

7.5.1 Transformada Z inversa

O ultimo paso que debemos analizar para conecer como a transformada Z nos vai a ser (til para
resolver problemas que involucran ecuaciéns diferenciais consiste en desfacer a transformada, é
dicir, como calcular a sucesion orixinal { .} 22, a partir da sta transformada F'(z).
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En primeiro lugar, debemos definir o que entendemos por transformada Z inversa como unha apli-
cacion lineal que leva funciéns F(z) (definidas na rexién do plano complexo |z| < 1/p) nas suce-

sions { fi}72 .

Definicion 7.5.5 (Transformada Z inversa). A transformada Z inversa dunha funcion F'(z) definida
para |z| < 1/p é aquela sucesion { f,} 72, que se construe como

. 1

Neste caso, usarase a notacién fi, = Z~1{F}, (debemos notar que a derivada de orde cero é
simplemente a avaliacion da funcion).

Exercicio. Calcula os tres primeiros valores das sucesions dadas pola transformada Z inversa das
seguintes funciéns: (a) F'(z) = z/(z — 1), (b) G(z) = arctan(1/z), (c) H(z) = 0.5%.

O procedemento de calculo baseado na definicion soamente é abordable naqueles casos mais
sinxelos. Ao igual que fixemos coa tranformada de Laplace, 0 método eficiente para o célculo da
transformada Z inversa basearase na descomposicién en fraccions simples. Por exemplo, para
calcular a transformada Z inversa da funcién

23 4+622 492

F&) = 96+ 0

debemos empregar a descomposicion en fracciéns simples (xa estudado no Tema 5 cando se de-
scribiu o procedemento de calculo da Transforma de Laplace inversa), pero de ser posible por
simplicidade traballariamos non coa funcién F'(z), senén coa funcién F(z)/z, de forma que ree-
scribimos a funcién como

F(z) 16 1 25 1 11

z __gz—l—i_ 6 z—2+%z—|—4‘

Unha vez feito isto, podemos empregar a tdboa de transformadas elementais para calcular a trans-
formada inversa (que queda como exercicio).

Exercicio. Calcula as descomposicion en fracciéns simples e a transformadas Z inversas dos
seguintes cocientes: (a) F(z) = z(z — 2)/(z — 1)*(z — 3)), (b) G(z) = 2z/(2% — 1), (c) H(z) =
2/((z —1)2(z2 +1)).
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7.6 Aplicacidén a resolucion de Ecuacions en Diferenzas

Como acabamos de estudar nas secciéns anteriores, xa estamos en posicién de poder resolver
problemas de valor inicial que involucren Ecuaciéns en Diferenzas de coeficientes constantes usan-
do a transformada Z mediante os seguintes pasos: (a) usar a Ecuacién en Diferenzas e as condi-
ciéns iniciais para escribir un novo problema transformado, (b) calcular a transformada da solucién,
e (c) calcular a transformada inversa e obter asi a solucién do problema orixinal. No que segue,
imos a escribir mais precisamente como empregar esta estratexia de calculo en problemas de valor
inicial que involucran Ecuaciéns en Diferenzas.

Consideremos o seguinte PVI de orde dous: calcular a sucesion {y; }72, que satisfai

Yk+2 + PoYk+1 + QoYr = Tk enk=0,1,2,...
Yo = Co,
Y1 = C1,

onde py e qo son os coeficientes constantes da Ecuacions en Diferenzas, {r};>, € o segundo
membro (sucesion cofiecida) e ¢y e ¢; son as constantes (tamén cofiecidas) que determinan as
condicions iniciais. Para resolver este PVI usando a transformada Z seguimos 0s seguintes pasos:

- Calculase a transformada Z do PVI:

22Y (2) — 2290 — zy1 + po(2Y (2) — zy0) + @Y (2) = R(2),
Yo = Co,
Yy = (1,

onde R(z) e Y (z) son as transformadas Z do segundo membro {r;}32 , € da funcion {y.}72 .
respectivamente.
- Empréganse as condicions iniciais e calculase a transformada Z da solucién do PVI a partir
da expresion
R(2) + zc1 + (22 + 2po)co
22 +poz + qo '

Y(z)=

- Calculase a transformada Z inversa da solucion do PVI:

e = Zfl R(Z) —i—;’Cl + (22 + Zpo)CO , k=0.1,...
24+ Poz + qo0 k

Exercicio. Emprega a transformada Z para resolver o PVI 45,9 — 5yx11 — 6y = 27% coas condi-
ciéns iniciais yp = 0 e y; = 2.
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7.6.1 Calculo dunha rede eléctrica en escaleira

Consideremos unha rede eléctrica como a que aparece ilustrada na Figura De forma mais
precisa, estamos a traballar cunha sucesién de elementos idénticos de tipo resistencia de valor R
que se conectan en paralelo con outras resistencias (con valor de conductancia ) e con pilas que
aportan unha voltaxe e,, a cada unha das ramas verticais do circuito.

I';ji' ’ "‘.k'+l :i’i'+2

Figure 7.4: Esquema representativo dun rede eléctrica en escaleira onde os elementos do circuito
son unha sucesion de resistencias R e elementos de derivacion (que tefien asociada unha conduc-
tancia (), e unha sucesion de forzas electromotrices e,,.

Ao aplicar as leis de Kirchhoff, neste caso, as caidas da voltaxe en elementos de tipo resistencia
que relacionan as voltaxes nos nodos da parte superior do circuito (puntos negros na Figura
coas intensidades de corrente, obtemos Rixi1 = vgp+1 — vk € Rigso = vpt2 — vp41. Facendo o
mesmo coas conexions de derivacion vertical no que aparecen as pilas e a conductancia dos lazos
de valor GG, e ao ter en conta a conservacién da corrente eléctrica, resulta a seguinte Ecuacién en
Diferencias en funcion da voltaxe:

Vk+1 — Vg _ Vg2 — Vg1

7 7 + G(eg+1 — Vi+1) parak =0,1,2...

Exercicio. Emprega a transformada Z para resolver o PVI coa Ecuacions en Diferencias que mo-
dela a rede eléctrica en escaleira que aparece na Figura supofiendo R = 2Q, G = 1Q74,
e, =107% e que as condiciéns inicias para a voltaxe sonvg =0Vewv; = 1V.

7.7 Exercicios

1. Calcula a serie de Fourier das seguintes funciéns, tomando como intervalo de periodicidade
aquel na que aparecen definidas:
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)

Ose —m<t<O lse —1<t<0
a t) = ’ b t) = :
@ ) {aseO§t<7r. ®) g(t) {tse0§t<1.

O0se —m/2<t<O, Ose —m<t<O,
© ht) = / @ =1

cos(wt) se 0 <t < /2. t*se0<t<m.

onde a e w son constantes positivas.

2. Disponse dun circuito eléctrico RLC en serie onde as suas caracteristicas vefien dadas por
R=0Q,L=1He C = 0.5F que traballa cunha forza electromotriz periédica e(¢). Calcula
a carga eléctrica ¢(t) do condensador e a intensidade de corrente i(t) supofiendo que carga
e intensidade iniciais son repsectivamente ¢(0) = 1 e i(0) = 0 nose seguintes casos:

(@) e(t) =2nt —t?se 0 <t <2me f(t+2m) = f(t).

) tseO<t<1/2, B
(®) e<t)_{1—tse1/2<t<1. e S =70

(c) e(t) =mtse —1<t<le f(t+2)=f(t).
3. Calcula a transformada Z das sucesions { fi } 7, co seguinte termo principal:
(@ fe=e"*  (b) fx = 1/kL,

(©) fr=(up—ud)a™ () fr =ui/(k+3),
e) fr =e " cos(2k), (f) fr, = e sin(k)u}c.

onde uj’ é a sucesion escalon unidade e a > 0 € un parametro constante.

4. Calcula a transformada Z inversa das seguintes funcions usando a descomposicion en frac-
ciéns simples:

323 — 22 + 62 423 — 2
@ FE) = e neroers  OFE - Gooeoy
62 + 2 32z
(©) F(z) = G+23z+ 1) (d) F'(z) = [N
© F 42% 4+ 32 4z

&) =Grpeony OFE = a5
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5. Calcula a transformada Z das seguintes sucesions { f;.} 22, (empregando a sucesion escalén
unitario u]kv) con termo principal:

1sek <1

@ =] Zoslh)seks2 reel< k<

"7 daFsek>2. b -7
Osek > 2.

Fse < k<1,

0se0 < k<2,
© fe=9 _s B d) fr=1% ksel<k<2,
e "sek>2. k
27" sek > 2.

6. Calcula a solucion {y;}7°, das seguintes Ecuacions en Diferenzas cos valores iniciais que
se indican mediante o uso da transformada Z:
Yk+1 — 3Z/k = 672]{7 k > Oa Yk+2 — Yk+1 — 2yk = 07 k > 07
(a) (b)
y():l. y0:—2, y1:5.

Y2 — 2Uk11 — Sy = —He F, k>0, Yk+3 + Y2 + Ypy1 — 6yr = 16k, k>0,
(c) (d)
Yo =2, y1 = 5. Yo=0,y1 =0, y2 =0.

7. Emprega a transformada Z para resolver o PVI coa Ecuaciéns en Diferencias que modela
a rede eléctrica en escaleira que aparece nos seguintes esquemas, supofiendo R = 2,
G =101, e, = 107F e que as condiciéns inicias para a voltaxe son vy =0V e v; = 1V:

:G(vk+2—vk+1)+ek+1;};”m parak =0,1,2...

Vk4+1 — Uk Vk+4+2 — Vk+1 €k+1 — Vk+1

R = R + R parak =0,1,2...

Andrés Prieto 118 Ecuaciéns Diferenciais



Chapter 8

Introducion as ecuacions en derivadas
parciais

Ata o de agora, dende o Tema 1 ata o Tema 7, sempre traballamos con ecuaciéns diferencias
ordinarias (ou sistemas de EDOs) onde tifamos unha ou varias funciéns a determinar (variables
dependentes) e unha variable independente, que era aquela con respecto a que se derivaba. Neste
Tema 8, volveremos a analizar problemas que involucran unha Unica variable dependente (funcién
incognita a determinar) pero agora habera varias variable independentes con respecto as que se
derivan. Esta situacion dara lugar ecuacions diferenciais onde non aparecen involucradas derivadas
ordinarias (con respecto a unha Unica variable) senon a ecuaciéns en derivadas parciais (EDPs),
denominadas xustamente asi ao aparecer nas expresions das ecuacidns derivadas parciais da
funcién incognita.

Exemplo. Ao quentar unha placa metdlica rectangular (0,a) x (0,b) sobre un dos seus lados,
sabese que o seu campo de temperatura non é uniforme (a temperatura € mais elevada preto da
fonte de calor que nos arredores dos lados onde non se aplica calor). A ecuacién que goberna a
distribucién de temperatura no intervalo de tempo (0,7") ven dada pola EDP:

2 2
06 k(@& 0°0

5 8x2+3y2> con (z,y) € (0,a) x (0,b), t € (0,7,

onde 6(z,y,t) é a temperatura no punto (z,y) da placa no instante de tempo ¢, k£ é unha constante
positiva que depende das propiedades fisicas da placa metdlica.

Ao longo deste tema introdutorio sobre EDPs, centraremos case exclusivamente no estudo de
ecuacions en derivadas parciais lineais con coeficientes constantes (ao igual que xa fixemos en
parte do Tema 4 cando estudamos EDOs lineais de orde dous).
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8.1 Definicion, orde e solucion dunha EDP

Do mesmo xeito a como se podian clasificar as EDOs, distinguindoas se son lineais ou non, con
coeficientes constantes ou non, a orde que posuian, etc, as ecuacions en derivadas parciais p6-
dense clasificar do mesmo xeito. Para precisar esta terminoloxia aplicada as EDPs, debemos recor-
dar o que significaban cada un destes termos:

- Orde dunha EDP: orde da derivada mais elevada que aparece involucrada na escritura da
ecuacion en derivadas parciais.
- EDP lineal: é aquela ecuacién en derivadas parciais que se pode escribir como

P ou ou ot ot 0
TlyeeneyTyy Uy ——, ... =
) ) ny ) a$1 ) ) 8xn7 ) 0.1'1 ) ) 8%‘,’2 )
sendo u a variable dependente e x4, . . ., x,, as variables independentes, cando a funcion F' é

lineal con respecto a cada un dos seus argumentos.

Evidentemente, no caso de EDPs lineais, a clasificacién dunha EDO lineal como homoxénea (ou
completa) e de coeficientes constantes (ou variables) se estende de forma directa ao caso de EDPs.

Ao longo deste tema, centrarémonos no estudo de ecuacions en derivadas parciais de orden dous,
lineais, con coeficientes constantes, e naquelas EDPs que involucran unicamente duas variables
independentes (habitualmente denotadas por x e y). Para este tipo de EDPs, podemos dar unha
definicién precisa:

Definicion 8.1.1. As ecuacions en derivadas parciais de orde dous, lineais e con coeficientes cons-
tantes son aquelas que se poden escribir como
0%u 9%u 9%u ou

)
@+87+C—+D—+E—U+FUZG(:U,Z/),

A
Oxdy Oy? Ox oy

onde A, B,C, D, E e F son constantes reais e G é unha funcion que depende das variables inde-
pendentes x e y. As soluciéns deste tipo de EDPs son aquelas funcions de duas variables u(z,y)
que satisfan dita ecuacion nunha rexién do plano zy.

Dentro deste tipo de EDPs lineais de orde dous podemos distinguir tres grandes grupos atendendo
ao valor das anteriores constantes:

- EDP eliptica: B2 — 4AC < 0,
- EDP parabolica: B?> — 4AC = 0,
- EDP hiperbolica: B?> — 4AC > 0.

Segundo o tipo de EDP co que esteamos a traballar, admitiran diferentes tipos de condiciéns iniciais
e de contorno que resultaran de caracter moi distinto se se tratan de EDPs elipticas, parabdlicas
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ou hiperbdlicas. Nas seguintes seccions veremos alguns exemplos de cada un destes tipos e
analizaremos cales son as condicions iniciais e de contorno adecuadas en cada caso.

Exercicio. Clasifica as seguintes EDPs:

0*u  Ou O*u  d*u Pu
(a)@_aiy’ (b)w_aiﬁv (C)@—i—a—yz—o.

8.2 Introducion as EDPs clasicas

Unha vez introducida a anterior clasificacion sobre EDPs de orde dous, imos a analizar tres das
ecuacions en derivadas parciais clasicas mais importantes. A continuacién, ilustraremos o seu uso
con exemplos relevantes no &mbito de traballo da Enxefaria Eléctrica: as ecuaciéns de Laplace e
Poisson, a ecuacién do calor e a ecuacién de ondas.

8.2.1 Ecuacion de Laplace e Poisson

En problemas de Electrostatica, cando se quere calcular cal € o campo eléctrico E sobre un ma-
terial dieléctrico en presenza dunha densidade de cargas, € habitual supofier que este campo é
irrotaciona e polo tanto se pode supoiier que E pddese escribir como un potencial, é dicir, que
existe unha funcién escalar u(zx, y) tal que

@
ox
@
0y

E=—

Baixo estas hipéteses (e supofiendo que o campo magnético é independente do tempo), a Lei de
Gauss do Electromagnetismo establece que se satisfai

Pu , Ou_ pla)
0x? oy e

onde p(z,y) é a densidade de cargas eléctricas que actlan en cada punto (x, y) do dieléctrico e ¢ é
a constante de permitividade absoluta do medio dieléctrico. Unha vez calculada a solucién u(z,y),
o valor do campo eléctrico E achariase mediante o célculo do gradiente. A anterior ecuacioén, que
se poderia escribir de forma xeral como

?u  0*u

@4'87@/2:]0(33,.9)»

"Un campo de vectores E = (E\, E») en R? dise que é irrotacional cando 2 + ‘%2 =0.
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denominase ecuacion de Poisson.

Do mesmo xeito, en problemas de Magnetostatica onde se quere calcular o campo magnético H
sobre un material imantando (por exemplo un material ferromagnético), é habitual suponer que este
campo ¢é irrotacional. De novo, nese caso o campo magnético escribese en funcién dun potencial

como
ou

Oz

ou

Ay

Baixo estas hipéteses (supofiendo que non hai cargas eléctricas libres no material imantando e que
tanto o campo eléctrico como o magnético non dependen do tempo), a Lei de Gauss e a Lei de
Ampére do Electromagnetismo establecen que se satisfai

@_1_827“_l 8M1(x )_1_8M2(x )
0x2  0y2  pu \ Ox Y oy W)

e

onde M = (M, M) é o campo de magnetizacién presente en cada punto do material e i é a
constante de permeabilidade magnética do medio. Unha vez calculada a solucién u(z, y), o valor do
campo magnético H achariase mediante o calculo do gradiente. De novo, neste tipo de problemas
aparece a ecuacion de Poisson cun segundo membro f(z,y) = (0M1/0x + OM2/0y)/ .

En calquera dos dous casos de problemas de Electrostatica ou Magnetostatica, se non houbera
unha densidade de cargas p ou un vector de magnetizacion M, respectivamente, a ecuaciéon que

resultaria nos dous casos seria
9% n 0%
0x?  Oy?
Neste caso, a EDP denominase ecuacién de Laplace.

Nos dous problemas anteriores, tanto no caso da ecuacién de Laplace como na de Poisson, as
variables independentes con respecto as que se derivan representan as coordenadas espaciais (no
espazo bidimensional R?). Pare definir un problema ben enunciado que posta unha solucién tnica
debemos engadir condiciéns de contorno. Por exemplo, se os dous problemas anteriores tiveran
como dominio de definicién unha rexién rectangular (0,a) x (0,b) haberia que indicar a seguinte
informacién suplementaria:

- Condicién de contorno sobre o lado esquerdo do dominio: u(0,y) = uo(y) paray € (0,b).
- Condicién de contorno sobre o lado dereito do dominio: u(a,y) = u,(y) paray € (0,b).

- Condicién de contorno sobre o lado inferior do dominio: u(z,0) = u;(z) para z € (0, a).

- Condicién de contorno sobre o lado superior do dominio: u(x,b) = uy(x) para = € (0, a).

Unha vez que a estas EDPs se lle engaden as condiciéons de contorno, nos casos particulares
de dominios moi simples (como un dominio rectangular), é posible calcular a solucién exacta do
problema de contorno (como veremos na Ultima seccién deste tema).
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8.2.2 Ecuacion do calor

En maquinas eléctricas, tales como fornos de inducion ou incluso nos aparellos domésticos de
microondas, os campos electromagnéticos xeran unha calor sobre un material condutor (este cam-
bio da temperatura é cofiecido como o efecto Joule). Unha vez que o corpo deixa de estar baixo
este tipo de efectos, a sua temperatura variara con respecto ao tempo e, moi posiblemente, en
problemas reais, non serd uniforme en todos os puntos.

Ata o de agora, cando empregabamos unha EDO para modelar o comportamento temporal da
temperatura dun corpo, supoiiamos que a temperatura era uniforme (non dependia das coorde-
nadas espaciais) e s6 dependia do tempo. Foi baixo esta hipétese como empregamos a lei de
arrefriamento de Newton. Se pola contra, consideramos un corpo cunha distribucién non uniforme
de temperaturas, teremos que ter en conta necesariamente este cambio espacial de temperaturas
mediante o uso dunha EDP.

Os procesos térmicos na fisica clasica estan gobernados pola Lei de Fourier e polo principio de
conservacion da enerxia. Pola primeira lei, aseguramos que o fluxo de calor ¢ é proporcional ao
gradiente da temperatura (e de sentido contrario):

o8
i=—k|%|.

dy
onde 0 € atemperatura e k é o coeficiente de condutividade térmica do material (constante positiva).
Adicionalmente, debemos tamén supofier que a enerxia interna () do corpo depende proporcional-
mente da sua temperatura, isto &,

Q = cppb,

sendo ¢, o calor especifico do material e pa densidade de masa do material. A partir do principio
de conservacion da enerxia, pédese deducir cal é a EDP que goberna o campo de temperaturas.

Se por simplicidade asumimos que o corpo se pode representar por un dominio unidimensional (por
exemplo, unha barra onde a area da sua seccion transversal é varias ordes de magnitude inferior &
sUa lonxitude), a temperatura (x,t) no punto espacial x e no instante ¢ satisfai a seguinte EDP:
2
oy ~ ko = fa,0),

onde recordemos que c,, € o calor especifico do material, p € a densidade de masa, k € o coefi-
ciente de condutividade térmica do material e f(x,t) representa unha fonte de calor. A esta EDP
denominaselle ecuacién do calor.

Ao igual que ocurre coa ecuacion de Poisson ou Laplace, para ter un problema ben enunciado
(cunha Unica solucién) debemos engadir condicidns inicias e de contorno adecuadas. Dende un
punto de vista fisico, se a barra esté situada no dominio (a, b) e estamos interesados en cofiecer a
temperatura no intervalo temporal (0, T"), debemos engadir a seguinte informacién suplementaria:
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Condicién de contorno sobre o extremo esquerdo: u(a,t) = u,(t) parat € (0,7).
Condicién de contorno sobre o extremo dereito: u(b,t) = u(t) parat € (0,7).
- Condicién inicial no instante ¢t = 0: u(z,0) = uo(z) para x € (a,b).

Neste caso, ao contrario que nas ecuacions de Poisson ou de Laplace, ainda que temos unha
EDP con duas variables independentes soamente hai que incluir unha condiciéon suplementaria na
variable temporal (en ¢ = 0) e non hai que indicar ningunha condicion ent = T.

8.2.3 Ecuacion de ondas

En materiais dieléctricos (ou, por exemplo, no baleiro), baixo certas simplificaciéns (nas que se
asume que tanto o campo de magnetizacién como a densidade de carga eléctrica son nulas) as
ecuacions de Maxwell determinan que tanto o campo eléctrico E = (E1, Eq, E3) como o campo de
fluxo magnético B = (By, By, B3) son irrotacionaie ademais satisfan as seguintes EDPs:

0E; 0E, 083 OFE; O0E3 0B 0Fy OEs 0B,

oy  ox ot 92  ox ot 9z Oy ot
9B, 0By 10Ek3 0B 0By 10K, 0By 0By 10K
oy or  pe Ot 0z or  pe ot 0z dy  pe Ot

onde p é a constante de permeabilidade magnética do medio e ¢ é a constante de permitividade
absoluta do medio. Se 0 noso obxectivo é calcular o campo eléctrico (ou o fluxo magnético) a partir
dunha configuracién eléctrica dada no instante inicial, manipulando convenientemente as ecuacions
no sistema de Maxwell (a deducion queda fora do alcance deste curso), resulta

12 922 T o2 T 92
Bi 5 (9*B; 9B N 0°B;
ot? 0x2 Oy? 022

O?E; 0*E; 0°E;  9*E;
Z—c2< : . Z>:0 parai=1,2,3,

>:0 para:=1,2,3,

onde ¢ = 1/,/ue é a velocidade de propagacién das sinais electromagnéticas no medio. No caso
de tratarse do baleiro, esta constante ¢ determina o valor da velocidade da luz (que lembremos que
€ unha onda de tipo electromagnético).

Se como xa aconteceu no caso da ecuacion do calor, por simplicidade, asumimos que a configu-
racion do medio pddese representar por un dominio unidimensional (por exemplo, unha barra onde
a area da suUa seccion transversal é varias ordes de magnitude inferior &4 sta lonxitude), e soa-
mente estamos interesados en calcular a primeira compofiente do campo eléctrico E(x, t) no punto
espacial x e no instante ¢, satisfaise a seguinte EDP:

O’E  ,0°FE 0

o2~ 922

2Un campo de vectores E = (E1, E2, E3) en R® dise que é irrotacional cando satisfai 221 + %2+ 95 =0
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Do mesmo xeito, teriamos unha ecuacién analoga para a primeira comporfiente do campo de fluxo
magnético B. Nos dous casos, esta EDP denominase ecuacién de ondas.

Exercicio. Clasifica de que tipo son a ecuacién de Laplace, de Poisson, do calor e de ondas aten-
dendo a se son elipticas, parabolicas ou hiperbdlicas.

Ao igual que ocorre coa ecuacion do calor, para definir un problema ben enunciado que posua
solucién Unica debemos engadir condiciéns de contorno e condiciéns iniciais. Dende un punto de
vista fisico, se a barra esté situada no dominio (a,b) e estamos interesados en cofiecer o campo
eléctrico no intervalo temporal (0,7"), debemos engadir a seguinte informacién suplementaria:

- Condicién de contorno sobre o extremo esquerdo: E(a,t) = E,(t) parat € (0,7).
- Condicién de contorno sobre o extremo dereito: E(b,t) = Ep(t) parat € (0,7).
- Condicién inicial no instante ¢ = 0 que involucra a E:

E(z,0) = Ey(x) paraz € (a,b).

- Condicién inicial no instante ¢ = 0 que involucra a OE/0t:

E
%—t(w,()) = FEi(x) paraz € (a,b).

8.3 Meétodo de separacion de variables

Nas secciéns anteriores estudamos alguns exemplos das EDPs clasicas que aparecen mais fre-
cuentemente na modelizacion de fenédmenos fisicos do Electromagnetismo. Sen embargo, ainda
non estudamos como resolvelas e calcular as suas solucioéns.

O noso obxectivo nesta seccién non sera o de calcular a soluciéon xeral dunha EDP, como xa
faciamos coas ecuacidns diferenciais ordinarias debido a complexidade que implica esta tarefa.
Polo contrario, o que faremos é dar un procedemento para calcular soluciéns particulares dunha
EDP lineal homoxénea con coeficientes constantes (ou coeficientes variables que poidan escribirse
en variables separadas).

Con este procedemento, cofecido como método de separacion de variables, reduciremos o prob-
lema de calcular unha solucién particular dunha EDP lineal homoxénea que depende de duas vari-
ables independentes a calcular duas EDOs lineais que s6 dependen de cada unha das variables
independentes por separado.

Mais precisamente, os pasos para calcular solucions particulares co método de separacion de
variables son os seguintes:
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- Suponse que a variable dependente u(z,y) escribese como un produto de funciéns que de-
penden soamente dunha Unica variable:

u(z,y) = X(2)Y (y).

- Substituise esta expresién na EDP e reescribese de forma tal que os factores que dependen
de x quedan ao lado esquerdo da igualdade e os factores que dependen de y quedan do
outra lado da igualdade:

expresion diferencial que depende de X (z) = expresion diferencial que depende de Y (y)

- Posto que unha expresion que depende de x soamente pode ser igual a outra que depende
de y se tefien valores constantes, introdlcese o valor constante A:

expresion diferencial que depende de X (z) = expresion diferencial que depende de Y (y) = A.

- Calculase as expresions de X (z) e Y (y) calculando a solucién xeral das dias seguintes
ecuacions diferenciais ordinarias:

expresion diferencial que depende de X (z) = A,

expresion diferencial que depende de Y (y) = A.

A primeira EDO ten como variable dependente X e a variable independente x, mentres que
a segunda EDO posue como variable dependente Y e a variable independente y.

Evidentemente, neste Ultimo paso apareceran varias constantes de integracion arbitrarias que daran
lugar a infinitas solucions particulares da EDP. Se a ecuacion en derivadas parciais esta com-
plementada por condiciéns inicias e condiciéns de contorno adecuadas (como xa estudamos nas
seccions anteriores) poderiamos fixar o valor destas constantes e calcular asi a solucién que cor-
responde a problemas de valor inicial e de contorno que involucran a EDP.

Exercicio. Calcula as soluciéns particulares das seguintes EDPs aplicando o método de separacién

de variables: o2 5 5 5 5 5
u u u U u u
(a) =4— (b) — (c) 2 + 387/ —

i —_— = 0.
Ox? oy’ ox Oy’

Posto que en todo este Tema 8 estamos a traballar con EDPs lineais, o principio de superposicién
que era valido para EDOs lineais (e sistemas de EDOs lineais), tamén se podera aplicar a EDPs
lineais.

Proposicion 8.3.1 (Principio de superposicién). Se uy,us, ..., u, son solucions particulares dunha
EDP lineal homoxénea (con coeficientes constantes ou variables), enton calquera combinacion
lineal

u(z,y) = crur(z,y) + coua(z,y) + -+ + cpun(z, y),
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onde ¢y, co, . .., c, SON constantes, é tamén unha solucion particular da EDP,

No que resta deste tema, este principio de superposicion tamén o aplicaremos formalmenta un
conxunto infinito de soluciéns particulares. Desta forma, se u1, uo, ... son soluciéns particulares, a
serie infinita
00
u(z,y) =Y cui(z,y)

=1

tamén serd unha solucion particular da EDP.

8.3.1 Resolucion da ecuacioén do calor

Vexamos como podemos resolver un problema de valor inicial e contorno involucrando a ecuacion
do calor. O célculo de soluciéns particulares da ecuacion do calor,

ou 0%

ot 022’

tamén se pode realizar mediante separacion de variables. Mais precisamente, podemos resolver
un problema de valor inicial e contorno asociada a ecuacién do calor como o seguinte:

ou  0%u

— = — para (x,t) € (a,b) x (0,t9),

5 = 523 Para (@) € (a,0) x (0.t0)

u(z,0) = ug(z) para x € (a,b),

u(a,t) = 0,u(b,t) =0 parat € (0,ty),

onde, por simplicidade, asumiremos que ug, u, € u, son valores constantes.

Se aplicamos o método de separacién de variables e supofiemos que a solucién u escribese como
un produto de expresions que dependen dunha Unica variable, u(z,t) = X (x)T'(t), obtemos que

X"(x) _T'(t)

X(z) T() =A

Polo tanto, as duas EDOs que deberiamos resolver son
X"(x) — XX (z) =0,
T'(t) — \T'(t) = 0.

Se a primeira EDO onde a incognita é X (x) lle engadimos as condiciéns de contorno, obtemos o
seguinte problema de valor de contorno:

X"(z) = AX(z) =0en (a,b),
X(a) =0, X(b) =0.

3sen entrar a valorar aspectos da converxencia da serie de funciéns que involucra a suma de infinitos termos
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Do mesmo xeito, se calculamos a solucién do PVI asociado a 7'(¢) cunha condicién inicial arbitraria
e constante, c,,, obtemos

T'(t) — AXT'(t) = 0 en (0, ty),
T(0) = cy.

No problema de valor de contorno que involucra a X (z) (como xa fixemos no exercicio 12(a) do
boletin de exercicios do Tema 3), a Unica soluciéon non nula ven dada por

X (x) = sin (W), neN, z € (a,b),

cando A = n?72/(b — a)? paran € N. Substituindo este valor no PVI do que depende a funcion
77.271'2

. . _ -t .. ‘s
T'(t), o célculo da solucién exacta resulta T'(t) = c,e ™ = c,e ¢-=?". En conclusién, as soluciéns
particulares calculadas co método de separacion de variables resulta,

n2n? 4 (mr(m —a)

Up(z,t) = cpe =2 sin b > paran € N.
—a

Se aplicamos o principio de superposicion a este conxunto de soluciéns, obtemos que a nova

solucion particular é
= —nZn? nm(x — a)
u(x,t) = cpe -2 'gin [ ————2 ),
( Y ) Z n b —a
n=1
O ultimo paso consiste en impofier a condicidn inicial orixinal sobre esta solucion particular que se
escribe a través dunha serie:

uo(z) = u(z,0) = g:l Cp Sin (W) .

O célculo dos valores das constantes ¢,, n € N debera realizarse por medio de técnicas de inte-
gracién e representacion de funcions en termos de series de Fourier, procedemento que queda fora
dos contidos deste curso. Sen embargo en casos especiais € posible calcular estes coeficientes
mediante unha inspeccién directa das condicidns iniciais.

Exemplo. Consideremos o problema de valor inicial e contorno anteriormente descrito para a
ecuacion do calor. Calcula a solucién exacta no caso particular no que (a, b) = (0, 7) e a condicion
inicial ven dada por ug(z) = sin(z) — 4sin(5z). ¢Cal é o valor da temperatura w no punto x = 1 e
no instante ¢t = 27

8.4 Exercicios

1. Clasifica as seguintes EDPs atendendo a se son elipticas, parabdlicas ou hiperbdlicas:
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0%u 0%u 0%u 0%u 0%u 0%y
0%u 0%u 0%u 9%u 9%u 0%u
© 522 "%y 02 =" Do away o =0
0%u 9%u 0%u 0%u ou
=9 fy —— — = +2— =0.
© 522 =50y Vasay o o
2. Calcula as soluciéns particulares das seguintes EDPs polo método de separacién de varia-
bles:
0%u 0%u 0%u ou ou
9%y 0%u ou
0*u  Ou Pu
— = = f)az?— + —5 =0.
©rgr =g Oogatiya=0

onde k é unha constante estritamente positiva.

3. Resolve os seguintes problemas de valor inicial e contorno que involucran ecuacions en
derivadas parciais (aplicando o método de separacion de variables e o principio de super-
posicién onde sexa necesario):

0 0?
ai: - 337»1; = 0 para (z,t) € (0,7) x (0,5),
(@) u(0,t) = u(m,t) =0 parat € (0,5),

u(z,0) = sin(z) — 7sin(3z) + sin(5z) para z € (0, 7).
0*u  0%u

o2 + e 0 para (z,y) € (0,1) x (0,2),

O ul0.) = u(t.y) = oparat € (0,2)

[ u(z,0) =0, u(x,2) = sinh(37zx) para x € (0,1).

Pu  *u

%) + E 0 para (z,y) € (0,1) x (0,2),

© | w(0,9) = u(1,y) = 0parat € (0,2),

( u(z,0) = 6sin(107mz), u(x,2) = sin(3rz) paray € (0,1).

*u  O*u
5~ gz — Opara(z,t) € (0,m) x (0,5),

(d) u(0,t) = u(m,t) =0parat € (0,5),
u(z,0) = 3sin(x) — cos(2zx) para z € (0, ).
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