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Prefacio

Presentamos en estas notas la materia impartida en la asignatura Curso Avanzado de FEcuaciones en
Derivadas Parciales dentro del apartado Introduccion a las Ecuaciones Integrales Asociadas a Problemas
de Contorno, en el marco del programa de doctorado METODOS MATEMATICOS Y SIMULACION NUMERICA
EN INGENIERIA Y CIENCIAS APLICADAS del Departamento de Matematica Aplicada de la Universidad
de Santiago de Compostela, durante los cursos 1998-1999 a 2005-2006, con una duracién temporal de
once horas de clase aproximadamente. Al elaborar estas notas, nuestra intencién ha sido la de ayudar
al estudiante a introducirse en el estudio de las ecuaciones integrales desde el punto de vista de su
aplicacion a la resolucién de problemas de contorno asociados a ecuaciones en derivadas parciales y la de
proporcionar una bibilografia basica a partir de la cual el estudiante interesado puede profundizar en el
estudio de los conceptos que en estas notas se indican.

Santiago de Compostela, Octubre de 2006 M.Carmen Muniz - Andrés Prieto
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1. Motivacion.

Sea € un abierto acotado de R™ (m= 2 o 3) cuya frontera se denota por I' (ver figura 1) —su
regularidad se especificard en la seccién 3.3. Uno de los problemas en los que centraremos nuestra atenciéon
es el siguiente:

Dada ug una funcién definida sobre T', encontrar u :  — R tal que satisface

—Au=0 en €,
u=1ug sobrel.

(1.1)

Es sabido que la condicién de contorno del problema anterior se denomina condicién de contorno Dirichlet
m 92

0%u
y Au = Z el es el laplaciano de la funcién u. Veremos que la solucién u del problema anterior se puede

=1 ?

Vy

Figura 1: Dominio acotado 2.

expresar mediante el llamado potencial de doble capa, que no es mas que una integral sobre la frontera
I', dada por

u(w) = [ hlz,)oly) dS,. w9 (12)
r
donde k(x,y) es una determinada funcién llamada kernel —que depende de la EDP del problema y
conocida a priori— , y o es la funcién densidad, definida sélo sobre la frontera, que, a su vez, es solucién
de la siguiente ecuacién
o(x) —2 / k(z,y)o(y)dS, = —2uq(z), z €T (1.3)
r

En las integrales anteriores, la variable de integracién es y y dS, denota el elemento diferencial de
superficie. Las expresiones que son del tipo (1.3) se conocen como ecuaciones integrales pues la incégnita
o se encuentra bajo el signo de la integral. Nétese que la ecuacion integral estd planteada sobre la frontera
T de Q.

La técnica para resolver el problema de contorno (1.1) inicial es la siguiente: primero, a partir del
dato ug se resuelve la ecuacién integral (1.3) y, a continuacién, a partir de su solucién, la densidad o, se
construye la expresién de u dada por (1.2). Veamos algunos ejemplos fisicos:

= Problema electromagnético. Esta técnica se utiliza en el estudio de problemas de contorno
exteriores, esto es, planteados, por ejemplo, en el dominio no acotado Q¢ := R™\: encontrar u
definida en ¢ tal que satisface
{ —Au=0 en Q°,

u=ug sobrel.

En los casos de problemas exteriores a estas ecuaciones se les debe anadir una condicién asintética
que garantiza cierto comportamiento de la solucién cuando |x| — 400 —el nimero real |z| repre-
senta la norma Fuclidea del vector posicién del punto z € R™—. Por ejemplo, para el laplaciano
en dos dimensiones esta condicién se escribe como

1
u(@)| < a+bInfa] + e, o] — +oc,

]



uniformemente en todas las direcciones z/|x|, donde a, b y ¢ son constantes. Un ejemplo de esta
situacién se produce cuando la funciéon u representa el potencial electromagnético que se deriva de
las ecuaciones de Maxwell (ver, por ejemplo, [1]).

Las ventajas de estas técnicas aplicadas a problemas de contorno exteriores son evidentes: permiten
construir explicitamente soluciones de problemas de contorno planteados en dominios no acotados
previo estudio de una ecuacién integral planteada en la frontera de dicho dominio.

Problema actstico. Otro ejemplo de estos problemas exteriores aparece al estudiar la propagacién
de ondas acusticas en un fluido. En este caso, el laplaciano es substituido por la ecuacién de
Helmholtz (ver Colton-Kress[3], Nédélec[12]) y el problema resulta ser: encontrar u definida en Q¢
tal que satisface

—Au—rk*u=0 en Q°,

u=uq sobre I,

junto con la llamada condicién de radiacién de Sommerfeld
C
r2’

— —iku| <

or

r=|z| — +o0,

siendo k el nimero de onda.

Problema térmico. Otro ejemplo de problema de contorno que se modela mediante una ecuacién
integral es la radiacién térmica en un cavidad cerrada. En efecto, supongamos que un cuerpo situado
en (), conductor de calor, posee en su interior un recinto cerrado cuya frontera denotamos por X.

En esta frontera se verifica
ka—T = J — R sobre X,
ov
siendo T la temperatura, k la conductividad térmica, J y R la irradiacién y la radiosidad de la
superficie, respectivamente; el vector unitario normal a ¥ y exterior al conductor {2 se denota por
v. Se define la irradiaciéon como la rapidez a la que la radiacién incide sobre una superficie desde
todas las direcciones por unidad de area, mientras que la radiosidad es la rapidez a la que sale la
radiacion de la superficie debido a la emisién y reflexion, en todas las direcciones por unidad de

drea, (ver [7]). Para superficies difusas y grises, la radiacién emitida se escribe como
R(z) = eaT*(x) + (1 — €)J ().

El primer sumando corresponde a la ley de Stefan-Boltzmann y el segundo a la parte reflejada de
la radiacién, e representa la emisividad (0 < e < 1) y o la constante de Stefan Boltzmann. La irra-
diacién, J, sobre un punto de la frontera X, depende sélo de la radiosidad emitida por las diferentes
partes de dicha frontera, es decir:

J(z) = / F(z.y)R(y)dS,,

siendo F'(z,y) el factor de vista entre los puntos = e y de X. Si la cavidad es convexa, el factor de
vista (o de forma) entre los puntos z e y de X se define:

Ve (y — ) vy.(z—vy)

F(a,y) = o pR— ;

donde v, y v, son los vectores normales en los puntos x e y, respectivamente. Por tanto, la radiosi-
dad queda:

R(z) = eaT*(z) + (1 —¢) /z F(z,y)R(y)dSy, =€ 3.

En consecuencia, conocida la temperatura en ¥, la radiosidad R(z) es la solucién de la ecuacién
integral

R(z)— (1—2) /E Fla,y)R(y)dS, = coT(x), o €.



2. Clasificacién de las ecuaciones integrales.

Definicién 2.1. Una ecuacién integral' es aquella ecuacién cuya incégnita se encuentra bajo el signo
integral.

La ecuaciones integrales surgen de forma natural en Anélisis. Por ejemplo, dado el problema de valor

{ y'(x) = f(z,y), © 20,

inicial
y(zo) = yo,

donde (zg, o) es un dato del problema, integrando la primera de las ecuaciones y usando la condicién
inicial, se tiene

/ v(rar = [ F(ry(r)dr,

por tanto, resulta la expresién

y() = yo + / " fr,y(m)dr, (2.1)

siendo ésta una ecuacion integral ya que la funcién incégnita y aparece bajo el signo integral.
Las ecuaciones integrales pueden clasificarse atendiendo a diferentes criterios:

* Atendiendo al dominio de integracion,

= E.I. de Fredholm. La integral se plantea sobre un conjunto fijo de R ya sean curvas,
superficies,. . . Como ejemplo, ver (1.3).

= E.I. de Volterra. El dominio de integraciéon depende de la variable independiente, por ejem-
plo, de la variable espacial ‘z’ en (2.1).

* Atendiendo a la posicion de la funcién incognita,

= E.I. de primer tipo. La funcién incégnita aparece sélo dentro del signo integral. Un ejemplo
es

ud(:v):/rk(w,y) u(y) dSy,

donde u es la funcién incégnita y tanto ug como k son conocidos.

= E.I. de segundo tipo. La funcién incoégnita aparece dentro y fuera del signo integral. Por
ejemplo, ver (1.3).

* Atendiendo a la linealidad respecto de la funcién incognita,

= E.I. lineal. La ecuacién integral es lineal respecto de la incégnita. Un ejemplo de este caso es
(1.3).

= E.I. no lineal. La ecuacién integral es no lineal respecto de la incégnita. Un ejemplo es
uile) = [ b,y 0)as,,
r

con k(x,y,u) = 2% + y? + u?.
* Atendiendo al tipo de integral,
= E.I. regulares. La integral existe como integral usual.

= E.I. débilmente singulares. La integral existe como integral impropia.

= E.I. fuertemente singulares. La integral se define mediante regularizaciones especiales,
como el valor principal de Cauchy, (ver capitulo 7 de Hackbusch[6] y de Kress[9]).

1Este apartado se ha tomado de Hackbusch6].



Los ejemplos siguientes ilustran la clasificacién anterior.
Ejemplo 2.1. La ecuacion N
7(2) = uala) + [ klz,y)o()dy
es una E.I de Volterra, de 2° tipo, lineal. '
Ejemplo 2.2. La ecuacién N
wi(e) = [ kog)ote)dy,
es una E.I. de Volterra, de primer tipo y lineal. '

Ejemplo 2.3. La ecuacion de Abel,

uite) = [ 7y,

es una E.I. de Volterra, de primer tipo, lineal y débilmente singular.

Ejemplo 2.4. En el problema (1.1) se llega a la ecuacién integral

o(x)—2 /Fk(x,y) o(y)dSy = —2uq(x), z€T. (2.2)

Es una E.I. de Fredholm, de segundo tipo, lineal y débilmente singular. Esto tltimo se debe a que, en
dimension 3, la funcién kernel asociada al laplaciano viene dada por

11
k = — .
(@,y) = P

3. Teoria de Riesz-Fredholm.

Hasta este momento se han introducido formalmente las ecuaciones integrales, como la ecuacién (2.2).
A partir de ahora se intenta desarrollar una teorfa abstracta? en la que se puedan enmarcar este tipo de
ecuaciones. Dados dos espacios funcionales X e Y, se define el operador K como

K: X — Y
o ~ Ko

tal que
(Ko)(@) =2 [ ko) 7()d5,.

Por tanto, si se denota f(z) = —2ug(x), la ecuacion (2.2) puede reescribirse de la siguiente forma
o(x) — (Ko)(z) = f(z), z €T,

o bien, como la ecuacién funcional
Lo:=(I—-K)o=f. (3.1)
Si el operador K es compacto, la existencia y unicidad de este tipo de problemas se estudia aplicando la

teorfa de Riesz-Fredholm. Nétese que la existencia y unicidad de solucién de la ecuacién funcional (3.1)
puede estudiarse de forma equivalente mediante la existencia del operador inverso L™

= Si para cada f € L(X) := {Lyp; ¢ € X}, existe un unico ¢ € X con Ly = f entonces L se dice
inyectivo y puede definirse el operador inverso L=! : L(X) — X como L~'f := . El operador
inverso tiene dominio L(X) y rango X. Verifica ademds que L™'L=Ten X e LL™! =1 en L(X).

s L:X — L(X) es sobreyectivo si L(X) =Y.

= Finalmente, el operador se dice biyectivo si es inyectivo y sobreyectivo, es decir, si el operador
inverso L' : Y — X existe.

2Este apartado se ha tomado de Kress[9].



3.1. Operadores acotados.

Definicién 3.1. Sean X, Y dos espacios vectoriales, un operador A : X — 'Y se dice lineal si

Alap + pY) = adp + BAY,
para todo p,v € X y para todo o, B € R.

Definicién 3.2. Sean X, Y dos espacios normados, un operador A : X — 'Y se dice continuo en ¢ € X
St

lim Ap, = Ap,

n—oo

para toda sucesion (¢n,) C X tal que
lim ¢, = ¢,

n— oo

es decir, se verifica que || Ap, — Apl|ly, —— 0 para toda sucesion (¢,) C X tal que ||¢, — ¢|| x —— 0.
n—oo

n—oo

Definicién 3.3. Sean X, Y dos espacios normados, un operador A : X — Y se dice continuo si A es
continuo para todo p € X.

Proposicién 3.1. Sean X, Y dos espacios normados, un operador lineal A : X — Y es continuo si y
solo si lo es en un unico elemento de X.

Demostracion. Supongamos que A es continuo en ¢y € X. Tenemos que probar que A es continuo en ¢,
para cualquier p € X. Sea una sucesién (¢,) cuyo limite es ¢, entonces

Apn = Alpn — ¢ + @o) + Alp — @o) — Apo + A(p — o) = Ay,
dado que (¢, — ¢ + ¢0) — @o- O

Definicién 3.4. Sean X, Y dos espacios normados, un operador lineal A : X — Y se dice acotado si
existe una constante positiva C' tal que

[Aglly < Cllellx

para todo p € X. Cada constante C' para la que la desigualdad anterior se cumple se dice que es una cota
para el operador A. (Nétese que estamos utilizando ||-|| y para la norma en X y ||-||y para la norma en
Y).

Proposicién 3.2. Sean X, Y dos espacios normados y A : X — Y wun operador lineal. A es acotado si
y solo st
[A]l == sup [|Aglly < +o0. (3.2)
pllx<1
Demostracion. (=) Supongamos que existe una constante C' > 0 tal que [[A¢|y < C|l¢|ly para todo
@ € X, luego para todo ¢ € X tal que ||¢| y <1 se verifica que |Ayp|ly- < C, por tanto

sup{[[A¢lly; ¢ € X, llollx <1} < +oc.

(«<=) Reciprocamente, supongamos que sup |[[Ay|ly, < +o0. Sea ¢ € X, ¢ # 0 y tomemos ¢ = ”ww” .
lellx <1 X
Dado que [|¢]|y =1 entonces
[Aelly <Al
teniendo en cuenta que A es lineal se deduce
[AY]ly < [[All ]l x »
para todo ¥ € X —para ¢ = 0 se verifica trivialmente dado que A0 = 0. O

Definicién 3.5. Se denota por L(X,Y) al conjunto de los operadores lineales y acotados del espacio
normado X en el espacio normado Y .



Se demuestra que L£(X,Y) es un espacio normado con la norma (3.2). Ademds, se verifica que si Y es
un espacio de Banach entonces £(X,Y’) también es un espacio de Banach.

Proposicién 3.3. Sean X, Y dos espacios normados y A : X — Y wun operador lineal. A es acotado si
y solo si aplica conjuntos acotados de X en conjuntos acotados de Y .

Demostracion. (=) Supongamos que A es acotado, entonces existe una constante C' > 0 tal que

[A¢lly < Cliellx

para todo ¢ € X. Tomemos un conjunto arbitrario U C X acotado, es decir, existe una constante M > 0
tal que ||ul|y < M para todo u € U. Entonces

|Aully < Cllully <CM, YueU.

(<=)Reciprocamente, supongamos que A aplica conjuntos acotados de X en conjuntos acotados de Y.
Como {¢: |l¢|ly <1} C X es un conjunto acotado, por hipdtesis {Ay : ||¢|yx < 1} C Y también lo es,
por tanto, {||A¢lly : [l¢]lx <1} CR es acotado y, en consecuencia, admite supremo finito,

sup ||Aplly < 4o0.
llell x <1

O

Teorema 3.1. Sean X, Y dos espacios normados y A : X — Y un operador lineal. A es continuo si y
solo si A es acotado

Demostracion. (<) Supongamos que A es acotado y sea una sucesién (¢,) en X tal que converge a 0.
Dado que [|[Ag,|ly < C|l¢nllx deducimos que la sucesion (Ag,) — 0. Por tanto, A es continuo en ¢ = 0,
y por ser lineal, continuo en todo punto de X.

(=) Por reduccién al absurdo. Supongamos que A es continuo y no acotado, por tanto,

Vn €N, Jp, € X; [[Apully > nllonllx, (3.3)

por tanto, la sucesién (1) := (¢n/ ||¢nll ) verifica que ||, ||y =1y [[Av¥y|y > n —ndtese que ¢, # 0

para que se verifique la desigualdad de (3.3). Consideramos ahora la sucesién (¢,,) := (¥ / | A¥n|ly), €s

evidente que (¢,) —— 0, y como A es continuo (A¢,) —— A0 = 0, lo que es una contradiccién con
n—oo n—oo

que [|A¢n|ly =1, para todo n. En consecuencia, A es acotado. O

Teorema 3.2. Sean X, Y y Z tres espacios normados, A: X —Y y B:Y — Z dos operadores lineales
acotados. Entonces la composicion Bo A: X — Z es un operador lineal acotado y | BA|| < ||A| ||B]|-

3.2. Operadores compactos.

Definicién 3.6. Sean X, Y dos espacios normados y A : X — Y un operador lineal, A se dice compacto
st aplica conjuntos acotados de X en conjuntos relativamente compactos de Y .

Recordemos que, por definicién, un subconjunto U de un espacio normado Y es relativamente com-
pacto si su clausura es compacta lo que equivale a decir que toda sucesion de elementos de U contiene
una subsucesion convergente en Y.

Teorema 3.3. FEl operador lineal A : X — Y es compacto si y sélo si para cada sucesion acotada (¢p,)
en X, se verifica que la sucesion (Ap,) posee una subsucesion convergente en'Y .

Ejemplo 3.1. SiQ es un subconjunto abierto acotado de R™ y 0 es de clase C!, se verifica que la inyec-
cion de WHP(Q) en LP (Q) para 1 < p < n, p* = n”—_pp es continua, es decir, |[ul| o o) < Cllullwir@))-
El teorema de Rellich-Kondrachov establece que la inyeccion de WYP(Q) en LI(2) es compacta para
1 < g < p* (ver Brezis[2], pdg. 169, Fvans[5], pdg. 272). En particular, paran = 3, p =2 y p* = 6
se verifica que la inclusion H'(Q) C Li(Q) es compacta para 1 < q < 6, por tanto, toda sucesion (uy,)

acotada de H*()) posee una subsucesion (uy, ) convergente en LI(12).



Dado que los conjuntos relativamente compactos son acotados, se verifica el siguiente resultado
Teorema 3.4. Los operadores lineales y compactos son acotados.
Ademis, es facil demostrar
Teorema 3.5. Combinaciones lineales de operadores lineales y compactos son compactos.

Por tanto, denotando por (X, Y') al conjunto de operadores lineales y compactos, se verifica que (X, Y)
es un subespacio vectorial de £(X,Y).

Teorema 3.6. Sean X, Y, Z tres espacios normados y sean A : X — Y y B:Y — Z dos operadores
lineales y acotados. La composicion Bo A : X — Z es compacta si uno de los operadores A o B es
compacto.

Teorema 3.7. Sea X un espacio normado e Y un espacio de Banach. Sea una sucesion de operadores
A, X =Y lineales y compactos tales

sup [ Ang — Aglly = |4, — A ——0, (3.4)

el x <1
siendo A : X —'Y un operador lineal, entondes A es compacto.
Por consiguiente, si Y es un espacio de Banach, K(X,Y") es un subconjunto cerrado de £(X,Y).

Teorema 3.8. Sean X, Y dos espacios normados y A: X — Y un operador lineal y acotado con rango
A(X) de dimension finita, entonces A es compacto.

La demostracién de este teorema estd basada en el teorema de Bolzano-Weierstrass que establece que
todo subconjunto acotado y de dimension finita de un espacio normado es relativamente compacto.

Teorema 3.9. El operador identidad I : X — X es compacto si y sélo si X tiene dimension finita.

Como consecuencia de los teoremas precedentes, si X es de dimensién no finita, la inclusién (X, X) C
L(X,X) es estricta. Este resultado justifica el estudio de ecuaciones integrales de primer y segundo tipo
puesto que, para un operador compacto A, las propiedades de A y I — A son diferentes. Ademas, el
operador compacto A no puede tener un operador inverso acotado a no ser que X sea de dimensién
finita.

Ejercicio 3.1. Buscar un ejemplo que ilustre el hecho de que el operador I : L?(Q) — L?(Q) pertenece
a L(L*(Q), L3(Q)) pero no a K(L*(Q), L3(£)).
Solucidén: Sea Q = (—1,1) y la sucesion (@), dada por

vVnlx+n si—%gxg(),
on(x) =9 V=nPz+n si0<z<i
0 en otro caso.
Se verifica que
lenllr2) =1, Vn, (3.5)

por tanto, la sucesion estd acotada en L?(Q). Veamos que no puede tener una subsucesién convergente
en L2(Q). En efecto, si la subsucesion (pn, ) fuese convergente a o en L*(Q) existiria una subsucesién
de esta, (¢, ), convergente a @ c.p.d. en §). De la definicion de la sucesion se deduce que ¢ =0 c.p.d.
en Q, lo cual es una contradiccion con (8.5).

Ejercicio 3.2. Probar que el siguiente operador es compacto,

A L2Q) — LX(Q)
f ~ A(f) =u,

siendo u la solucion del problema:



Hallar uw € V tal que

/ Vu-Vzdx= | fzdzx, Vz€V, (3.6)
Q Q

siendo V = {v € H'(Q) : wr, =0} (ver figura 2).

Solucién: se sabe que la composicion de operadores continuos, si uno de ellos es compacto, es com-
pacta. Bastara probar que la aplicacion que a cada f € L?(Q) le asigna la solucién del problema anterior,
es continua. Debido a que la inclusion H*(Q)) C L?(Q) es compacta, entonces el operador A, composicion
de estas dos aplicaciones, es compacto.

Veamos entonces, que u depende continuamente del dato f. Tomando z = u en (3.6) como funcion
test y aplicando la desigualdad de Poincaré (ya que suponemos que la medida de T'y es positiva) obtenemos

lully < ClIVulliz@) < Cllfllc2@llully,

donde C > 0. Simplificando la expresion obtenemos ||lully < C||f|lz2(q)-

I

Figura 2: Dominio 2 del ejercicio 3.2.

3.3. Operadores integrales débilmente singulares. Propiedades.

Sea I' = 99 la frontera de un conjunto Q C R™ abierto, acotado, conexo y de clase C2. Se considera el
espacio
CT)={¢:T =R ,¢ continua},

que dotado de la norma

lelloe = méx|p(2)],

es un espacio de Banach (C(T) ). Se define el operador integral

oo

K: cT) — c()
@ ~ Ko
tal que
(Kp)(@) == / k() 9(y) Sy, = €T (3.7)

siendo dSy el elemento de superficie en el punto y y k£ un kernel continuo o débilmente singular.

Definicién 3.7. FEl kernel k se dice débilmente singular si estd definido y es continuo para todo (x,y) €
I'xT conx #y, y ademds si existen dos constantes positivas o y M, a € (0,m — 1] tales que

M

|m—1—a )

k(z,y)| <
lz —y

(3.8)

para todo (z,y) € T x T, x #y. (Ndtese que m es la dimension del espacio Q C R™).



Esta acotacién se utiliza para probar la existencia de (3.7) como integral impropia. Nétese que m —
1—a>0,pues ae (0,m—1].

Nota 3.1. Ndtese que si k es débilmente singular entonces I;(x,y) = k(y,x) es también débilmente
singular.

Teorema 3.10. Si el kernel k es continuo, el operador (3.7) es un operador compacto en (C(T), ||-||)-

Demostracion. Tenemos que probar que el operador lleva conjuntos acotados en conjuntos relativamente
compactos. Consideremos un conjunto U C C(I') acotado en C(I') entonces probemos que K(U) es
relativamente compacto. Para ello utilizamos el teorema de Ascoli- Arzela que afirma que un conjunto es
relativamente compacto si y sélo si es acotado y equicontinuo. En efecto, sea U C C(T") tal que ||p||, < M,
YV € U, veamos primero que K (U) es acotado

[(Kp) ()] S/FIk(fmy)\ ()l dSy < Cliell

con C = || mé>lg |k(x,y)|, donde |I'| denota la medida de I'. Por tanto, el operador K es acotado y, en
T,y€

consecuencia, K (U) estd acotado.
Finalmente, probemos que K (U) es equicontinuo: dado que k es uniformemente continuo en I" x T
—pues k es continuo y I' x I compacto—, Ve > 0,3§ > 0 tal que si |z — 2’| < d entonces

‘k(xay)_k(xlvy” < VyEI‘

_c
MT|’
Por tanto si ¢ € U,

Ko(z) — Ko(a')] = | [ kean) = ke ) etw) a5,

<ol / (k(z,y) — k(e 9)| dS, < e,

Ve, o' €T, |z —2'| < d, Vo € U, lo que concluye la demostracion. O

Teorema 3.11. Si el kernel k es débilmente singular, el operador (3.7) es un operador acotado en
€M@, [llo)-

Demostracion. Demostramos el teorema para m = 3; la condicién (3.8) se utiliza para verificar la exis-
tencia de la integral impropia que define el operador (3.7) cuando el kernel es débilmente singular. Nétese
que si m = 3 entonces « € (0,2].

Para un R > 0 fijoy € ', consideramos el conjunto (ver figura 3)

Sm,R = {y € Pa |£L’ - y| < R}v (39)

por lo que la integral (3.7) puede calcularse

2

Figura 3: S; r C T

[ ey owis, = [ kaw) e, + [ ke e)ds, (3.10)
T Sz, R

\Sz,r



En el conjunto I' \ S; g se tiene |z — y| > R entonces

1 1
‘Q? _ y|2—a — R2—a’

(3.11)

dado que 2 — « > 0; por tanto, de la ltima integral de (3.10) se deduce

/ k(z,9) oly) dS,
T\Sz,r

T S S [ 5=
x,R

P\ Skl < llello MR D]

< / (. )| o(y)] dS, <
F\SIR

IN

lelloe M

= ol M

Por otro lado, utilizando que la frontera es de clase C2, si denotamos por v, y v, los vectores unitarios
normales a I' y exteriores a {2 en los puntos x e y, respectivamente, se verifica que existe un niumero
R € (0,1] tal que

Vg Uy > Va,y €T tal que |z —y| < R. (3.12)

57
Esto implica que S; r puede proyectarse biyectivamente sobre el plano tangente a S; r en el punto
x. Para simplificar los cédlculos supondremos que dicho plano tangente es horizontal, por lo que una

parametrizacién de S, g utilizando coordenadas polares es
(p,0) € (0,R] x[0,27) — y = (x1 + pcosb, x2+ psinb, xz+ g(pcosb, psind)) (3.13)

para una determinada funcién g dos veces continuamente diferenciable. Los vectores tangentes a la su-
perficie son

T, = (cos®, senf, g cosf + Orgsend),
T9 = (—psend,pcosf,—01gpsend + dagp cosb).

El vector normal a la superficie es
Tp A Ty = (_palga _paQ.gap) )

de norma

7o ATl = p /14 (019) + (D29)*.
Nétese que v, = (0,0,1) y vy = (T, ATg)/ |7, A To| de donde

|T ATQ\:VI.(TPATH): p
P 7 Vg vy

Usando (3.12) se deduce
|7, ATl < 2p.

Ademas se verifica

|z =yl =/ (pcos ) + (pcosh)? + g(pcos b, psin ) = \/p? + g* > p,

de donde

[ e ewis,| < [ Izl lew)]ds, <
Sr Sr

1 2 T, NTy
< ol [ s, <ol [ [T AT AT g, <
R r27 R 2w
2p P
S T A - RSV e
o Jo P o Jo P

R R®
Il w21 [ 9% dp = gl A
0

10



aplicando que « > 0. Por tanto, la integral (3.7) existe como integral impropia y

1K ¢l < Cllell,
con C =M R*™2 || + 4n M E-. O
Teorema 3.12. Si el kernel k es débilmente singular, el operador (3.7) es un operador compacto en
€@, [llso)-

Demostracion. Demostramos el teorema para m = 3 y utilizamos el teorema 3.7. Consideramos la funcién
h:[0,+00) — R definida por (ver figura 4)

0, 0<t<1/2,
h(t):=4¢ 2t—1, 1/2<t<1,
1, 1<t < +o0,

y para n € N definimos los nicleos continuos k,, : I' x I' — R por

h(t)

NI

Figura 4: Funcién h
hinlz —y|) k(z,y), =« ,
ton (2, 9) ::{ 0( [z = y]) k(z,y) xiz

El correspondiente operador integral K, : C(T') — C(T") definido por

(Kop) () = / Fnl,y) 0(4)dS,.

es compacto por el teorema 3.10 ya que k,, es continuo para todo n € N. Veamos que K,, tiende a K en
la norma de £(C(T'),C(T")). En efecto, ndtese que

h(nlz —y[) =0 < |z—y[<1/(2n),
hinjlr—yl)=1 < |z—y|>1/n.

Sea x € I" y el subconjunto de I'
1
Sy1 :{yel":|x—y|<},
‘n n

11



entonces

|(K)(x) — (Knp)(z)| = w(x)k(x,y)dsy—/Fw(x)kn(x,y)dsy

p(x) (k(z,y) = kn(2,y)) dSy

_ /S p(@)k(z,y) (1 - h(n|z — y|))dS,

lp(@)| [k(z, y)] 1 = h(n|z —y[)| dS,

IA
o

IN

1
||90||00M/ —— s 45y
1 |aj _y‘

Ty
Para m = 3 y andlogamente a la demostracién del teorema anterior

1

2—a
oL |fE - y|
n

< Lol tmt (1)

« n

mam—m¢M|snmeL as,

Luego {K, ¢} converge a K de forma uniforme en I', es decir,

4rM 1
1Ko — Knpll. = sup |Ke() — Kng(a)| < 1Pl 4T 1
z€l a e
y 4rM 1
m
|K — Kyl = sup [[K¢— Kyl < —.
o<t P

Por lo tanto K,, —— K y dado que K, son operadores compactos y K es lineal se concluye que K es
n—oo

compacto.

Nota 3.2. Dado que K, o —— K¢ uniformemente deducimos Ky € C(T).
n—oo

O

Nota 3.3. La propiedad (5.12) se deduce del siguiente lema, demostrado en Colton-Kress[3], pdg. 35, y

que a menudo se utiliza para probar que un kernel es débilmente singular
Lema 3.1. SiT es de clase C?, existe una constante L > 0 tal que

2
L|Z'—y| )
Ll|x—yl,

Ve - (= y)|

<
Ve —vy| <

para todo x,y € T'.

Ndtese que (3.14) hace referencia al hecho de que el vector x —y es “casi” ortogonal al vector v,

cuando x estd cerca de y, ver figura 5.

Ejercicio 3.3. Probar que los siguientes kernel son débilmente singulares:

1 1 -1
1. Param =2, k(x,y) = Tlnﬁ: Tln\z—y|.
T |r—vy 7r

12



Vg

Figura 5: Geometria del lema 3.1.

1 1
2. P =3,k =——.
ara m ) (xay) A7 |1,_y|
0 1 1
3. Param=2,k(z,y) = — [ —ln——— ).
ov, \21 |z —y|
~ 0 1 1
. P =2k = —1
P I A
0 1 1
5 P =3, k(z,y) = — | — .
=3 = 5 (5 )
~ 0 1 1
6. P =3, k(z,y) = —
e @) M, (47T |z —y|>
Solucién:
1. Evidentemente, k es continuo en (z,y) si © # y; veamos que existen dos constantes M > 0y
a € (0,1] tales que
|k(z,y)| < W7 V(z,y) e xT, x £y
con lo que se prueba que k es un kernel débilmente singular. En efecto, teniendo en cuenta que la
funcién f(s) = s?In(s), con B € (0,1), es continua y, por tanto, acotada en un intervalo [a, b] con
a > 0 (ver figura 6) y, adem4s, h’m+ f(s) =0, se verifica
s—0
‘55 In(s)| < M, s € [a,b], a>0.
Luego, tomando s = |z — y| obtenemos
M
k(a,y) < ——.
[z -yl
En este caso « = 1 — § € (0,1]. Nétese que, dado que la frontera I' estd acotada, basta tomar
b= mix |z —y|.
z,yel’
2. Evidentemente, k es continuo en (z,y) si « # y y la acotacién es trivial con M = 1/47 y o = 1.
3. Noétese que

k(%y):ao 1):v 1 #'Vyv

n n
vy \ |z —yl T e =y

donde V, denota el gradiente respecto de la variable y. Ademds

1 r—y

n = ;
|z -y |:L‘—y\2

yl

13



f(s)

Figura 6: f(s) = s2 In(s).

con lo que
1 z—y
k(z,y) =

vy.

27 |z — y|?
Teniendo en cuenta que I' es de clase C?, por el lema 3.1 obtenemos

1 Tr—y
k(z,y)|= - |——5 V¥
|z —yl

=5 v

57

1 1
= ———s|(x—y) vy <
o IR

En este caso M = L/2r y a = 1.

. Nétese que existe la siguiente relacion entre este kernel y el del ejercicio anterior

~ 1 y—x
k(xvy):k(yvx)zi Q'V;c-
27 |y — x|
Por tanto, teniendo en cuenta que |y — x| = |z — y|, que T es de clase C? y el lema 3.1 tenemos
~ 1| y—=x 1 1 L
TR 'L S R W R YN
i) o =P | T oy e Y S e

En este caso obtenemos de nuevo M = L/27 y a = 1.

k(%y)_l 3( ! >=1V1 Vy.

" dm v, \ |z — ar Yz —y|

Veamos que existen constantes M > 0y « € (0, 2] tales que

. En este caso

con lo que se prueba que es un kernel débilmente singular. Como
1 ]

o=yl |z —y*

entonces, teniendo en cuenta la regularidad de la frontera y el lema 3.1, obtenemos

1 1 L

=———=(x—y) vyl <
whrlem

1 r—y
k(z,y)l= —|——5 Vv
|z —y|

== y

dm |z —y|’
En este caso obtenemos de nuevo M = L/4w y a = 1.

. Este ejercicio se resuelve de forma anéloga al ejemplo anterior. Dejamos la verificacién de la cota
como ejercicio inmediato (basta tener en cuenta que k(x,y) = k(y, x)).

14



3.4. Teoria de Riesz, sistemas duales y teoria de Fredholm: introduccién.

Dada la ecuacién (3.1) donde f € C(T), nuestro objetivo® es estudiar si dicha ecuacién tiene solucién
o € C(T') y si dicha solucién es tnica, suponiendo que el operador K es compacto. Se utiliza para ello
la teoria de Riesz-Fredholm que puede considerarse como una extensién de la teoria de las aplicaciones
lineales en espacios de dimension finita. En efecto, supongamos que I : R™ — R es la aplicacién identidad
y K : R™ — R" es una aplicacién lineal, entonces la ecuacién (3.1) queda

Lyyno = (Inxn - Knxn)o' =f, (316)

donde I,,«, es la matriz identidad y K, «, es la matriz asociada a la aplicaciéon K. Asimismo, el dato f
y la incégnita o a determinar son vectores de R™. Pueden suceder dos casos:

a) Si el rango de L es n (por tanto, dim (ker(L)) = 0) entonces el sistema lineal (3.16) tiene solucién
Unica y viene dada por
o=L""f (3.17)

b) Si el rango de L es menor que n
rango (L) =1 <mn, (3.18)

por tanto dim (ker(L)) = n —r. En este caso, el sistema puede tener solucién o no: tiene solucién si
y sblo si f € Img (L).

La teoria de Riesz generaliza esta situacion al caso de espacios normados y operadores compactos. Nétese
que en el primer caso a) la unicidad implica la existencia de solucién; en efecto, la solucién de la ecuacién
homogénea L,«, o = 0 se estudia al probar unicidad de la ecuaciéon L,x,o0 = f. Si ¢ = 0 es la
tnica solucién de la ecuaciéon homogénea se habra probado unicidad de solucién no sélo para la ecuacién
homogénea sino también para la no homogénea.

Ademas, se habra probado que el rango de L, x, es n, siendo de este modo la matriz invertible, y, en
consecuencia, existird la solucién de la ecuacién no homogénea que viene dada por (3.17).

Sin embargo, la teorfa de Riesz no establece condiciones de existencia de solucién en el segundo caso b),
a lo cual se responde en el teorema de la alternativa de Fredholm. En este segundo caso, si denotamos
por K}, ala matriz traspuesta de K, x,, €l teorema de la alternativa establece que el sistema tiene

solucion si y sélo si
(f,v) =0, (3.19)

para todo v € ker(I — K*), es decir, para todo v tal que K*v = v. Se verd que (-,-) denota en general
una forma bilineal no degenerada que, en este ejemplo particular, es el producto escalar de dos vectores.
Asimismo, trabajaremos con el operador adjunto en el marco de un sistema dual, K*, siendo en este
ejemplo la matriz traspuesta.

3.5. Teoria de Riesz.

Estudiamos la ecuacién®

p—Kp=F, (3.20)

donde K : X — X es un operador lineal y compacto, con X un espacio normado. Denotamos por I al
operador identidad y L =1 — K.

Teorema 3.13 (Primer teorema de Riesz). FEl nicleo del operador L,
ker(L) :={p € X : Ly =0}, (3.21)

es un subespacio de X de dimension finita.

3Este apartado se ha tomado de Pipkin [13] y Kress [9].
4Este apartado se ha tomado de Kress [9], donde se encuentran las demostraciones de los teoremas.



Teorema 3.14 (Segundo teorema de Riesz). El rango del operador L,
L(X):={Lp: v X}, (3.22)
es un subespacio cerrado de X.

Teorema 3.15. En las condiciones anteriores, L es inyectivo si y solo si L es sobreyectivo. Ademds, si
L es inyectivo entonces el operador inverso

L'=(I-K)":X—X, (3.23)
es un operador acotado.
Nétese que, en este caso, el problema (3.20) tiene solucién tnica dada por ¢ = (I — K)~! f.

Corolario 3.1. Si la ecuacién homogénea sdlo tiene la solucion trivial (p — Ko = 0 = ¢ = 0), el
operador L es inyectivo lo que equivale a ser sobreyectivo. En este caso, se verifica que para todo f € X,
la ecuacion no homogénea ¢ — Ky = f tiene solucion unica con p € X.

Corolario 3.2. En las condiciones anteriores, si L no es inyectivo entonces el nicleo ker(L) tiene
dimension finita y el rango L(X) C X es un subespacio cerrado.

Corolario 3.3. Si la ecuacion homogénea tiene una solucion no trivial, entonces tiene un numero finito
de soluciones linealmente independientes o1, ...,pn. Ademds, en este caso, la ecuacion mo homogénea
puede tener solucion o no. En caso de tenerla, su solucion general es de la forma,

n
o=0+) arpk, (3.24)
k=1
donde ag, k=1,...,n son escalares, pr, k=1,...,n son las soluciones linealmente independientes de

la ecuacion homogénea y @ es una solucion particular de la ecuacidon no homogénea.

3.6. Formas bilineales y sistemas duales.

Aunque normalmente la teoria de Fredholm se introduce en relacién al espacio dual (ver Brezis[2]), aqui se
presenta en el marco de sistemas duales asociados a formas bilineales no degeneradas, mas apropiada para
el estudio de ecuaciones integrales debido a su estructura simétrica.

Definicién 3.8. Sean X y Y dos espacios vectoriales reales®. Una aplicacion (-,-) : X x Y — R se
denomina forma bilineal si

(11 + o2, ) = a1{p1,9) + az(p2, V), (3.25)

(@, Brb1 + Batha) = Bilp, 1) + Ba(p, a), (3.26)
para todo P, P1,P2 € X; ¢7¢17¢2 ey ) a17a27ﬁla61 eR.

Definicién 3.9. Se dice que la forma bilineal (-,-) es no degenerada si para cada ¢ € X con ¢ # 0 existe
Y €Y tal que {p, ) #0; y para cada ¢ €Y, ¢ # 0 existe p € X tal que {p, ) # 0.

Definicién 3.10. Se denomina sistema dual a dos espacios normados X eY, equipados con una forma
bilineal no degenerada. Se denota por (X,Y).

Ejemplo 3.2. Consideremos los espacios X =Y = C(T') y la aplicacion

(o, ) = / o(@)(z)dS. (3.27)

5En Kress[9] se desarrolla esta teorfa para espacios vectoriales sobre C
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De forma inmediata se comprueba, empleando la linealidad de la integral, que la aplicacidn (-,-) es una
forma bilineal. Trivialmente es no degenerada dado que para cada ¢ € C(I'), p # 0, basta tomar la propia
funcion ¢ para que se verifique que

(o1 0) = / o (@)p(x)dS #0. (3.28)

Por tanto (C(T'),C(I")) es un sistema dual.
Ejemplo 3.3. Sean X =Y =R" y como forma bilineal se define el producto escalar usual,
(@, y) =x'y = iy (3.29)
i=1
Es trivial comprobar que (R™,R™) es un sistema dual.

Nota 3.4. Dado un espacio de Hilbert X wverifica que (X, X) es un sistema dual al tomar como forma
bilineal no degenerada el producto interior del espacio de Hilbert.

Definicién 3.11. Sea (X,Y) un sistema dual. Dos operadores A: X — X y
B:Y —Y se dicen adjuntos si

(Ap, ) = (p, BY), (3.30)
para todo ¢ € X, ¥ € Y. Denotaremos por A* = B.

Ejemplo 3.4. Sea el sistema dual (R™,R"™) y una matriz Ay xn € Muxn(R), entonces
(Ansnz, y) = (Apsnx)'y =x' Al y=(x, A y). (3.31)
En este caso, el operador adjunto de Apxn es su matriz traspuesta.

Teorema 3.16. Sea (X,Y) un sistema dual. Si el operador A : X — X tiene un operador adjunto
B:Y — Y entonces B estd determinado de forma tnica y ademds, A y B son lineales.

Demostracion. Supongamos que A tiene dos operadores adjuntos By y Bs v sea B = By — Bs. Para todo
peXy ¢eY se verifica

(¢, BY) = (¢, B1Y) — Bawp) = (p, B1tp) — (9, Bah) = (A, ¢)) — (A, ¢) =0, (3.32)

y debido a que la forma bilineal es no degenerada, se tiene que B = 0; por tanto, Byy) = By, Vi) € Y.
Se demuestra a continuacién que B es lineal —de forma andloga se demuestra para A; en efecto, dado
que

(¢, B1B Y1 + BaB o) = (@, B1 B 1) + (@, B2 B o) = B1(p, BY1) + Ba(p, Bip2) =
= B1(A @, 1) + Ba(Ap, o) = (A, f1ip1 + Batbe) = (@, B(B11h1 + B21b2)),
se verifica que 51 By + BaB g = B(019)1 + Botpa), Vo € X, V01,82 € Ry Vipy, 90 €Y. O

Teorema 3.17. Sea k un kernel continuo o débilmente singular. Entonces en el sistema dual (C(T"),C(I"))
los operadores integrales compactos definidos por

(K)(x) = / k(e 9)p(y)dS,, (3.33)

(R)(x) = / ko, y)(y)dS, = / k(y,2)(y)dS,, (3.34)

son adjuntos (ver nota 3.1).
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Demostracion. Si el kernel k(x,y) es continuo, se verifica

(Ko, p) = / (K ) (2)$(x)dS,

/F (/F ’f(x,y)so(y)dSy) o(2)dS,
= /r(/r k(x,y)w(o:)dsx) o(y)dS,

/F () (R)(1)dS, = (o, Kv),

aplicando el teorema de Fubini. En caso de un kernel débilmente singular, intercambiar el orden de
integracién esta justificado por el hecho que K, — K¢ cuando n — oo, uniformemente en I', siendo K,
el operador integral con kernel continuo k,, introducido en la demostraciéon del Teorema 3.12. En efecto,

para cada n € N se tiene
([ temetas, ) vies.

/F (/F ’fn(%y)w(x)dsw) o(y)ds,

- / o) () (9)dS,.

/F (K0) (2)(2)dSs

Ademds, se verifica

/F (K — Ko) (2)(@)dSs| < CKng — K|,

< O|Knt) = Koo

/F (Bop — K)(@)p(2)dS,

Por tanto, cuando n — oo,

/ () (@) (2)dS, — / (K ) (2)i(x)dS..,
I I

/ (Bo)(@)p(x)dS, — / (Bo)(@)p(x)dS,.
I I

Ejemplo 3.5. Aplicando el teorema anterior, el operador adjunto de

(Ko@) = [ 5 (521) #twas,

(B0 = [ o ( ! )w(y)dSy.

r oV, |l‘*y|

€s

3.7. Teoria de Fredholm.

Teorema 3.18 (Primer teorema de Fredholm®). Sean (X,Y) un sistema dual y A : X — X,
B :Y — Y dos operadores adjuntos y compactos. Entonces los nicleos de los operadores (I — A) e
(I — B) tienen la misma dimension finita,

dimker(I — A) = dimker(I — B) < cc. (3.35)

6Las demostraciones de estos resultados pueden consultarse en Kress[9].
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Teorema 3.19 (Segundo teorema de Fredholm). Sean (X,Y) un sistema dual y A : X — X,
B:Y —Y dos operadores adjuntos y compactos. Entonces

(I— A)(X) = {p € X : () =0, ¢ € ker( — B)}. (3.36)
(I=B)Y)={yeY: (p¢) =0, ¢ ker(l - A)}. (3.37)
Estos dos resultados se integran en el siguiente teorema.

Teorema 3.20 (de la Alternativa de Fredholm). Sean (X,Y) un sistema dual y A : X — X,
B:Y — Y dos operadores adjuntos y compactos. Entonces, o bien I — A e I — B son biyectivos o bien
I — A eI — B tienen nicleos, no triviales, de dimension finita; ademds, sus imdgenes verifican

(1= A)X) = {p e X () =0, ¢ € ker( - B)}.

(I-B)Y)={¢YeY: (p,9)=0, ¢ €cker(I — A)}.

Teniendo en cuenta el sistema dual (C(I"),C(I")) del ejemplo 3.2 y los operadores compactos y adjuntos
del teorema 3.17, se obtiene como corolario el teorema de la alternativa para ecuaciones integrales.

Corolario 3.4. Sea k un kernel continuo o débilmente singular, entonces

a) o bien, las ecuaciones integrales homogéneas

o) = [ Ka)ew)ds, =0, (3.35)
vie) = [ Kpa)ul)ds, =0 (339)
solo tienen la solucion trivial en cuyo caso las respectivas ecuaciones no homogéneas
o) = [ Ka)ow)as, = f(@) (3.10)
v(o) = [ k.0)i(0)ds, = o(o) (3.41)

tienen solucidn iunica ¢ € C(I') y ¥ € C(T) para todo dato f € C(T') y g € C(T).

b) O bien, las ecuaciones integrales homogéneas tienen el mismo ndmero de soluciones linealmente
independientes. En este caso,

e la ecuacidn no homogénea (3.40) tiene solucion si y sélo si

(o) = / F(@)b(x)dS, = 0, (3.42)

para toda solucion 1 de la ecuacidn integral adjunta homogénea (3.39).

e la ecuacidn no homogénea (3.41) tiene solucion si y sdlo si

(org) = / o(2)g(x)dS, =0, (3.43)

para toda solucidn ¢ de la ecuacion integral adjunta homogénea (3.38).

Ejemplo 3.6. Se considera la ecuacion integral de Fredholm de sequndo tipo definida en el intervalo

[a7 b} )

b
o(z) - / e Vp(y)dy = [(z), z € a,b], (3.44)
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y se estudia bajo qué condiciones dicha ecuacion integral tiene solucion. Notese que la ecuacion adjunta
homogénea es

b
P(x) — / e’ *Y(y)dy = 0, x € [a,b]. (3.45)

Dado que, en esta ecuacion, la integracion se realiza respecto de la variable y, se tiene

b
blz) — e / e (y)dy = 0, (3.46)

de donde se deduce que toda solucidn de la ecuacion adjunta homogénea debe ser de la forma (x) =
Ce™*, x € [a,b]. Sustituyendo en la ecuacidn adjunta homogénea (3.45),

b
Ce™™ — e_z/ Ce Ye¥dy =0, x € [a,b] (3.47)
lo que equivale a
b
Ce " — C’e_””/ dy =0, (3.48)
a

que simplificando, se reduce a C(1 — (b—a)) =0.

En conclusion,
P(x) es solucidn de la ecuacion adjunta homogénea (3.45) siy sdlo sip(x) = Ce ™ con C(1—(b—a)) = 0.
Entonces se pueden dar dos casos:

= Sib—a# 1, luego C = 0 por lo que la funcion nula es la inica solucion de la ecuacion adjunta
homogénea. Entonces, utilizando el teorema de la alternativa, la ecuacion integral no homogénea
(8.44) tiene solucién idnica para todo dato f € C([a,]).

En este caso, es inmediato comprobar que la solucion es de la forma p(x) = f(x)+ Ce®. En efecto,
la expresion de C se calcula sustituyendo en la ecuacion inicial no homogénea (3.44),

o~ b ~
f@)+ Cer = [ e (1) + Ceydy = f(a), (3.49)
lo que equivale a
o~ b ~
Gt — * l / Y F(y)dy + C (b — a)} ~0. (3.50)

Si simplificamos las exponenciales resulta

b
Cl—(b—a))— / e Y f(y)dy = 0. (3.51)
Ahora, teniendo en cuenta que b—a # 1,

b
~  J, e Vfly)dy
con lo que tenemos
Jy e " F(y)dy o

plz) = fla) + 75— b—a) (3.53)

s Sib—a=1 luego ¥(x) = Ce™® es solucion de la ecuacion adjunta homogénea para todo valor de
C'. Entonces, por el teorema de la alternativa, la ecuacidn no homogénea (3.44) tiene solucidn si y
solo si

b
/ e Y f(y)dy = 0. (3.54)

Ndtese que, si se verifica esta condicion, o(x) = f(x) es una solucidn particular de la ecuacion no
homogénea (3.44), y, en virtud del corolario 3.3, su solucidn general es de la forma

p(a) = fz) +ae”,

siendo o una constante. Por tanto, en este caso, no hay unicidad de solucion.
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4. Teoria del potencial.

Una de las principales aplicaciones de las ecuaciones integrales es el estudio de problemas de contorno
asociados a ecuaciones en derivadas parciales. En este capitulo se presentan resultados bésicos relativos
a los problemas de contorno de la teoria del potencial, donde la ecuacién en derivadas parciales que se
estudia es la ecuacion de Laplace”.

4.1. La ecuacién de Laplace. Funciones armoénicas.

Se considera 2 C R™, m = 2, 3, un conjunto abierto, acotado, conexo y I' = 92 de clase C?. Denotamos
por Q¢ =R™\ Q, (nétese que £2° es no acotado). Nuestro propdsito serd buscar soluciones de la ecuacién
de Laplace,

Au =0, (4.1)
en 2 o en Q¢ que verifiquen condiciones de contorno Dirichlet 0 Neumann en la frontera del dominio en
m
0%u
cuestién. Recuérdese que el laplaciano de u es Au = ok
T

=1

Definicién 4.1. Se dice que u es una funcion armdnica en () si es dos veces continuamente diferenciable
y verifica la ecuacion de Laplace en €.

Definicién 4.2. Se dice que u es una funcion armdnica en el dominio no acotado ¢ si es dos veces
continuamente diferenciable en ¢, verifica la ecuacion de Laplace en Q¢ y ademds

()] < e

|| — oo, (4.2)
siendo C' una constante positiva y m la dimension del espacio.

Utilizando los simbolos de Landau, (4.2) se expresa

M@:OQJLJ7|MHw. (4.3)

De estas dos definiciones, hay que destacar que no se especifica el valor de la funcién v en la frontera del
dominio acotado o no acotado.

Nota 4.1. De la definicion se deduce que, en dominios no acotados:
= Sim =2, una funcidn armdnica estd acotada cuando |x| — oo.

= Sim =3, una funcidn armdnica verifica, para |x| suficientemente grande,

M@=O(Q>. (4.4)

Ejemplo 4.1. La funcién u : R? — R definida por u(z) = 1, para todo x € R?, es una funcién armonica
en dominios acotados y no acotados. En cambio, la funcién u : R® — R definida por u(x) = 1, para todo
x € R3, es una funcion armdnica sélo en dominios acotados.

Interpretacion fisica. La ecuacién de Laplace aparece en una gran variedad de problemas fisicos de
diferente naturaleza. En efecto, supongamos, por ejemplo, que u denota la densidad de una cierta mag-
nitud en equilibrio de modo que si V' es un subconjunto arbitrario de €2, el flujo neto de u a través de la
frontera de V es cero, esto es

F-vdS =0,
ov

"Este apartado se ha tomado de Kress[9], Mikhlin[11] y Evans[5].
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siendo F' la densidad de flujo y v el vector normal unitario exterior a V. Del teorema de Gauss se deduce
/didez: F-vdS =0,
% v

y, dado que V es un subconjunto arbitrario, se deduce que
divF =0en . (4.5)

En muchos casos es fisicamente razonable suponer que el flujo es proporcional a gradiente de u en el
sentido siguiente
F=—-kVu, (k> 0). (4.6)

Substituyendo en (4.5), se obtiene la ecuacién de Laplace
div (Vu) = Au = 0.

Si u denota
concentracién quimica

temperatura
potencial electrostatico,

la ecuacién (4.6) es
la ley de Fick de la difusién
la ley de Fourier de la conduccién de calor
la ley de Ohm de la conduccion eléctrica,

respectivamente.

Ejercicio 4.1. Probar que la ecuacion de Laplace es invariante por rotaciones: si Opxy €S una matriz
ortogonal y u una solucion de la ecuacion de Laplace, definimos

v(z) = u(Ox),

probar que Av = 0.
Solucién: Denotemos por comodidad la derivada parcial de v respecto a x; por v,; y adoptemos la con-
vencion de Einstein de que los subindices repetidos suman. Entonces

Av = v =,)i=(u00),);= (u’j @ji),i = u OO = u,jk@kz’@gj
= u k(00" = u Kbk = u ; = Au=0,

aplicando la ortogonalidad de la matriz ©, es decir, OO = I,,.,.

4.2. Soluciones fundamentales (o singulares) de la ecuacién de Laplace.

Una estrategia para estudiar ecuaciones en derivadas parciales lineales es identificar ciertas soluciones
explicitas para luego extraer conclusiones sobre soluciones mas complicadas. Teniendo en cuenta que
la ecuacién de Laplace en invariante por rotaciones (ver ejercicio 4.1), se trata de encontrar soluciones
“radiales”, es decir, que sean funcién de r = |z| = (22 +... +x2,)/2. Se busca pues una solucién u de la
ecuacién de Laplace en R™ de la forma

u(z) = v(r),

donde v se elige de manera que Au = 0. Nétese que

o 1,, 2 \—1/2 7
axi—§(x1+...+xm) 2:62—7, (x #0).
Por tanto,
ou ’ Tq .
= —_ = 1
axZ ( )’r7 ? 9 ’m7



0%u ” 2 , 1 a?
— ? P = 1
ale ( )TQ + (T) r T3 ’ I , M
Sumando
— Pu o Yl ap o, (m Y ad
2 g~V =R O (T =5 ),

m
y teniendo en cuenta que r? = E xf, se obtiene

Au=v"(r) + v'(r)m —1
r
De modo que Au = 0 si y sélo si
7 m—1 I _
v’ 4 v =0
r
Siv' # 0 entonces
(h’l’l)/)/ — UN(T) — 1-m
v'(r) ro

e integrando obtenemos
1—
Inv' = /J dr+Ina=(1—-m)Inr+Ina=1Inar'="™
r

Entonces a

1) —
v'(r) = -

Por consiguiente, si r > 0,

a alnr+C, sim=2;
U(T):/rm—lerrC: a +C, sim>2;

pm—2
siendo a y C constantes.

Nota 4.2. Ndtese que tenemos las estimaciones

para alguna constante positiva C'.
Estas consideraciones motivan la siguiente definicién

Definicién 4.3. La funcion

1 1 .
% n m, St m = 2;
- y — 3¢
A |:[; — y| 5 Stm 5

se denomina solucion fundamental (o singular) de la ecuacion de Laplace.

Teorema 4.1. Para y € R™ fijo, la solucion fundamental de la ecuacion de Laplace verifica dicha
ecuacion en R™\ {y}.

Demostracion. Para m = 2,

) _
27 ®(z,y) =In ﬁ =In (Z(% - Z/z)2> )



® es dos veces continuamente diferenciable en cualquier abierto al cual no pertenezca y. Ademés, como
-1 xz—y -1
(z —y), (4.8)

27V, d = — —
Vet =l R e =y T o=y

entonces
2

: 0 (xi—vy

i=1

2
_ _Z |z —y> = (@ — i) 2 (z; — ys)
- 4
— |z —yl
20 —y? —2(z1 — y1)? — 222 — y2)?

_ —0.
|z —y|*

Para m = 3,

1
3 2

dr @(z,y) =4n @ (Jz —y|) = ! <Z(IE1 yi)z) )

le -yl \Z

® es dos veces continuamente diferenciable en cualquier abierto al cual no pertenezca y. Ademads, como

-1 z-y -1
AV, d = = T —1y), 4.9
PR P R PR )
entonces
N —
Andiv(V,®) = -— — | ——=
/e lV( T ) ;81’1 <|$_y|3>
_ 2:@—#?—3@r—wfw—y
Pt |z —y[°

Ble—ylP =3l —yPlr—yl

|z —y|®
0

Comportamiento asintético en dominios no acotados. Tomando y € R™ fijo, podemos escoger z
de tal forma que |z —y| > 1y |2| > 2|y|, por lo que

x
ool 2 lal — Iyl > 2,
entonces
1 2
|z —y| =[]

Teniendo esto en cuenta para m = 3 se verifica

[®(z,y)| = <

1 ’_ 1
=yl |-yl ~ |a]

)

tomando |z| suficientemente grande. Luego ® es arménica en dominios acotados y no acotados contenidos

en R\ {y}.
Para m = 2, dada cualquier constante positiva C, se verifica

1
|z -y

=|ln|lz —y||=In|z — >lnm>07
Yy Y

In

2

tomando |z| suficientemente grande, por ejemplo |z| > 2e“. Luego no se cumple la condicién de acotacién
asintética dada en la definicién 4.2, asi{ ® es armoénica en dominios acotados contenidos en R? \ {y}.

Interpretacién fisica.
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= Potencial generado por una carga estdtica puntual: sea una carga eléctrica fija g (C) situada
en el punto y € R3, el campo electrostatico que genera dicha carga en el punto x viene dado por
(ver Johnk [8], pdgina 182)

E=(-y) 5 (V/m) (4.10)

siendo €g la permitividad del espacio libre o permitividad del vacio. Sabiendo que £ = —V ¢, donde
¢ es el llamado campo potencial escalar, y teniendo en cuenta que con célculos andlogos a (4.9) se

obtiene )
()
|z —y |z — yl

q
E--v,[—% ).
<47T€0 |$—y|)

a q
= e |z —yl ).

de (4.10) se deduce que

Finalmente,

1
am [z—y]
representa el potencial electrostatico en el punto x generado por una carga q¢ = €y situada en el

punto y.

Por tanto, si fijamos y € R3, la solucién singular de la ecuacién de Laplace ®(z,y) =

= Potencial generado por una carga estatica uniformente distribuida a lo largo de una
recta: sea una densidad de carga eléctrica ¢; (C/m) distribuida uniformemente a lo largo de la
recta, que denotamos por [, paralela al eje z que pasa por el punto y € R3, el campo electrostatico
generado en el punto x € R? viene dado por (ver Johnk [8], pdgina 183)

E = / & dl,  (V/m). (4.11)

471'60 dmeg |z —y?

Teniendo en cuenta que la expresién del vector x — y en funcién de los vectores de la base candnica
cartesiana {ej, ey, e3} es

(z —y) = (21— y1)e1 + (z2 — y2)ez + (73 — y3)es,
se denota su proyeccién en el plano XY por (z — y)1,2 de forma que
(r—y)=(x—y)2+ (3 —y3)es

Utilizando esta notacién y parametrizando la recta en funcién de la variable ys, la expresion (4.11)
queda

L

gy o, dys
EFE = —2— Iim 5 373
4meg L—+oo J_p (|(x — y)12|> + (x5 — y3)?)%/
qi €3

lim
Ameg L—+oo

/L (23 — ys3) dys
1 (= y)12|? + (w3 —y3)?)3/2

Con la ayuda de tablas de integracién obtenemos las integrales anteriores (ver Johnk [8], pdgina
186)

_oal@ =y L—s
E = lim 5 2 2)1/2
dmeg  L—+oo |(z = y)12? (|(x — y)12/? + (x5 — L))V
_ I —
+ Vi lim 2 CE32 11/2
dmeq L—+oo [(z — y)12]? (|(x — y)1,2]2 + (z3 + L)2)V/
1 1
+ qi1 €3 1

e 1o | (@ =)ol + (@5~ D2 (@ — )1l + (s + D272




y pasando al limite observamos que la tercera componente de F es cero, siendo su expresion completa

E— QZ(I*Z/)LQ .
2meo [(z — y)1.2

Con célculos andlogos a (4.8) se obtiene

VZOWw—Znﬂ>_ S

[(z = y)1,2*
de donde
E:—VI(ql m— ! )
2meg  |(x — y)12
Finalmente, .
q
= aney M@= yhal

Por tanto, si fijamos y € R?, la solucién singular de la ecuacién de Laplace en dos dimensiones
representa el potencial electrostdatico en el punto x generado por una carga ¢ = ¢y distribuida
uniformemente a lo largo de una recta que pasa por y, paralela al eje z.

Teorema 4.2. Se verifica

—A,® =6, en D'(R™) (4.12)
siendo §y la distribucion delta de Dirac con soporte en el punto y.

Nota 4.3. Recordamos que < dy,¢ >= ¢(y), Yo € D(R"™), siendo D(R™) el conjunto de funciones
infinitamente diferenciables de soporte compacto.

Demostracion. Sea ¢ € D(R™) tal que su soporte esté contenido en la bola B(y,a) = {x € R" : |z —y| <
a}, entonces

<AP,p >=< P, Ap >= lim O(z) Ap(z)de, (4.13)

=V JB(y.e0)

siendo B(y,€,a) = {x € R" : e < |z —y| < a}, (nétese que la solucién fundamental tiene una singularidad
en z = y). Dado que en esta bola tanto ® como ¢ son muy regulares, podemos aplicar la férmula de
Green teniendo en cuenta que A,® =0 en B(y, ¢, a),

Op 0P
B(z) Ap(x) dz — / o) 22 as - 9 (z)ds,
/B(y,e,a) OB(y,¢€,a) ov OB(y,e€,a) ov

donde v denota el vector normal unitario exterior a la frontera de B(y, €, a). Ademds, tanto ¢ como su
derivada normal se anula en dB(y, a), por tanto, la expresién anterior queda

/ O(z) Ap(z) dx = / O(x) 9¢ s — / oo w(x)dS. (4.14)
B(y,e,a) OB(y,e€) ov OB(y,e€) ov

La segunda integral de la expresién anterior se puede acotar de la siguiente forma:

= En dimensién 2,

0 1 1 0 1 1 0
/ @(m)—@dSz—nf/ 9% 4s g—lnf/ %21 as
dB(y,e) ov 2 € dB(y,e€) ov 2w € 8B (y,€) ov
1 1
< —In- sup |Ve(z)27e.
M € weBa)



= En dimensién 3,

/ o(e) 2P as) = L1
9B(y,e€) ov

41 €

s

11
[ deulolif o
OB (y,¢) ov 47 € OB(y,¢) ov

11
<—= sup |Vop(z)dre
4r e z€B(y,a)

Es evidente que ambas expresiones tienden a cero cuando € tiende a cero. Con respecto a la tercera
integral de (4.14), hay que destacar que v es el vector normal unitario interior a la bola B(y,¢€) cuya
expresion es

y—r _y—x

Cly—z e

Utilizando esta expresion, la derivada normal de la solucién singular en dB(y, €) queda

= En dimensién 2,

0P 1 1

oV, v = )=

ov Vv v 2me2 (y—a)-v 2me
= En dimensién 3,

0P 1 1

v eV 4red (y—2)-v 47 €2

La dos expresiones anteriores se pueden expresar conjuntamente de la forma

0 [ 2me sim=2,
o Wm OBEm = yr 2 g =3,

Teniendo esto en cuenta, la tercera integral de (4.14) queda

oD _ _ _
[ Sewis—wt [ pwds—wt [ (e - ew)ds et [ ewds
9B (ye) IV dB(y,€) dB(y,€) dB(y,e)

Aplicando el teorema del valor medio y teniendo en cuenta que la variable de integracién es z, deducimos

/ O () dS = wy! / V(©) - (z — y)dS + o(y),
15}

B(y.c) OV OB (y¢)

con £ perteneciente al segmento que une x e y. Cuando € — 0, la segunda integral de la expresién anterior
tiende a cero puesto que

il / Ve(€) - (z — y)dS
OB(y,e€)

<yl / Ve6) - (- y)ldS <wil sup  [Vep(a)] cwn.
OB(y,e€) z€B(y,a)

Finalmente, (4.13) queda
<AD, o >=< O, Ap >= —p(y),

lo que concluye la demostracién. O

Nota 4.4. Ndtese que tomando f € D(R™) y definiendo formalmente u(x) := / O(z,y) f(y)dy se

verifica que
—Au = f en D'(R"™).

En efecto, formalmente tomando ¢ € D(R™) se verifica
<Bup=<udg>= [ [ By ) dy Al de

27



Debido a la simetria de ® respecto a las variables x ey, y a la reqularidad de f y Ay, podemos intercambiar
el orden de integracion y la expresion anterior queda

< Auyp>= / ) / B(e,y) Ap(e)dr f(y) dy.

Por dltimo, utilizando el teorema anterior, tenemos

< Au,p >= */n e(y) fy) dy.

Una demostracion rigurosa de esta propiedad se puede ver en Dautray-Lions [4], donde se utilizan las
propiedades del producto convolucion definido sobre las distribuciones.

4.3. Representacién integral de una funcién de C%(Q).

Teorema 4.3. Sea u € C?(Q), armdnica en ), entonces u se puede expresar como

u(z) = /F (@(x,y)aa:;(y) — u(y)gjzl(x,y)) dSy, x € Q, (4.15)

siendo vy el vector normal unitario exterior a la ) en el punto y.

Nota 4.5. Una expresion similar a la anterior para funciones que son armoénicas en dominios no acotados
se encuentra, por ejemplo, en Kress[9], pdg. 71.

Nota 4.6. Para la demostracion del teorema utilizamos la seqgunda formula de Green

0 0 _
/(uAv —Auv)dr = / <uv - uv) dS, con u,v € C*(9). (4.16)
Q 50 ov ov
En consecuencia, st v =1 y u es armonica, deducimos de la expresion anterior
0
2% 45 =o. (4.17)
T 81/

Demostracion. (Del teorema 4.3). Sea x € €, consideramos los siguientes subconjuntos de R™
Bz, ={yeR": |z —y| < e}, Q=0Q\ Bz,

para un e suficientemente pequefio de modo que B[z, ] C 2. Dado que tanto u como ®(z, -) son arménicas
en (2, aplicando la segunda férmula de Green tenemos

0o ou
0= — - —(y)® dsSy. 4.18
[ (40 g t) = ) e as, (4.18)

Utilizando cdlculos andlogos a los realizados en la demostracién anterior, en 0B[z, €] se verifica

87@( _—— [ 2me  sim=2,

By YT Em O = g2 i =3,

. . oo ) . .
ademas, la integral u(y) o (x,y)dS, tiende a u(x) cuando € tiende a cero. Por otro lado, teniendo
OB[z,e€| Y

en cuenta que ®(z,y) sélo depende de la distancia entre los puntos = e y, tenemos

/a o (y) ®(z,y) dS, = C(e) / du

Blz,€] 871/@4 OB|x,€] a7”1}

(y) dSy,

teniendo en cuenta que u es arménica en B(x,¢€) y (4.17) la expresién anterior es igual a cero. Por tanto
(4.18) queda

0d o0d ou
0:/ uyx,de—F/(uyx,y—y@x,y)dS.
o 1) )iyt [ () 55 ) = ) ¥ ) dS)
Haciendo tender € a cero, obtenemos el resultado. O
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4.4. Potencial de simple y doble capa.

La expresién (4.15) de la representacién integral de una funcién de clase C2(€2) introduce dos ope-
radores integrales con una estructura bien diferenciada, que resultan de sustituir la funciones u(y) e
Ou/0v, en (4.15) por otras arbitrarias o(y) y u(y), respectivamente. Asi obtenemos la siguiente integral
dependiente de =z,

/ D(z,y) w(y) dSy, (4.19)
r
denominada potencial de simple capa 'y
od
— d 4.2
[ @ aw)as, (4.20)

denominada potencial de doble capa. En ambos casos, las funciones p y o que tomamos en el espacio C(T")
se denominan densidades. En general, definimos el potencial de simple capa como la funcién v : R”™ — R
dada por

o) = [ Bt ds,, (.21)
y el potencial de doble capa como la funcién w : R™ — R dada por
0P
w(@) = | o= (@,y)o(y)dS,. (4.22)
r OVy

Nota 4.7. En ocasiones, en dimension dos, y por razones evidentes, el potencial de simple y doble capa
se llama potencial logaritmico de simple y doble capa.

Nota 4.8. El valor de los potenciales de simple y doble capa cuando x € T' se denomina valor directo.
Si T es de clase C?, el valor directo existe como una integral impropia y representa una funcion continua
en T, dado que el kernel es débilmente singular (ver seccion 1.3.3).

Nota 4.9. En dimension tres, los potenciales de simple y doble capa son, respectivamente,

o(z) = / L L) ds,, (4.23)

I
r Arnlr —y|

(z—y) vy
w(x) 7/1" prp—E o(y) dS,. (4.24)
Interpretaciéon fisica. Los nombres de simple y doble capa provienen de las aplicaciones de estos
operadores integrales en electromagnetismo. En efecto, (4.23) representa el potencial escalar electrostético
que genera una carga superficial de densidad ey p distribuida en la superficie T’ (ver Johnk[8], pag. 190).
Ademss el potencial de doble capa puede considerarse como el limite, cuando el pardmetro positivo h
tiende a cero, de la superposiciéon de dos potenciales de simple capa vy y v_j, con densidades ey o/ (2h)
y —eo o /(2h), respectivamente, esto es

L (ot oly—hwy) [ 1 00/(z - y))
@4me|P@wm0M Am ov,

i _p) =1
hli%(vh +ov_p) = lim

h—0 r 8 h a(y) dSy

por lo que el potencial de doble capa puede considerarse como el potencial electrostatico generado por
un dipolo distribuido en T', (ver Kress[9], pdg. 78, McOwen[10], pag. 114).

Teorema 4.4. En R3 sila densidad € C(T), entonces el potencial de simple y doble capa son funciones
armonicas en dominios acotados y no acotados que no tengan ningun punto en comun con la frontera T.
En R?, el potencial de doble capa verifica lo anterior mientras que el potencial de simple capa sdlo es una
funcion armdnica en dominios acotados que no tengan ningun punto en comun con la frontera T'.
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Demostracion. En dominios que no tengan ningtin punto en comun con la frontera, tanto el potencial de
doble capa como el de simple capa verifican la ecuacién de Laplace puesto que ® y 0®/0v,, verifican dicha
ecuacion y, debido a la regularidad de las funciones, podemos pasar las derivadas bajo el signo integral.
Para m = 3, respecto al comportamiento asintGtico del potencial de simple capa cuando |z| — oo,
teniendo en cuenta que |x| > 2|y| para |z| suficientemente grande

1 2
S T |I| - 007

lz —yl = ||

entonces o
1

o)l < [ @ lnw)] ds, < 5 [ Inw)] dSy = =0 Jal = oo,
r Y omfa] Jr P
donde

1
C=5- [ nwl s,

Con respecto el potencial de doble capa en dos y tres dimensiones tenemos

1 1 1 1
< —q)- ds, < ds
0@ < g [ el =) wllew) 4, < g [ ol as,
1 C
T 1701450 = s el
O

Nota 4.10. Con respecto al comportamiento asintdtico del potencial de doble capa en dos y tres dimen-
siones espaciales, se ha demostrado una condicion mds fuerte que (4.3): el potencial de doble capa se
comporta sintéticamente como

u(z) = O (W) el = oo (4.25)

Nota 4.11. Con respecto al comportamiento asintdtico del potencial de simple capa en dos dimensiones
espaciales, tenemos

()] < / @)l ()] dS, < 5

1n|x2|’ / lu(y)] dSy < Clnlz|, |z] — oo. (4.26)
r

4.5. Propiedades del potencial de simple capa.

Las demostraciones de las propiedades del potencial de simple y doble capa pueden consultarse, por
ejemplo, en Kress[9] y Mikhlin[11].

Teorema 4.5. Sea I' una frontera de clase C* y p € C(T'). El potencial de simple capa

o(z) = / B(z, y)u(y) dS, (4.27)

es una funcién continua en R™.

Siz ¢ T" podemos calcular la derivada normal del potencial de simple capa en la direccién v, simplemente
derivando bajo el signo integral
v B o

) = _
8Vm T 8Um

(@, y)u(y) dSy. (4.28)

Cuando z € T se verifica la siguiente propiedad de salto que involucra al valor directo del potencial de
simple capa.
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Teorema 4.6. Sea ' una frontera de clase C* y u € C(T'), el potencial de simple capa verifica lo siguiente

8’Ui
v,

@) = [ s (@ puty) dS, % jula), w e, (4:29)

donde

g:it (x) = hl_i)%l+ v, - Vou(z £ hvy), (4.30)

uniformemente en I,
Nota 4.12. Como consecuencia inmediata del teorema anterior, se verifica la siguiente relacion de salto

ov_ a?)_;,_
9. (z) — 9. (z)

= p(x), zel. (4.31)
Nétese que en la expresion (4.29) la densidad p aparece por primera vez fuera del signo integral.

4.6. Propiedades del potencial de doble capa.

Al contrario de lo que sucedia con el potencial de simple capa, el potencial de doble capa no es una
funcién continua en R™ sino que verifica una relacion de salto en I'; como establece el siguiente teorema.

Teorema 4.7. Sea I una frontera de clase C% y u € C(T), el potencial de doble capa puede extenderse
con continuidad de Q¢ a Q¢ y de Q a Q con los siguientes valores limites

d 1
wse) = [ S @)a(y) S, + jola), zeT, (432)
r Vy 2
donde
wy(z) = hh'%1+ w(z + hvy). (4.33)

uniformemente en I'. Ademds, se verifica

hh’rg+ v, - {Vw(x +hv,) —Vw(z —hv,)} =0, 2 €T (4.34)

uniformemente en T,

Nota 4.13. Como consecuencia inmediata del teorema anterior, se verifica la siguiente relacion de salto
para el potencial de doble capa

w_(z) —wy(x) =—0o(z), z€Tl. (4.35)

Ejemplo 4.2. El potencial de doble capa con densidad constante e igual a uno se denomina integral de
Gauss. Verifica lo siguiente

o -1 sixz e,
w(zx) = a—(x, y) dSy =< —1 sizeTl, (4.36)
r oy 0 six € Q°

Si x € Q, empleando la representacidn integral de u(x) =1, (ver (4.15)),

0P Ju
uw) = = [ @ uwas, + [ o)) as, (4.37)
Dado que
/@(x ) 2% ) ds, =0 (4.38)
. Y aI/y Yy y =Y, .
entonces,
0P
1= £ . .
v, (x,y) dSy (4.39)



Six e Q°, ®(x,.) es armdnica en Q y utilizando (4.17) tenemos

0P
—(x,y) dS, =0, 4.40
- 6l/y( ) ) ( )

por tanto, w es cero en Q° y, en virtud del teorema anterior, puede extenderse con continuidad a I', esto
es

0P 1
wy(z) = /F a—yy(:&y) ds, + 3= 0, z €T, (4.41)

pues wy(z) =0 para x € T

4.7. Teoria del potencial aplicada a la ecuacién de Laplace en R3.

Nos planteamos en esta seccién el estudio de cuatro problemas de contorno asociados a la ecuacién
de Laplace en dimension tres; la técnica es andloga para el caso bidimensional, ver Mikhlin[11].

= Problema Dirichlet interior (Di). Encontrar u € C2(Q) N C(Q) tal que es arménica en € y, ademads,
u(x) = f(x) sobre T, (4.42)
siendo f una funcién continua dada.

= Problema Dirichlet exterior (De). Encontrar u € C%(Q°) N C(Q¢) tal que es arménica en Q° y,
ademas,
u(z) = f(x) sobre T, (4.43)

siendo f una funcién continua dada.

= Problema Neumann interior (Ni). Encontrar u € C?(2) NC(Q) tal que es arménica en 2 y, ademés,

S—Z(x) = g(x) sobre T, (4.44)
en el sentido de
hh’l%l+ v-Vu(z — hv) = g(z), (4.45)

uniformemente en I', siendo g una funcién continua dada.

» Problema Neumann exterior (Ne). Encontrar u € C2(2¢) N C(Q¢) tal que es arménica en Q° y

ademas 5
8—5(:5) = g(z) sobre T, (4.46)
en el sentido de
hh’J%l+ v - Vu(z + hv) = g(z), (4.47)

uniformemente en I', siendo g una funcién continua dada.

Los problemas anteriores se resuelven buscando una solucién en forma de potencial; para los Dirichlet se
utiliza el potencial de doble capa,

o) = [ oot as, = [ L0 (Yot s, (4.48)
mientras que para los problemas Neumann el potencial de simple capa,
u(z) = / D (z, y)u(y) dSy = / L1 1(y) dSy. (4.49)
r p A |z —y|

Construyendo las soluciones de esta manera, como consecuencia de las propiedades de los potenciales
de simple y doble capa, obtenemos funciones arménicas en §2 y Q°. Solamente falta garantizar que se
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verifiquen las condiciones de contorno de cada problema, lo cual se consigue utilizando la funcién densidad

adecuada. La idea es la siguiente:
Si u dada por (4.48) es solucién del problema Dirichlet interior (Di) entonces

lim wu(z) = f(xo), xo€T.

T—T0

Utilizando (4.32) tenemos

/F L0 (1> oly) dS, — U(;O) = u_(z0) = f(xo).

47 vy \ |zo — ]

Luego, la ecuacion integral que debe satisfacer la funcién densidad o es

o(xg) — 2 L 9 <1) o(y) dSy = =2 f(xo), xo €T.

r 47 vy \|zo — ]

Si u dada por (4.49) es solucién del problema Neumann exterior (Ne) entonces

0
a—Z(xo) = g(zo), o €.

Utilizando (4.29) tenemos

/Fl 0 ( ! ),u(y) dsy—“(;‘)):g(ﬂco)

47 vy \|zo — ]

Luego, la ecuacion integral que debe satisfacer la funcién densidad p es

o) =2 [ ot (LYt aS, = ~29(e0), zae

a7 vy \ Jzo —

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

De forma andloga obtenemos las ecuaciones integrales para los problemas (De) y (Ni) de modo que las

llamadas cuatro ecuaciones integrales de la teoria del potencial son:

Problema Ecuacion integral

d
Dirichlet interior (Di) o(x)—2 / %(w,y) o(y) dSy = =2 f(z), z €T
r Y

P
Dirichlet exterior (De) o(xz)+2 / 887(90, y)o(y) dSy, =2 f(z), z €.
r OVy

Neumann interior (Ni) p(x) +2

Neumann exterior (Ne) wx) =2 | —(z,y) uly) dSy = —2g(x), z €T

Por otro lado, si definimos los operadores integrales K y K como

Ko=2 /Fk(z,y)cr(y) dSy,
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con

0P
y por otro lado
Ko =2 / k(z,y) a(y) dS,, (4.57)
I
con 0
k(z,y) = af%(x,y), (4.58)

entonces, dado que los nicleos son débilmente singulares, los operadores son compactos. Como ademas
los operadores son adjuntos (ver seccién 1.3.7), las correspondientes ecuaciones integrales (Di)-(Ne) y
(De)-(Ni) son adjuntas dos a dos. Utilizando estos operadores las ecuaciones integrales anteriores se es-
criben

Problema Ecuacion integral
Dirichlet interior (Dji) c— Ko =-2f, enT.
Dirichlet exterior (De) o+ Ko=2f, enT.
Neumann interior (Ni) p+ Kp =2g, enT.
Neumann exterior (Ne) pw— Kpu=-2g, enT.

Nota 4.14. Pueden consultarse en Mikhlin[11] o Kress[9], por ejemplo, los siguientes resultados relativos
a la unicidad de los problemas antes senalados:

a. FEl problema Dirichlet interior y exterior, en los casos bi y tridimensional, tiene a lo sumo una solucion.
b. Dos soluciones del problema Neumann interior pueden diferenciarse sélo en una constante.
c. El problema Neumann exterior, en el caso tridimensional, tiene a lo sumo una solucion.

Teorema 4.8. FEziste solucion iunica en C(T') de las ecuaciones integrales asociadas a los problemas (Di)
y (Ne) para todo dato f € C(T') y g € C(T"), respectivamente.

Demostracion. Consideramos el primer par de ecuaciones integrales asociadas a los problemas (Di)-(Ne).
Supongamos que oo(z) es solucién de la ecuacién adjunta homogénea de (Ne) en C(T'),

0P
Y

Construimos el potencial de doble capa de densidad oy,

wo(e) = [ 2 (@y)o0(y) dS,, (4.60)
T Yy

Utilizando las propiedades de salto del potencial de doble capa (4.32) obtenemos

wo-@) = [ 22 a)a0(y) as, - 2

= =0, z €T, 4.61
v, (4.61)
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dado que g es solucién de (4.59). Por consiguiente, wq es solucién del problema de Dirichlet siguiente

{ —Awg=0 en ), (4.62)

wo,— =0 sobre I
La unicidad de solucién del problema de Dirichlet en €2 permite afirmar que wg = 0 en 2, por tanto,

hli%ﬂ vy - {Vwo(x —hv,)} =0, z el

De (4.34) se deduce que

hlir(r}Jr v, - {Vwo(z + hv,)} =0, z€T.

Por lo tanto, wg es solucién del problema de Neumann,

—Awy =0 en °,

Owo,+
- 0 sobre T, (4.63)
wO:O(m)7 |J)| — 00,

por la unicidad de solucién del problema de Neumann exterior se concluye que wy = 0 en ¢ y, utilizando
las propiedades de salto del potencial de doble capa

oo(z) =0, zeTl. (4.64)

Como consecuencia, las ecuaciones integrales adjuntas solo tienen la solucién trivial, esto es,
dimker(I — K) = dimker(I — K) = 0. (4.65)
Por el teorema de la alternativa de Fredholm, obtenemos el resultado. O

Corolario 4.1. Fl problema (Di) tiene solucion dnica dada por

u@) = [ 22w )oly) dS,. (1.66)
r Y

stendo o la solucion unica de la ecuacion integral

o(z) -2 /Faﬁ(x,w o(y) dS, = —2 f(x), z €T, (4.67)

v,
Corolario 4.2. El problema (Ne) tiene solucion inica dada por
u(w) = [ @) o) a5, (1.65)

siendo p la solucion unica de la ecuacion integral

0d

wa) =2 | o=(z,y)uly) dSy = ~29(z); z €T (4.69)
r OVg
Teorema 4.9. Se verifica que
ker(I + K) =< {1} >, ker(I + K) =< {uo} >, (4.70)

donde pp € C(I") es solucion de la ecuacion integral homogénea

0P
r ('9VI

pu(z) +2 (@,y) u(y) dSy = 0. (4.71)



Demostracion. Teniendo en cuenta la integral de Gauss (4.36),

®
1+2 / i(z,y) dS, =0, z €T, (4.72)
T

Ov,
por tanto o = 1 es solucién de la ecuacién integral homogénea correspondiente a (De). En consecuencia,
dimker(I + K) = dimker(I + K) > 1. (4.73)

Luego la ecuacién integral adjunta homogénea tiene al menos una solucién no trivial en C(T'), que llamamos
to(z). Dicha funcién satisface la ecuacién

() +2 [ ) o) dS, =0, (4.74)

Se demuestra a continuacién que dimker(I + K) = dimker(I + f() = 1. En efecto, basta demostrar que
no hay soluciones de (4.74) independientes de 9. El potencial de simple capa de densidad pg

vo(z) = /F B (e, y) poly) dS,, (4.75)

verifica
fo()

81}0)_ 0P
¥ = 2

= [ — =0 T 4.76
8’/1 T 5'I/m » 2EL ( )

(z,y) no(y) dSy +

dado que es solucién de (4.74). Por consiguiente vg solucién del siguiente problema de Neumann en 2

—Avg = en €,
%(m) =0 sobrel. (4.77)

Teniendo en cuenta que la solucién del problema de Neumann anterior es tinica salvo constantes deducimos
vo(x) = Cp, z €. (4.78)

Vamos a probar que la constante Cy es distinta de cero procediendo por reduccién al absurdo. En efecto,
supongamos que vo(z) = 0 en Q. Dado que el potencial de simple capa es una funcién continua en R3,
verifica vo(z) = 0 en ' y, por tanto, es solucién del siguiente problema de Dirichlet en Q°

{ —Avg=0 en Q°, (4.79)

vo(x) =0  sobreT.

Debido a la unicidad de solucién del problema anterior, deducimos que vg(z) = 0 en Q€. En consecuencia
vo(z) = 0 en R? y, ademés,
3U07i
v,

Teniendo en cuenta la relacién de salto de la derivada normal del potencial de simple capa deducimos
que po(x) = 0 para todo = € T', lo que es una contradiccién pues po(x) es distinto de cero. Nétese que
hemos demostrado que si vo(x) = 0 en £ entonces po(z) = 0 sobre I'.

Andlogamente, si p1(x) es otra solucién no trivial de la ecuacién integral adjunta homogénea (4.74),
deducimos que su potencial de simple capa asociado

(x)=0, zeT. (4.80)

wlo) = [ @y s, w0, (481)
r
es igual a una constante C7 no nula en €2; luego la densidad

pa(z) = Cruo(x) — Copr(z), z €T, (4.82)
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es otra solucién de la ecuacién integral (4.74). De nuevo construimos su potencial de simple capa asociado,
v, que es igual a la siguiente combinacién lineal de los anteriores

va(x) = Crvg(z) — Covr(x) =0, x € Q, (4.83)

lo que implica que ps(x) = 0 sobre I' y, por tanto,

w1 () = —po(x). (4.84)

Por consiguiente, cualquier solucién pq(x) de la ecuacién integral homogénea es una combinacién lineal
de la solucién no trivial pg(x). O

Corolario 4.3. La ecuacion integral no homogénea correspondiente al problema (Ni)

wx) +2 /F gj (z,y) u(y) dSy =2g(z), x €T,

tiene solucion si y solo si

/Fg(x) dS = 0.

La ecuacidn integral no homogénea correspondiente al problema (De)

o(x)+2 /Faai(x,y) o(y) dSy =2 f(z), z €T,

tiene solucion si y solo si
[ F@hno@) ds =0,
r
donde po € C(T') es la solucion de la ecuacion integral homogénea (4.71).

Demostracion. Aplicando el teorema de la alternativa, la ecuacién integral no homogénea correspondiente
al problema (Ni) tiene solucién si y sélo si

(29,1) =0,
equivalentemente,

/Fg(ac) ds =0.

De la misma forma, la ecuacién integral no homogénea correspondiente al problema (De) tiene solucién
si y sélo si
<2 f7 /J'0> = 07

equivalentemente,

/ﬂ@m@ﬁ$=0
T

Nota 4.15. Si no se verifica la condicion

/f@Md@dSzu
I

la ecuacidn integral correspondiente no tiene solucidn, lo cual indica que la solucidn del problema (De)
no se puede representar en forma de potencial de doble capa. Para superar esta dificultad, se define
el potencial conocido como potencial de doble capa modificado, de modo que la solucion del problema
Dirichlet exterior se expresa de la forma (ver Kress[9], pdg. 84),

ue) = [{ oo+ b otwds,,

v,
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