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Introduccion

Esta memoria se enmarca dentro del andlisis de supervivencia, un campo de la
Estadistica de creciente interés en los tltimos afios. Su objeto es el estudio de variables
aleatorias positivas que miden, en general, el tiempo que transcurre desde un cierto
suceso inicial hasta un suceso final. Estas variables, denominadas tiempos de vida,
pueden ser el tiempo que transcurre hasta que una componente fisica (mecénica o
eléctrica) experimenta el primer fallo, o el tiempo hasta la muerte de una unidad
biolégica (paciente, animal, célula, etc.). Sus importantes aplicaciones en ciencias como
la Medicina o la Biologia, asi como en Ingenieria (estudios de fiabilidad) y en Economia,
han provocado una preocupacién por la mejora de los métodos de Inferencia Estadistica

propuestos en este contexto.

Los métodos de inferencia estadistica se basan en la informacién proporcionada por
una muestra aleatoria procedente de una distribucién desconocida, y se desea estimar
una caracteristica de la poblacién, que puede ser un pardmetro o una curva de interés.

Este problema puede enfocarse desde dos puntos de vista diferentes:

= Paramétricamente, donde se supone que la distribucién tedrica pertenece a
una familia de distribuciones conocida, Fjy (x), indicada por un pardmetro finito
dimensional 0. El problema se reduce a estimar el pardmetro a partir de la
informacién contenida en la muestra. El mayor inconveniente es el riesgo de
cometer un error de especificacién del modelo, que podria llegar a invalidar los

resultados obtenidos.

= No Paramétricamente, tratando de establecer el modelo probabilistico que ha
generado los datos sin ninguna suposicién inicial sobre la distribucién. La tnica

informacién es la proporcionada por la muestra.

Nuestro interés se centrard en la estimacién no paramétrica de curvas, una de las
dreas mds activas de la inferencia estadistica, puesto que es una metodologia muy
flexible que puede usarse en multitud de situaciones practicas. Permite relajar las

hipétesis sobre el modelo tedrico y es muy apropiada en un estudio exploratorio previo



de los datos. En particular, los métodos no paramétricos de estimacion de la funcién
de densidad son extremadamente ttiles para determinar las caracteristicas de una
poblacién a partir de una muestra, y tienen aplicaciones directas en muchos problemas

de inferencia.

El primer estimador no paramétrico de la funcién de densidad considerado fue el
histograma, pero su construccién es muy subjetiva. Los métodos modernos de esti-
macién de la densidad se han ido desarrollando a partir de los anios 50, dando lugar a
estimadores continuos, més adecuados que los simples histogramas: el método del veci-
no més préximo, el estimador de series, el estimador spline y los wavelets son algunos
de los métodos no paramétricos para estimar la densidad. Sin embargo, a partir de los
trabajos de Rosenblatt (1956) y Parzen (1962), los estimadores tipo nicleo han sido
quizds los mds populares en la estimacion de la densidad. Dada una muestra aleatoria
simple {X;} ; de la variable de interés, el estimador tipo nicleo de la funcién de

densidad viene dado por:

- 1 n

fn (@) = =30 K (z— Xj)

=1
donde K (-) es una funcién real, llamada nucleo, con integral igual a 1, y Kj (-) =
h='K (-/h) es la funcién niicleo reescalada por un pardmetro de suavizado, h, positivo,

llamado comunmente ventana.

Este es el procedimiento que hemos elegido para estimar la funcién de densidad, por
ser uno de los més utilizados y estudiados en la préactica. Ademads, presenta la ventaja
de una formulacién algebraica relativamente fécil de tratar. El problema principal de
este estimador serfa la eleccién del pardmetro ventana, h, porque regula el grado de

suavizacién:

= Una ventana pequena conduce a que el estimador utilice pocas observaciones
en la ponderacién, disminuyendo el sesgo, pero haciendo que las estimaciones
dependan demasiado de la variabilidad muestral. Esta situacién recibe el nombre

de infrasuavizacion.

= Una ventana grande produce un aumento del sesgo, puesto que hace uso de
muchas observaciones en el promedio en el punto = de interés, lo que se conoce

como sobresuavizacion.

Por lo tanto, es imprescindible el desarrollo y uso de métodos automaticos de

eleccién de la ventana de acuerdo a algiin criterio especifico.

Nuestro objeto es, por tanto, estimar de forma no paramétrica las funciones de

distribucién y densidad en el campo del andlisis de supervivencia. Sin embargo, el



procedimiento de obtencién de informacién empirica de datos que miden el tiempo
transcurrido hasta un suceso puntual no siempre es facil. Para ello seria necesario ob-
servar el instante del suceso inicial de todos los individuos de la muestra, y esperar a
que se produzca el suceso final igualmente para todos ellos. No obstante, por consid-
eraciones de tiempo o de coste, en muchas ocasiones el investigador finaliza el estudio
antes de que se produzca el suceso final para todos los individuos. Esta situacion se
conoce como censura por la derecha, y es en la que nos centraremos en esta memoria.
Es frecuente, por ejemplo, en estudios de fiabilidad sobre la duracién de una determi-
nada componente, en los que no se espera al fallo de la misma. También en Medicina,
puesto que algunos pacientes pueden sobrevivir al final del ensayo clinico, pasar a otro

tratamiento, o morir por otra causa ajena a la enfermedad.

Aunque no todos los datos estdn completos, esté claro que todos los datos disponi-
bles aportan informacién sobre la distribucién de la variable de interés. Se sabe que
los tiempos de vida de los individuos censurados (aquellos para los que no se habia
producido el suceso final en el momento de finalizar el estudio) es siempre superior al
valor observado de la variable. Por ello, los métodos clédsicos de inferencia estadistica
no son eficientes en este contexto, y se hace necesario considerar nuevos métodos que
se ajusten a esta situacién y que optimicen el uso de la informacién contenida en la

muestra.

En esta memoria se presenta un nuevo método de estimacién, para las funciones de
distribucién y densidad, en presencia de censura aleatoria por la derecha. La novedad
de este método radica en la estimacién previa, mediante procedimientos no paramétri-
cos, de la funcién probabilidad condicional de no censura. Este paso preliminar, lla-
mado presuavizacion, da lugar a un uso méds eficiente de la informacién aportada en

los datos que mediante los métodos cldsicos que se aplican en este contexto.

La memoria consta de seis capitulos, que se organizan de la siguiente manera. En
el primero de ellos, se presenta el modelo de censura con el que trabajaremos, y se hace
una revisién de los principales estimadores de las funciones de distribucién y densidad

para datos censurados, y de sus propiedades mds relevantes.

El segundo capitulo introduce la presuavizacién como paso previo para estimar la
funcién de distribucién. Para este nuevo estimador de la funcién de distribucién, se
exponen sus principales propiedades asintéticas y se compara, mediante un estudio
de simulacion, con el estimador cldsico para datos censurados, el llamado estimador

limite producto o de Kaplan-Meier.

En el tercer capitulo se propone el estimador presuavizado tipo ntcleo de la funcién

de densidad, obtenido por convolucién del estimador presuavizado de la funcién de



distribucién, y se presentan sus propiedades asintéticas. Su comportamiento préctico

se ilustra por medio de un estudio de simulacién.

El capitulo 4 aborda el problema de seleccién de los pardmetros ventana para el
estimador presuavizado de la funcién de densidad. En él se proponen dos tipos de
selectores, unos de tipo plug-in y otros bootstrap, se demuestra que el selector plug-in
es consistente, y finalmente se estudia el comportamiento de todos ellos en un estudio

de simulacion.

La presuavizacion consiste en la estimacién no paramétrica de la probabilidad
condicional de no censura, que es una funcién de regresién. En el capitulo 5 se analiza
el efecto, en la estimacion final de la densidad, de presuavizar utilizando dos métodos
diferentes para ajustar la funcién de regresiéon. En concreto, los métodos considerados

han sido el estimador de Nadaraya-Watson y el estimador local lineal.

El sexto y iltimo capitulo de este trabajo ilustra el comportamiento de los esti-
madores presuavizados de las funciones de distribucién y densidad, con los datos de
transplante de corazén de Stanford. Se estudia, ademds, el efecto de distintas covari-

ables en el tiempo de vida de los pacientes.



Capitulo 1

Estimacion en el modelo de

censura aleatoria por la derecha

1.1. Introduccién a los modelos de censura

Tal como se manifesté en la introduccién de esta memoria, el término de censura
hace referencia a un tipo de pérdida de informacién en situaciones en las que la variable
de interés es un tiempo de vida. La censura surge en las ocasiones en las que hay
individuos de la muestra para los que no se conoce exactamente su tiempo de vida,
sino que tnicamente se sabe que éste ha ocurrido dentro de un cierto intervalo de
valores. De esta forma se pueden considerar varios tipos de censura: censura por la

derecha, por la izquierda y censura dentro de un intervalo.

Si la variable de interés es el tiempo transcurrido desde que ocurre un suceso
inicial hasta que ocurre un suceso final o suceso de interés, comtinmente llamado fallo,
entonces se asume que hay censura por la derecha cuando en el momento en que
finaliza el estudio hay sujetos para los que no se conoce el instante exacto de fallo, sino
que solamente se conoce que ha sido posterior a un momento dado. Por tanto, el valor
exacto del tiempo de vida serd superior al valor observado. Este problema es habitual
cuando se analizan tiempos de vida, puesto que los estudios pueden terminar antes del
fallo de todos los individuos de la muestra. Aquellos sujetos que no hayan fallado antes
del fin del estudio serdn censurados por la derecha, puesto que sélo sabremos que, de
continuar el estudio, su instante de fallo serfa posterior al instante final del estudio, y
por tanto su tiempo de vida serfa mayor que el observado. Lo mismo ocurre cuando no
se puede observar el instante de fallo debido a la pérdida de seguimiento del individuo.
Esto puede ser, entre otras causas, por un fallo debido a alguna razén ajena a la de

interés, el abandono del estudio por parte del individuo, cambio de domicilio, etc.
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Anédlogamente, el tiempo de vida asociado a un individuo en estudio se considera
censurado por la izquierda si es menor que cierto valor dado, es decir, si el momento
exacto en el que ocurrié el fallo es desconocido, sabiendo tan sélo que ha ocurrido
antes de que el individuo se incluya en el estudio. Por ejemplo, es posible encontrarse
en la muestra con sujetos que ya hayan fallado antes del comienzo del estudio, sin

saber exactamente cudando.

Un tipo més general de censura que generaliza los dos anteriores surge cuando de
alguno de los tiempos de vida sélo se conoce que pertenecen a cierto intervalo. Se
habla entonces de censura de tipo intervalo. Es comin en estudios donde se hace un
seguimiento periédico a los individuos. En este caso, cuando se encuentra un fallo para
un individuo, solamente se sabe que el suceso de interés, el fallo, ocurrié entre dos

revisiones periédicas.

De todos estos tipos de censura, el mas comtn y en el que nos centraremos a partir
de ahora, es el de censura por la derecha. Ahora bien, como hemos visto en los ejemplos
anteriores, las causas que originan la censura de una observacién pueden ser aleatorias

o controladas; esto hace que se distinga entre tres clases de censura:

Censura tipo I: El suceso se observa si ocurre antes de un momento fijo prede-
terminado C. En este caso, C' es una constante prefijada por el investigador para todas
las unidades muestrales. Este tipo de censura es comin cuando, por diversas causas, el
investigador finaliza el estudio antes de que todos los individuos hayan experimentado
el suceso de interés. Si no hay pérdidas accidentales, todas las observaciones censuradas

son iguales a la longitud del periodo en estudio.

Censura tipo II: Este tipo de censura surge cuando se fija el final del estudio en el
momento en que un nimero 7 < n predeterminado de individuos falla. Los tiempos de
vida observados son los 7 menores valores de la muestra, de forma que C' se convierte

en la variable aleatoria C' = T{;).

Censura tipo III: En la mayoria de los estudios, se fija la duracién y los individuos
entran a formar parte de la muestra a lo largo de ese periodo. Para los individuos que
fallan antes del final del estudio, se conocen exactamente sus tiempos de vida. Para
los que no han experimentado el suceso al final del estudio, la censura de sus tiempos
de vida es semejante a la de tipo I. En ocasiones, algunos sujetos experimentan otros
sucesos independientes del de interés que provocan su eliminacién del estudio. Esta
situacién se denomina también censura aleatoria. En este tipo de censura, C' es una

variable aleatoria que se supone independiente de la variable de interés.
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En esta memoria nos centraremos en el estudio de la censura aleatoria por la

derecha.

1.1.1. El modelo de censura aleatoria por la derecha

Denotaremos por Y la variable aleatoria de interés tiempo de vida con funcién de
densidad f (-) y funcién de distribucién F'(-). En presencia de censura aleatoria por
la derecha, lo que realmente observa el estadistico para cada unidad muestral es la

variable aleatoria bidimensional (Z,d) definida por:
Z =min(Y,C) y 0= ly<cy,

siendo C la variable de censura por la derecha y 14 la funcién indicadora del suceso

A, es decir:

7 { Y si Y <C 5 { 1 sila observacién no es censurada (Z =Y)
= y =

cC st Y>C 0 sila observacién es censurada (Z = C)

Bajo este modelo, C' es una variable aleatoria con funcién de distribucién G(t) =
P(C < t) y funcién de densidad g (-), que supondremos independiente de Y. Por lo

tanto, la variable observada Z tiene funcién de distribucién H (-) dada por:
1-H(t)=01-F()(1—-G()). (1.1)

Supondremos ademads, sin pérdida de generalidad, que las variables aleatorias son

positivas, y adoptaremos la siguiente notacién:
ap =inf{t >0: F(t) >0} y bp=sup{t>0:F(t) <1}

para representar los extremos inferior y superior del soporte de la funcién de distribu-
cién F (-). Extenderemos esta notacién no sélo para la funcién F'(+) , sino también para
las funciones de distribucién G (-) y H (+) : ag,bg,am y by respectivamente. Bajo la

relacion (1.1), estos extremos verifican lo siguiente:
ag =min{ar,ag} y by =min{bp,bg}.

Asociadas a este modelo necesitaremos definir algunas funciones de interés. En
primer lugar, sea p (t) la probabilidad condicional de que una observacién sea no cen-

surada condicionado a que Z =1t :

p(t) =P =1|Z =t) = B3| Z = t).
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Junto a esta probabilidad, definimos ahora la probabilidad incondicional + de que

una observacién sea no censurada:

o0
1= P6=1)=E®) = PZ<0)= [ (1-G)dF() = ' (+o3).
ap
donde H'(t) = P(Z < t,0 = 1) es la funcién de subdistribucién de las observaciones

sin censura, que se puede escribir de la siguiente forma

/t p)dH(@W) = P(Z<t,6=1)=H'\t)=P(Y <t,Y <C)

aH

_ / (1 G(v™)) dF(v),

af

es decir,
dHY (t) = p(t)dH (1)

Andlogamente, la funcién de subdistribucién de las observaciones censuradas es

H°(t)=P(Z <t,6=0).

1.2. Estimacion de la funcion de distribucion

1.2.1. El estimador de Kaplan-Meier

El estimador de la funcién de supervivencia para datos censurados aleatoriamente
por la derecha mds usado y estudiado en la préctica es el propuesto por Kaplan y
Meier (1958), también conocido en la literatura como estimador limite-producto. Su
expresion se puede derivar siguiendo distintos métodos, algunos mds intuitivos que
otros, aunque aqui se expondrd la que se obtiene a partir de la siguiente relacién entre

la funcién de supervivencia y la razon de fallo acumulada:
1—F(t) = exp [-Ap(t)], (1.3)

puesto que es la idea que seguiremos para obtener la expresién del estimador pre-
suavizado de la funcién de distribucién en el siguiente capitulo. Esta relacién se puede
generalizar, al caso en el que la funcién A (-) presente discontinuidades, de la siguiente
manera:

1 — F(t) = exp [-A%(1)] H (1-Ar{ai}),

{a;€A [ a;<t}

donde A% () denota la parte continua de Ag (-), A el conjunto de puntos donde Ap (-)
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tiene discontinuidades de salto y Ar{a;} = Ap(a;) — Ap (a; ) es la magnitud del
salto de Ar (+) en a;. Puede verse la demostracion de esta relacién en la pagina 301 de
Shorack y Wellner (1986).

En este modelo de censura, podemos escribir la razén de fallo acumulada Ap (-) en

funcién de cantidades estimables empiricamente de la siguiente manera:
t b dF(v) t1-G)
Ap(t) = /Avdv:/—:/ 1= ) ip
et 0 ) 0l—F(v7) 0ol—H(v7) )
' _dH'(v) " ()
- [ mmes - [ e

para todo t < by. Si sustituimos las funciones H (-) y H!(-) en la expresién anterior

por sus respectivas estimaciones empiricas,

Hn(t) = z {Zigt}éi,

S5 0 = -

n & Lizi<y ¥ n\t) =

y tomamos H,(t7) = h’ITrtl H, (z), obtenemos el estimador no paramétrico de la razén de
xT

fallo acumulada més utilizado en este contexto, el conocido estimador de Nelson-Aalen:

toall( ) Z 1{Z <t,5;=1} Jo
NA _ _
A (t)—/o ) - 2wt (Z) 2 noitr O

n ' Zp <t

=1

donde {Z(i), 0 m}?:l son las observaciones ordenadas, y dj;’s son los concomitantes
correspondientes a los indicadores de no censura. Notemos que precisamente
ndpy/ (n —i+1) es la estimacién empirica de p(v) /(1 — H (v™)). Retomaremos es-

ta idea para introducir los estimadores presuavizados en la siguiente seccién.

Este estimador fue sugerido por primera vez por Nelson (1972) en el contexto
de la fiabilidad, y redescubierto por Aalen (1978), quien lo obtuvo usando técnicas de
procesos de contar. Detalles de estas técnicas pueden encontrarse también en Andersen
et al. (1993) y en Fleming y Harrington (1991).

Se puede modificar la expresion (1.4) del estimador de Nelson-Aalen para permitir
mds de un fallo en un instante ¢. Supongamos que los sucesos ocurren en D tiempos
distintos t; < --- < tp, y que en el instante t; hay d; sucesos o fallos, siendo N; el
nimero de individuos en riesgo, es decir, el nimero de individuos vivos en ¢;. En el

caso de que s6lo haya un fallo en cada instante, entonces d; = dj; y Ny =n —i+ 1.
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El cociente d;/N; proporciona una estimacién de la probabilidad condicionada de que

un individuo que sobrevive hasta justo antes del instante ¢;, falle en el instante ;.

Esta es la cantidad bdsica a partir de la cual se construyen los estimadores de la

funcién de supervivencia y de la razén de fallo acumulada. En este caso, el estimador
de Nelson-Aalen se puede escribir de la forma:

AVAR () = > Ly

Zapst !

A partir de la igualdad (1.3), resulta el siguiente estimador de la funcién de super-

vivencia en el instante ¢:

L= F(t) = exp [-AYA ()] = exp | = > _55“ 11 eXp[ n—z}+1]

ZH<t Z@<t

Podemos obtener una expresién de este estimador méds cémoda de calcular si usamos
la aproximacién et = 1 — ¢ para t préximos a 0, dando lugar a la expresién final del
estimador de Kaplan y Meier de la funcién de supervivencia:
1-Ff@ = ] LU (1.5)
" n—1i+1

Zgy<t

Ansglogamente, en el caso de permitir méds de un fallo en un instante ¢, el estimador

de la funcién de supervivencia seria
1= FEMO @) = T] AN

Se puede comprobar que el estimador de Nelson-Aalen de la razon de fallo acumu-
lada es el primer término de la serie de Taylor de menos el logaritmo del estimador
de Kaplan-Meier de la funcién de supervivencia. En concreto, la relaciéon entre los

estimadores de Kaplan-Meier y Nelson-Aalen es :

1 - FfM () = exp [-ANA@W)] + Op(n ).

Observacién 1.2.1

En lugar de usar la aprorimacion

exp (-2 Yy O
n—i+1/) n—i+1
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de la que se obtiene el estimador (1.5), podemos considerar la aprozimacion

5 81 "
exXp —¢ = |exp —; /m 1_;
n—i+1 n—i+1 - n—i+1 ’

que da lugar a la siguiente expresion del estimador de Kaplan-Meier:

N0
n—1i
o= 1 ()

Z <t

equivalente a la dada en (1.5).

1.2.2. Propiedades del estimador de Kaplan-Meier

El estimador de Kaplan-Meier presenta varias propiedades deseables: su facilidad
de célculo y el hecho de que sea el estimador no paramétrico de méxima verosimilitud
para datos censurados (Johansen (1978), Scholz (1980) o Wang (1987)) hacen que
sea el estimador mds utilizado y estudiado en este contexto. Ademds, se reduce al

estimador empirico cldsico en el caso de no haber censura.

Sin embargo, este estimador presenta problemas cuando la hipdtesis de indepen-
dencia entre los tiempos de fallo Y y los tiempos de censura C no se verifica. Por
otra parte, tiene forma escalonada con saltos tinicamente en las observaciones no cen-
suradas, con pesos que aumentan desde el menor al mayor dato no censurado, puesto

que dependen del nimero de observaciones censuradas entre ellos (ver Efron (1967)).

El estimador de Kaplan-Meier estd bien definido para todos los valores de ¢ menores
que el mayor tiempo en estudio observado. No obstante, si el mayor valor observado
corresponde a un tiempo de vida no censurado, entonces la curva de supervivencia para
valores de t posteriores es 0. Pero si la tltima observacién es censurada, el valor de
1 — F'(-) para tiempos posteriores es indeterminado porque no se puede saber cudndo
este ultimo individuo hubiera fallado de no haber sido censurado. Se han dado varias
soluciones a esta ambigtiedad: Efron (1967) propuso estimar 1 — F'(t) para t > Z,)
por el valor 0. Esto equivale a suponer que el individuo con el mayor tiempo de vida
hubiera fallado inmediatamente después de haber sido censurado, y da lugar a un
estimador negativamente sesgado. Gill (1980) sugirié estimar 1 — F'(t) para t > Z,)
por 1 — FEM (Z(n)), que corresponde a asumir que este individuo fallaria en ¢ = oo

y conduce a un estimador con sesgo positivo. Aunque las dos propuestas tienen las
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mismas propiedades asintdticas y convergen a la verdadera funcién de supervivencia,
un estudio con tamanos muestrales finitos de ambos estimadores realizado por Klein
(1991) revela un mejor comportamiento de la versién de Gill del estimador de Kaplan-

Meier.

Como ya se ha comentado con anterioridad, el estimador de Kaplan-Meier ha sido
el estimador de la funcién de supervivencia en presencia de censura més estudiado en
los 1ltimos anos. Expondremos a continuacién algunas de sus propiedades asintéticas

més destacables.

El punto de referencia es, sin duda, el articulo de Kaplan y Meier (1958), en el
que estudian y comparan el estimador limite-producto con otros dos estimadores: los

estimadores de tipo actuarial y el estimador de muestra reducida.

Phadia y Shao (1999) obtuvieron las expresiones exactas de los momentos k-ésimos
del estimador de Kaplan-Meier, tanto de la versién de Efron como de la de Gill, sin
suponer ninguin modelo previo de la distribucién de la supervivencia. El principal

resultado para la versién de Efron del estimador limite producto es el siguiente:

Propiedad 1.2.1 (Teorema 1 de Phadia y Shao (1999))
Sea FfM (-) el estimador de Kaplan-Meier de la funcion de supervivencia F (-) =

1 — F(-). Entonces, el momento k-ésimo de FnKM (-) viene dado por

i=0 J<i

donde 0 <t <to<---<t; <t y
n—1j k
(t)=H(t)— H* H'(t) [ ———
6) = H(O) — 10 + 1) (7252 )

siendo H'(t) = P(Z <t,§ =1). El producto se calcula sobre j = 1,2,...,i. Para

1 =0, el producto se define como 1.

En el caso de la versiéon de Gill del estimador de Kaplan-Meier, el sumatorio de la

expresion (1.6) se extiende hasta el sumando n.

Puesto que la férmula anterior no es manejable en aplicaciones précticas, se propuso

la siguiente aproximacién:
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Propiedad 1.2.2 (Teorema 2 de Phadia y Shao (1999))
Si se aprozima cada funcién ¢;(x) por su componente lineal [(¢j (t) — ¢; (0)) /t] x,

en el intervalo (0,t), y se sustituye en la expresion (1.6), se obtiene

E [(Ff M)k’(t)} - nf <7>ﬁ"‘i(t) I1 [H(t) — HY(t) + H() <M>k .

i—o \' j<i n—j+l

Meier (1975) establece para el estimador limite producto un teorema andlogo al de
Glivenko-Cantelli y prueba que es asintéticamente insesgado, la normalidad asintética
en cada punto y la convergencia débil a un movimiento Browniano apropiadamente
transformado. Paralelamente, Breslow y Crowley (1974) obtuvieron la normalidad
asintética puntual y sobre intervalos compactos del proceso. La extensién de este

teorema a toda la recta real se puede encontrar en Gill (1983).

Propiedad 1.2.3 (Normalidad asintdtica puntual y sobre intervalos compactos, Bres-
low y Cowley (1974))

Sean las funciones de distribucion F (-) y G () continuas. Entonces:

a) Para todo 0 < t < by,
Va(EEM () = F(1)) -5 N (0,0 (¢))

donde
o2 () = (1 — F(t))’ / (1— H (v)) 2 dH" (v).
0

b) El proceso estocdstico \/n(FEEM — F)  converge globalmente en D[0,T)] para

cada T < by a un proceso Gaussiano Z(-)
V(ESM = F) % Z()
con media 0 y funcidn de covarianzas:
TAL
Cov(Z(x), Z(t)) = (1 = F(z))(1 - F(t)) / (1—H (v)) 2 dH" (v),
0

siendo D[0,T] = {f € F([0,T],R) : f continua por la derecha y discontinuidades,
a lo sumo, de salto}, con la topologia de Skorohod, y F ([0,T],R) el conjunto de las

funciones que van de [0,T] a R.

También a principios de los anios 80, diversos autores estudiaron la consistencia del

estimador de Kaplan-Meier, entre ellos Foldes y Rejto (1980).
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Propiedad 1.2.4 (Consistencia uniforme fuerte, Foldes y Rejté (1980))

a) Sea 0 < T < by. Entonces

!F,,[L(M — F| =0 c.s. uniformemente en [0,T].

b) Si ademds G(by) > 0, donde bp =sup{t: F(t) < 1}, entonces
!FTIfM — F‘ — 0 c.s. uniformemente en R.

Ademds, se establecen también los 6rdenes de convergencia, siendo O(n~4(logn)'/?).
Los mismos autores, Foldes y Rejto, en 1981 mejoran la razén de convergencia anterior
cuando G (-) pone toda su masa en un nimero finito de puntos, obteniendo el siguiente

resultado:
sup ‘F,f(M (t)—F(t)]=0 (n_1/2(logn)1/2) c.s.
0<t<T
Varios autores estudiaron la ley del logaritmo iterado (LIL) del estimador, entre

ellos Csorgo y Horvéth (1983), quienes obtuvieron el siguiente resultado:

Propiedad 1.2.5 (Ley del logaritmo iterado, Csirgo y Horvdth (1983))
Si F(T) < 1, entonces

1/2
, n KM

Lo y Singh (1986) establecieron una aproximacién fuerte uniforme de la diferencia
entre estimador de Kaplan-Meier FEXM (.) y la funcién de distribucién teérica F (-)
como una media de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas y
acotadas mds un término despreciable de orden conocido. También proporcionan algu-
nas versiones bootstrap de estas representaciones. La importancia de estos desarrollos
radica en que permiten trabajar con una suma de variables i.i.d., mucho mds manejable
que el producto por el que viene dado el estimador FXM (.), y obtener propiedades

tales como la normalidad asintética y la convergencia del proceso.

Propiedad 1.2.6 (Representacion casi sequra, Lo y Singh (1986))

Bajo la hipdtesis de que F (-) y G (-) son continuas, se puede escribir, para todo
t<T <bg:

KM ~1 v

i=1
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donde
(2.0, = (1= F) [ o2 A0) + T—grrzp zsuan|
siendo .
o) = [ (1= HE) 1~ 1 w)
Yy

logn 8/4
sup |rp(t)] = O c.s.
0<t<T n

Ademds, para todo o > 1,

sup E|r,(t)|" =0 .
0<t<T n

El orden del término r, () es suficiente para probar la mayoria de las propiedades

asintéticas del estimador de Kaplan-Meier, pero se queda pequeno cuando se estudian
estimadores de la densidad o razén de fallo derivados de FXM (.). Fue posteriormente
mejorado hasta O(n~!logn) c.s por Lo, Mack y Wang (1989).

Mientras las propiedades asintéticas del estimador de Kaplan-Meier han sido am-
pliamente investigadas y estudiadas, no ha ocurrido asi con sus propiedades para
tamafnios muestrales finitos. Una excepcién ha sido el articulo de Chen, Hollander
y Langberg (1982), en el que se obtuvieron los momentos exactos del estimador,
aunque bajo el modelo de Koziol-Green (ver Abdushukurov (1987) y Cheng y Lin
(1987)). Posteriormente Guerts (1985, 1987) consideré dos versiones del estimador
limite-producto, las propuestas por Efron (1967) y Gill (1980), y estudié los compor-
tamientos para tamanos muestrales finitos de los sesgos y de los errores cuadriticos

medios en algunos modelos de riesgos proporcionales mediante simulacién.

Por dltimo, hemos de destacar que en los iltimos anos se han multiplicado los

resultados sobre las integrales Kaplan-Meier. Estas tienen la siguiente forma
JdF M,

donde ¢ () es una funcién Borel-medible tal que [ |¢| dFEM < oco. El interés de estas
integrales se basa en que muchos de los pardmetros o funciones de interés en Estadistica
se pueden escribir en forma de este tipo de integral sin mas que elegir de una forma
adecuada la funcién ¢ (-). Si X es una variable aleatoria con funcién de distribucién

F(-), tenemos lo siguiente:
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L. Si@(2) = 1(—sy (), entonces [ ¢ (v)dF (v) es la funcién de distribucion F (t).
2. Sig(x)=a", entonces [ (v)dF (v) es el momento de orden k, E (X*).

3. Si¢(x) =exp (itz), entonces [ ¢ (v)dF (v) es la funcién caracteristica de X.
4. Sip(x) = (v —1t) 1y v F(t) < 1, entonces

J ) dF (v)
1— F ()

es la vida media residual en el instante ¢.

Stute y Wang (1993) han demostrado la convergencia casi segura y en media de

estas integrales. El resultado viene dado en la siguiente propiedad:

Propiedad 1.2.7 (Consistencia de la integral Kaplan-Meier, Stute y Wang (1993))
Supongamos que las funciones F () y G (-) no tienen saltos en comin, y sea A el
conjunto de todos los valores discretos de H (-). Entonces, con probabilidad uno y en

media,

mqummmha=ELMbewMFm+§:waw&

n—o0 a;EA

= /{<b }cp(v) dF (v) + 1 ,eayp (b)) F {bu}

donde F{a} =F (a) — F (a™).
En particular, si F (-) es continua y bp = by, entonces la expresion anterior se

reduce a
lim [ o (v) AEXM (v) = [ o (v) dF (v)
n—oo
Este resultado permite derivar propiedades tan importantes como las siguientes:
L. Si p(z) = L(_sy(z), entonces tenemos la consistencia fuerte puntual para
FEM (), con t < by :
lim FEM (1) = F(t) c.s.

n—oo

2. La consistencia fuerte uniforme de FEM (.) en el intervalo [0,by] :

sup [EFEM(t)—F )| —0 cs.
0<t<by
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3. Sip(x) = 2¥, entonces obtendremos la consistencia fuerte de los estimadores de

los momentos:

n—oo

lim [ sPdFEM (v) = E(Yk) c.s.

4. Si ¢ (z) = exp (itx), entonces se deriva la convergencia puntual de la funcion

caracteristica de Y.

5. Sip(z)=(z—1) 1y y F(t) <1, entonces podemos concluir que

v—t)dEEM (y —t)dF
f{v>t}( ) ) f{”>t} )) ®) con probabilidad 1

IO Fi
para la vida media residual en el instante t.

Con respecto a los momentos de las integrales de Kaplan-Meier, Stute (1994) ob-
tuvo bajo ciertas condiciones sobre la funcién ¢ (+) una acotacién tanto superior como
inferior para el sesgo de estas integrales, junto con la expresién exacta. En lo que se
refiere a la varianza, Stute (1996) demostr6 que bajo ciertas condiciones de integrabili-
dad de la funcién ¢ (-), el estimador jackknife de la varianza estima consistentemente
la varianza limite. Finalmente, en Stute (1995) se puede encontrar la demostracién de
que la integral [ (v)dF} KM (), adecuadamente estandarizada, es asintéticamente

normal.

Propiedad 1.2.8 (Normalidad asintética de la integral Kaplan-Meier, Stute (1995))
Bajo ciertas condiciones (bastante generales) de integrabilidad de la funcion ¢ (),

se verifica que
\/ﬁ/go(v) d (F,f{M (v) = F (v)) AN (0,02)

stendo
o? =Var[p(Z) vy (Z2)§ +71(Z) (1= 6) = 75 (Z)]

donde vy (+) ,71 () ¥ 2 (+) tienen una expresion complicada, pero en el caso en que las

funciones F (-) y G (-) sean continuas, sus expresiones se reducen a
1
1-G(t)
1 /bH ()

@ (v )
T—H(l) Jy

1o (t) = / o (v [/ 1{w<tw<v}%de<w> aF (v).
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También Stute (1995) obtuvo una representaciéon de la integral de Kaplan-Meier

como una suma de variables independientes mds un término despreciable, en funcién
de 79 (1), 71 () ¥y 72 ()

Propiedad 1.2.9 (Representacion de la integral Kaplan-Meier como suma de va-
riables independientes, Stute (1995))

Bajo las mismas condiciones de integrabilidad de la funcion ¢ (-) que en la propiedad
anterior, tenemos que
n
] Y2 (Zi) + R,

SEEES

[ pdFEM =

(2

SEEES

n
1=

()70 (20 i+ % 32 (Z)(1=8) -

donde
R, =o0p (n_1/2> .

Mucho més recientemente, Bae y Kim (2003a,b) generalizaron los resultados de

Stute (1995) a los siguientes procesos:

Un (¢) = Vi [ wd (FEM — F).

Los autores consideran en lugar de la funcién de distribucién teérica F (-) la siguiente

subdistribucién

F(t) =F (t) Li<byy + {F (0g) + Lppgeay (F (bu) = F (b)) } Lsbm)

puesto que by puede no ser necesariamente finito, donde A es el conjunto de valores
discretos de H (-). En el caso en que by < oo, entonces F (-) se reduce a la fun-
cién de distribucién F (-). Los principales resultados estdn resumidos en las siguientes

propiedades (ver Bae y Kim (2003a,b) para el detalle de algunas definiciones).

Propiedad 1.2.10 (Consistencia uniforme de los procesos de integrales Kaplan-Meier,
Bae y Kim (2003a))
Si FC Ly (F):={p: [|p|dF < oo} tiene una entropia de recubrimiento, y F (-)

y G (+) no tienen saltos en comin, entonces

sup‘/@d(FfM—ﬁ>‘ —0
peF

en probabilidad y en media.
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Propiedad 1.2.11 (Teorema central del limite uniforme de los procesos de integrales
Kaplan-Meier, Bae y Kim (2003b))

Sea F la clase de funciones reales medibles definidas en R. Sea (F,d) un espacio
métrico, con N (u, F,d) el menor n para el que eziste {féﬁ,fé‘ﬁ, .. .,ffm, fjﬁ} tal
que, para todo f € F existe algin 0 < ¢ < n para el que ffﬁ Sf<fisyd (filﬁ, f%) <
4, y sea

é
J(9) ::/ [logNH(u,]:,d)]l/2du para 0 <6 <1
0

la integral asociada de la entropia métrica de recubrimiento log Ni (u, F,d).Si J (1) <
oo y F tiene la propiedad puntual minimal, entonces el proceso
Un (@) = n [ ¢d (FfM - 15) converge como elemento de B (F), el espacio de las
funciones acotadas de F, a un proceso gaussiano W (@) con media E[W (p)] =0y
funcion de covarianzas cov (W (¢1), W (¢2)) = Cov (§ (¢1),€ (v2)), donde

E(p) =9 (2)v(2)6 — [dF +7,(Z) (1= 8) — 7, (2)

() = eXp(/_:%) conHO(t):P(th,dzo),

by
10 = =g e ).

¢ (v)7(v) 0 1
1O = [ [ et BBl () d ().
(1—H (w))
Los mismos autores (ver Bae y Kim (2003c)) obtuvieron una ley del logaritmo
iterado empirica para los procesos de integrales de Kaplan-Meier, que es la extensién

al modelo de censura aleatoria de la ley del logaritmo iterado para datos completos.

1.2.3. El estimador semiparamétrico de Dikta

Los estimadores de Kaplan-Meier (1.5) para la funcién de supervivencia y de
Nelson-Aalen (1.4) para la razén de fallo acumulada se basan en considerar la ver-

sién puramente empirica de

_ (" p(v)dH (v)
w0 = [ P

es decir, en el i-ésimo salto ordenado (de tamanio n™1) de Hy(t) = n™' Y1 11z,

estimar el integrando p(v) (1 — H(v—))"! por el valor empirico
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y obtener por tanto

Ofi Ofi
R R O )

Z<t ZH<t

La idea de los estimadores semiparamétricos consiste en sustituir p(-) en las expre-
siones

Ap(t) = /0 % y 1—F(t) =exp[—Ap(t)] =exp (— /Op(v)dAH(v))

por un estimador paramétrico de p(+).

La funcién p(-) viene dada por
p(t) =P =12 =1)=E(]|Z =1),

es decir, es la probabilidad condicional de que la observacién sea no censurada dado
Z = t. Su importancia ya ha sido apuntada por Stute y Wang (1993) para probar
la consistencia de las integrales de Kaplan-Meier [ @dFEM v es muy 1itil a la hora
de expresar los funcionales de la variable de interés Y como funcién de la variable

observada Z = min(Y, C), por ejemplo:

Ap(t) = /0 p(v)dh (v),
A () = p()a (D),
1—F(t) = exp (—/Op(v)dAH(v)>.

Los estimadores semiparamétricos, introducidos por Dikta (1998), se obtienen es-
timando p () de una forma totalmente paramétrica, es decir, asumiendo que p(t) =
p(t,0p), donde p(-,-) es una funcién continua conocida y 0y = (0o,1,60,2,-..,00%) € ©
es un parametro k—dimensional desconocido. Para la estimacién del pardmetro 6y,
Dikta (1998) usa el método de maxima verosimilitud bajo censura aleatoria, es decir,

0o, mv es el pardmetro que maximiza

n

Lo (0) = [p (2,00 (1 = p(Zi,0))' ™"

i=1
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Sustituyendo, por tanto, p(-) por p,(-) = p(-, 507 MV ), obtendremos los estimadores
semiparamétricos de la razon de fallo acumulativa y la funcién de supervivencia pro-
puestos por Dikta (1998):

t (v, O Zia), 0

01— Hu(v—) Sty moitl
y
D D 1 P(Z (1) 00,0v)
L= Fp() =exp [-A7(0] = ]] (1~ m) (L.7)
Zy<t

Observacién 1.2.2

Andlogamente a lo que ocurria con el estimador de Kaplan-Meier, el estimador
FP () deriva de la expresion del estimador de la razén de fallo acumulativa AP (-)
mediante la aproximacion exp (—x) ~ 1 — x para valores de x pequenos. Si en lugar

de usar la aproximacion

v [ PZa o)\ (1 o)
P n—i+1 N n—i+1

de la que se obtiene el estimador (1.7), consideramos la aproximacion:

9

ox _p(Z(i)a/éO,MV) 1 P(Z), 0o 1v')
P n—t1+1 N n—i1+1

obtendremos la siguiente expresion del estimador semiparamétrico:

Zia), 0
BP0 = ] <1 _ M) ,

Zgy<t n—i+1

Ambos estimadores tienen las mismas propiedades asintdticas. La principal dife-
rencia de ambos es el peso que otorgan a la ultima observacion Z,), puesto que

FDP (Z(n)) =1, mientras que Ff?(m (Z(n)) < 1 en la mayoria de los casos.

El siguiente teorema presenta la convergencia en norma del supremo de los esti-

madores semiparamétricos de la razén de fallo acumulativa y la funcién de distribucién:
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Propiedad 1.2.12 (Consistencia de los estimadores semiparamétricos, Dikta (1998))

Sea 0<T <oo con H(T) <1y O un subconjunto abierto y conexo de RF.
Supongamos que ‘/9\0,MV € O es una solucion medible de la ecuacion Grad(l,(0)) =
(D11n(0), ..., Dgln(0)) = 0, siendo Dyly(6o) = [01n(0)/00r] lo=g, vy [n(0) la funcion
de logverosimilitud normalizada de los datos, tal que 507 My — 09 con probabilidad
uno. Sea p(-,0) también una funcion con derivadas parciales continuas con respecto
a 0 para todo 6 € ©® yt >0, donde D,p(-,0) es medible para todo 6 € © y existe
un entorno V(0g) € © de 6y y una funcion medible M tal que |Dyp(t,0)] < M(t) y
E[M(X)] < oo para todo 8 € V(6y), t>0, y1<r <k. Entonces, con probabilidad
uno, cuando n — oo,

sup AP (1) — Ap(t)] — 0.
0<t<T

sup ‘FnD(t) — F(t)| — 0.
0<t<T

Bajo ciertas condiciones de la funcién de logverosimilitud /,,(#) y de la funcién
p(+,0), y suponiendo que H (-) es continua con H(T') < 1, Dikta (1998) demuestra que
el proceso n'/2(AP () — Ap (+)) converge débilmente a un proceso Gaussiano centrado

S (+), donde la estructura de covarianzas de S (-) viene dada para 0 < s <t <7 por

Cou(S(s), S(t) = / ) %dHl(v)

(1-
e oz, y)
+ 0/0 T _H(y))dH(az)dH(y),

donde
a(z,y) = (Grad(p(z, o)), I~"(6)Grad(p(y,fo)))

I(QO) = (_E (Dr,s IOg(p('Ia 0)))>1S7’,S§k - (E <DTp(X’ HO)DSP(X’ 00) ) > 1<r,s<k '

p(X, 00)(1 — p(X, 0o))
Como consecuencia de este resultado, Dikta (1998) demuestra la convergencia débil
del proceso n'/2(FP (-) — F (-)) al proceso Gaussiano centrado (1 — F (-))S (-).

Si denotamos la varianza asintética del proceso n'/2(EP () — F (-)) por vP (-), y
la de n'/2(EEM (.) — F(-)) por v&M (), entonces bajo ciertas condiciones sobre la

funcién de logverosimilitud 1, () y la funcién p(-,0), se verifica para 0 <t <T

oM () — P (1) = (1 — F(t)?r(t) >0,
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donde

[t 1= (U 90 Z/) .

por lo que queda demostrada la mayor eficiencia asintética del nuevo estimador semi-

parameétrico de la funcién de supervivencia con respecto al cldsico estimador de Kaplan-

Meier.

Las propiedades de las integrales de funciones Borel-medibles con respecto al esti-
mador semiparamétrico de la funcién de densidad, [ ©dFP, han sido estudiadas por

Dikta (2000), quien demostré su consistencia.

Propiedad 1.2.13 (Consistencia de las integrales semiparamétricas [ ©dFP, Dikta
(2000))

Supongamos que H (-) es continua, 507MV es medible y tiende a 0y con probabilidad
1, que para cada € > 0 existe un entorno V (g,0p) C © de 0q tal que para todo 6 € V

sup |p (z,8) —p(z,00)| < e.
x>0

Si ademds

bH ’
@ (t)]
dF (t) <
| s a
para algin € > 0, entonces

oo

b
lim o (t)dFP (t) = / ©(t)dF (t) con probabilidad uno.
0

n—oo 0

Observacién 1.2.3
Si la funcion ¢ (z) = lio<z<yy verifica las condiciones de la propiedad anterior, y

t < by, entonces se obtiene la convergencia puntual del estimador FP (-):
ED () — F (t) en probabilidad.

Si ademds la funcion ¢ (x) = lig<z<yy verifica las condiciones de la propiedad
anterior para todo t < by, entonces se obtiene la consistencia fuerte del estimador
D (.

sup ‘FHD (t)—F ()| —0, cs.
0<t<by
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En el resultado andlogo de la ley fuerte para las integrales de Kaplan-Meier de
Stute y Wang (1993), no se pide la continuidad de la funcién H (-) porque se supone
que las funciones de distribucién F'(-) y G () no tienen saltos en comiin. Sin embargo,
esta suposicién no es apropiada en este modelo semiparamétrico. Basta tomar el caso
particular del modelo de riesgos proporcionales, en el que se supone que 1 — G (-) =
(1-F ())’8 , para algiin 8 > 0. Obviamente, todos los dtomos de probabilidad de las

distribuciones dadas por F'(-) y G (-) son los mismos.

Con respecto al estimador semiparamétrico de la razén de fallo acumulativa, Dikta
(2001) obtuvo una representacién débil de AZ (-), y, basdndose en ella, demostré que
|AD () = Ap ()| estd uniformemente acotado en probabilidad para todo ¢t < Z,).

Estos resultados estdn resumidos en las siguientes propiedades:

Propiedad 1.2.14 (Representacion del estimador semiparamétrico de la razén de
fallo acumulativa AP (), Dikta (2001))
Bajo ciertas condiciones sobre el estimador ?0\07MV, la funcion p(-,0), y suponiendo

que H (-) es continua con 1 < r, <n, entonces

Dy [ dH, (v) "Hy(v)—H(v) 0 v 0 1
= [ | mera s A ORSCACRY AR

donde

1 n 1
su RO ()] =0 su RL ()] =0 <n1/2 7> .
ogtgg { ”()‘ P<n—rn> Y ogtgg ‘ n(){ r z;n—Z—Fl

] rn]

Propiedad 1.2.15 (Acotacion uniforme del estimador semiparamétrico de la razon
de fallo acumulativa AP (-), Dikta (2001))
Bajo ciertas condiciones sobre el estimador 507MV, la funcion p(t,0), y suponiendo

que H (-) es continua con 1 < r, <n, entonces

sup A7 (1) — Ar ()] = Op (1).
0<t<Z

rn]

Recientemente, Zhu, Yuen y Tang (2002) han propuesto un test de bondad de
ajuste para este modelo semiparamétrico propuesto por Dikta (1998). Debido a la
complejidad de la distribucién del estadistico de contraste bajo la hipétesis nula, los
autores aproximaron los valores criticos mediante el método bootstrap y el método
de simetrizaciéon aleatoria. Ambos métodos proporcionaron buenos resultados para

tamanos muestrales moderados.
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1.3. Estimaciéon de la funcién de densidad.

1.3.1. El estimador basado en el estimador de Kaplan-Meier

El estimador tipo ntcleo es el estimador no paramétrico de la funcién de densidad
mads estudiado y utilizado en los tltimos anos, y es el método en el que nos centraremos
para estimar la densidad en presencia de censura aleatoria por la derecha. Desde los
trabajos de Rosenblatt (1956) y Parzen (1962), los estimadores de tipo ntcleo de la
densidad han sido quizds los méds populares, aunque los primeros trabajos sobre la
versién para datos censurados por la derecha no aparecieron hasta 1980 (ver Blum y
Susarla (1980)). En general, los estimadores tipo ntcleo de la funcién de densidad son

de la forma:

Fu(t) = b /K (t - ”) dF(w) = /Kh(t ~0ab) = (K F) () (L8)

donde Kj(-) = h~1K (-/h) es la funcién niicleo reescalada, h > 0 es el pardmetro de
suavizacion o ventana, el stmbolo * denota la convolucién, y F (+) es un estimador de la
funcién de distribucién, en nuestro caso, el estimador de Kaplan-Meier. Las condiciones
que normalmente ha de verificar la funcién nicleo es que sea positiva, simétrica y que
| K(u)du = 1. Por tanto, en general, ha de ser una funcién de densidad, pues ast ﬁ (+)

también lo serd ya que hereda todas las propiedades analiticas del niicleo.

Observacién 1.3.1
Si F(-) y G(-) son dos funciones de distribucion, entonces se define la convolucion

F«G(-) como la funcion
H(t) = / Gt — v)dF(v) VteR.

La operacion convolucion wverifica las propiedades conmutativa, asociativa y dis-
tributiva respecto a la suma. Si G (-) es absolutamente continua con densidad g (-),

entonces H () = F « G (-) es absolutamente continua con densidad h(-) dada por

(e o)

h(t) = / g(t—v)dF(W) VteR.
—o0
Si ademdas F (-) es absolutamente continua con densidad f (-), entonces

h(t) = / T gt—0)fw)dv VEER.

—00

La importancia de la convolucion de funciones de distribucion viene dada por el
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hecho de que si X e Y son dos variables aleatorias independientes con funciones de
distribucion F () y G (-) respectivamente, entonces la funcion de distribucion de la

variable suma S =X +Y es

H(t) = / T Gt —v)dF) WER.

—00

Como ya se comentd antes, no fue hasta principios de los anos 80 cuando se publi-
caron las primeras propiedades del estimador tipo nticleo de la funcién de densidad con
datos censurados por la derecha. Foldes, Rejto y Winter (1981) obtuvieron, tomando
como F (-) en la expresion (1.8) el estimador de Kaplan-Meier, la convergencia fuerte
para el estimador niicleo de la densidad fEM (), que se reduce al estimador usual tipo
nticleo de Parzen (1962) en el caso de no censura (puesto que FXM (1) en tal caso, se

convierte en la funcién de distribucién empirica usual, F, (-)).

Propiedad 1.3.1 (Consistencia del estimador, Féldes, Rejté y Winter (1981))

St F(-) es acotada, G(bp) < 1, K (-) es continua por la derecha y de variacion
acotada en Ry la sucesion de ventanas h,, verifica que h, — 0 pero hy(nlog n)1/8 —
00, entonces:

(a) Si f(-) es continua en t, entonces

KM

2 (t) — f(t) c.s. cuando n — oo.

(b) Si —o0o<a<b<ooy f() esuniformemente continua en (a,b), entonces

Ve>0:
e, ME O =] =0 e
(c) Si —o0 < a<b<ooy f() tiene una derivada acotada en (a,b), en-
tonces:

sup ‘ffM(t) —f(t)] =0 cs.
a<t<b

La consistencia uniforme de este estimador ha sido estudiada por diversos au-
tores: Mielniczuk (1986), Stute y Wang (1993), Stute (1995), Chaubey y Sen (1996) y
Gannoun y Saracco (2002) entre otros, abordando la demostracién de muy diferentes
formas. Como consecuencia, las condiciones sobre la sucesién de ventanas se han ido

relajando, pidiendo finalmente tan sélo que h,, — 0 y nh2 (log n)_l — 00.

Diehl y Stute (1988) representaron el estimador tipo micleo de la funcién de den-
sidad con pesos Kaplan-Meier fXM (.) como una suma de variables aleatorias inde-

pendientes mds un término de error despreciable en probabilidad y de forma casi
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segura. Este resultado es muy importante, ya que permite determinar la razén exacta
de convergencia puntual (o ley del logaritmo iterado), la razén exacta de convergen-
cia uniforme y obtener resultados puntuales sobre la distribucién asintética. Ademds,
va a permitir relajar las condiciones sobre la sucesién de ventanas en la normalidad
asintética obtenida por Mielniczuk (1986), pidiendo tan sélo que h, — 0y nh,, — occ.
De los resultados de Diehl y Stute (1988) se puede obtener ademds una tasa para la
consistencia casi segura del estimador (ver Xiang (1994)). Este orden es ¢ptimo, en

contraste con el obtenido por Karunamuni y Yang (1991).

Propiedad 1.3.2 (Tasa de consistencia fuerte, Diehl y Stute (1988))

Sea J = [a,b] un intervalo, y sea K () una funcion nicleo continuamente dife-
renciable con soporte compacto. Supongamos que f(-) = F'(-) y g(-) = G'(-) son
acotadas en el intervalo [0,T'] para algin T <T' donde 0 < T < oo es un punto fijo
tal que H(T) < 1, si f()(-) es continua en J. = [a —e,b+¢], para algin € > 0,

entonces

rer 1(rt1)
Sup|f"KM(t)_f(t)| =0 <<logn> ) c.s. con hy, =0 <<10gn> ) '
teJ " -

Este resultado ha sido extendido a la derivada de orden m por Xiang (1994).

Propiedad 1.3.3 (Tasa de consistencia fuerte del estimador de la derivada de orden
m, Xiang (1994))

Sea J = [a,b] un intervalo, y sea K () una funcion nicleo continuamente dife-
renciable hasta el orden m~+1, para algin m > 1, con soporte compacto, verificando que
JK@W)dv=1, [¢'K@v)dv=0conj=1,...,r—1y [s"K (v)dv # 0. Supongamos
que fH7) () es continua en J. = [a —e,b+¢], con 0 <5 < f(-) <M < oo, para
todo t € Je, para algin € > 0 y para algin r > 2.

FEntonces, si hy, = O (((log n) /n)l/[2(71+m)+”)

r/R2(r+m)+1]
KM (g) — ) 1)| = O (<1og”> )

n

Por su parte, Ghorai y Pattanaik (1990) estudiaron la consistencia £; del esti-

mador. El principal resultado hace referencia a la distancia £1, definida por

T
Ju (T) = / |FEM () — £(0)] do,

donde T' es un nimero real convenientemente elegido. Suponiendo que la sucesién de
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ventanas verifica que h, — 0 y nh, — oo, los autores demostraron que J, (IT") — 0
completamente cuando n — oo, asi como la convergencia débil y fuerte de J, (T) a

cero. En el caso de no censura, este resultado se reduce al obtenido por Devroye (1983).

La generalizacién de la distancia J, (T) a la distancia en £, dada por

T
Jo (T,p) = / |FEM () — f(0)|” dv

ha sido estudiada, entre otros, por Csorgo, Gombay y Horvath (1991), quienes demos-
traron que bajo ciertas condiciones impuestas sobre la funcién nicleo K (-), la sucesién
de ventanas h,, y la funcién de densidad tedrica f (-), entonces la distancia J,, (T, p) es
asint6ticamente normal. El caso particular de p = 2 lo aborda también Zhang (1998),
obteniendo un desarrollo de la funcién J, (t — ) para todo ¢ > 0y ¢t > 0 tal que
H(t) <1

La distribucién asintética del estimador fffM () fue estudiada por, entre otros,
Diehl y Stute (1988), Lo, Mack y Wang (1989) y més recientemente, por Zhang (1996)

y Louani (1998), aunque los primeros resultados se deben a Mielniczuk (1986).

Propiedad 1.3.4 (Normalidad asintética, Mielniczuk (1986))
Si K () es una funcion par, la funcion de densidad f(-) tiene sequnda derivada
acotada en un entorno de t, y la sucesion de ventanas h, es de orden O (n‘1/3),

entonces

Vil (FEM (1) — £ (8) -5 N (0,02 (1))

con varianza

o2 (t) = 1f—g)(t) / K2 (v) dv.

Lo, Mack y Wang (1989) obtuvieron el sesgo y la varianza asint6ticos del estimador
y, basdndose en la representacién casi segura del estimador de Kaplan-Meier de la
funcién de distribucién obtenida por Lo y Singh (1986), establecieron la representacion
casi segura del estimador de la funcién de densidad con una cota para el término de
error no sélo de forma casi segura, sino también en media. Finalmente establecieron,
bajo ciertas hipdtesis sobre la funcién nicleo y la sucesién de ventanas h,, la ley del

logaritmo iterado.
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Propiedad 1.3.5 (Sesgo y varianza, Lo, Mack y Wang (1989))

Sea K (-) una funcion de densidad continua, simétrica, de variacion acotada y con
soporte compacto. Sea h, wuna sucesion de wventanas tales que h, — 0 y
(logn)? (nhy,)™" — 0. Si f(-) es una funcion de densidad dos veces continuamente

diferenciable en t, entonces

B 7Y (1) = £ (1) + 3" (1 (/v2K (v) dv) B2 4o (h2),

Var (fEM(t)) = nihnlfig)(t) /K2 (v)dv+o ((nhn)_l) )

El término dominante del error cuadratico medio puede obtenerse directamente a
partir de estas expresiones, de manera que el cldsico balance entre el sesgo y la varianza

-1/5

proporcionard ventanas 6ptimas del orden n , al igual que en el caso de no censura.

Propiedad 1.3.6 (Representacion casi sequra, Lo, Mack y Wang (1989))

Sea K (+) una funcion nicleo de variacion acotada y con soporte compacto. En-

tonces el estimador fEM () admite la siguiente representacion

FaM (@) = () + By (1) + 0 (8) +en (2),

donde

sup |en (t)] = O ((nhn)_l log n) c.s.

0<t<T
y «

sup Ele, (t)|* =0 ({(nhn)_l log n] ) para todo o > 1
0<t<T

siendo

)= [ F(t=hu) K (0)do— £ (1)

1 n

on (t) = nh, z; & (t = hpv) dK (v),

con

B Zint gl (v) 1
G0 =0-ro)|- [ T sy

El término S, () es esencialmente el sesgo del estimador, mientras que o, (-) con-
tendria la parte de la varianza. La expresiéon del error seria entonces
en (t) = hy! [rn (t — hyv)dK (v), donde 7, (+) es el término del error de la repre-

sentacion casi segura del estimador de Kaplan-Meier obtenida por Lo y Singh (1986).
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Diehl y Stute (1988) habian obtenido previamente otra representacién para el es-

timador de la funcién de densidad, en funcién de
Ta(t) = [ Kt 0)dF ).

En el caso de no censura, [ ( fEM (t) = 5, (t); sin embargo, en presencia de censura,

ambas funciones pueden diferir.

Propiedad 1.3.7 (Diehl y Stute (1988))

Sea K (-) una funcion nicleo continuamente diferenciable con soporte compacto, y
supongamos que f () =F'(:) y g(-) = G'(-) son acotadas en el intervalo [0,T'] para
algin T < T" donde 0 < T < oo es un punto fijo tal que H (T') < 1. Entonces

hy, (t) — B [hy, ()]

donde
sup |R, (t)] =0 ((nhn)_1/2) +0 (h,{bﬂ) en probabilidad
0<t<T
Y

sup |R, ()] =0 ((log logn) (nhn)_1/2) +0 (log log nh}/2> de forma casi segura,
0<t<T

siendo

Falt) = /Kh (t— v) dF (v)
Yy

B (1) = / K, (t - v) dH? (v)

H, (t) =

S|

n
'21 liz<t5=1}
1=

Propiedad 1.3.8 (Ley del logaritmo iterado, Lo, Mack y Wang (1989))

Sea K (-) una funcion de densidad continua, simétrica, de variacion acotada y
con soporte compacto. Sea h, una sucesion de ventanas tales que hy, — 0, hy /by, — 1
cuando n,m — oo con n/m — 1, (logn)* = o(nh,(loglogn)) y
h, =o0 ((n‘l log log n) 1/5> . St f(-) es una funcion de densidad dos veces continua-

mente diferenciable en t, entonces

lfm sup <”—h">1/2|ffM () — ()| = <1f—% / K2 (v) dv>1/2 c.s.

n—oo \ 2loglogn
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Diversos autores estudiaron esta propiedad para la diferencia en valor absoluto
| fEM(-) = F1 (+)]- Bajo ciertas condiciones en la sucesién de ventanas hy,, Dichl y

Stute (1988) demostraron que

) nhy, 1/2 _ 1-G @) 1/2
Ji“olo<2log<1/hn>> ai‘iEb‘ffM(”‘fh“)‘( 0 )

_ ( / K2 (v) dv) R

Este resultado ha sido posteriormente extendido por Xiang (1994), bajo la condi-
cién de que h, = O(n™7) con 0 < v < 1, y Giné¢ y Guillou (1999) demostraron, a
su vez, este resultado para valores de t en el intervalo (O, Z[n(l_gn)]] con €, — 0. De-
heuvels y Einmahl (2000) generalizaron el resultado de Xiang (1994) bajo condiciones
menos restricticas e introduciendo una funcién concreta ¥ (-) continua y estrictamente

positiva, siendo W, (-) un estimador de ¥ (-) tal que

W, (1)
0

sup
a<t<b

— 1' — 0 en probabilidad y de forma casi segura.

En concreto, estos autores probaron que

L 1/2
lim sup n
n—oo \ 2 (log (1/hy) + loglogn)

_ 1/2 1/2
% sup [FEV (1) = F, (1) <w <t>1—G“)) _ (Sup v [k dv)

a<t<b f (@) a<t<b

Finalmente, la ley del logaritmo iterado para la diferencia | £ () — B [ £ (¢)]|
ha sido obtenida por Zhang (1999).

En la estimacion tipo nicleo de la funcién de densidad (con o sin censura), es bien
conocido que la eleccién de la funcién nicleo tiene una importancia menor, y son

comunes en la practica los niicleos dados en la tabla 1.1.

Sin embargo, la bondad de cualquier procedimiento estadistico que implique suavi-
zacién y, en concreto, la estimacién tipo nicleo de la funcién de densidad, dependen de
manera crucial de la eleccién del pardmetro de suavizacién o ventana, ya que regula el
grado de suavizacién del estimador. Ventanas demasiado pequenas producen estima-
ciones con mucha variabilidad (infrasuavizacién), mientras que ventanas grandes dan

lugar a estimaciones sesgadas (sobresuavizacién).
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Tabla 1.1 Principales funciones nticleo usadas en la estimacién no paramétrica tipo nicleo

de la funcién de densidad.

3
K(u) = 1 (1 —u?) 1<ty Niicleo de Epanechnikov
K(u) = ! emu?/2 Ntcleo Gaussiano
Vo
K(u) = (1 - [u]) Lyju<1y Ntcleo Triangular
15 212 : (L
K(u) = 16 (1 —u?)" Lqy<ny Ntcleo Cudrtico
1 . :
K(u) = 51{\H\S1} Nucleo Uniforme

La Figura 1.1 ilustra, mediante un ejemplo, la sensibilidad del estimador de Parzen-
Rosenblatt a la eleccién de la ventana de suavizacién. Se muestran distintas estima-
ciones de la funcién de densidad correspondiente a una mixtura de las distribuciones
normales N(2,1) y N(—2,1) con probabilidades p; = 0.6 y pa = 0.4 respectivamente,
que aparece dibujada en las cuatro graficas con trazo continuo. Las lineas discontinuas
representan estimaciones tipo nucleo de la funcién de densidad tedrica obtenidas a
partir de una muestra de 300 datos simulada de dicho modelo, utilizando la funcién

nicleo de Epanechnikov, y considerando cuatro pardmetros de suavizacién diferentes:

h=02y h=04 infrasuavizacion
h =0.925 suavizacion adecuada

h=2.5 sobresuavizacion

Se intuye ficilmente, a partir de las gréficas, qué pardmetro de suavizacién es el
apropiado, debido a que la funcién subyacente a los datos es conocida; pero en el caso
en el que la verdadera estructura bajo la que se obtuvieron los datos estd oculta, la
eleccién de la ventana puede ser bastante complicada. Por lo tanto, es imprescindible
el desarrollo y uso de métodos automadticos de eleccién de la ventana h que permitan

elegirla de acuerdo a algun criterio especifico.

Podemos encontrar revisiones sobre los distintos métodos de estimacién del para-
metro de suavizacién en ausencia de censura en Cao, Cuevas y Gonzdlez Manteiga
(1994), Jones, Marron y Sheather (1996) y Devroye (1997) entre otros. No obstante,
cuando la muestra contiene datos censurados, la eleccién del pardmetro ventana es un

tema relativamente poco estudiado todavia.
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h =0.925 h =25

03

Figura 1.1. Funcién de densidad teérica de una mixtura de normales N(2,1) y N(—2,1)
con probabilidades p1= 0.6 y pa= 0.4 respectivamente (linea continua) y su estimacién

mediante el método nicleo (linea discontinua).

La primera referencia en la literatura sobre el estudio de la seleccién de la ventana
en presencia de censura aleatoria por la derecha es de Stute (1985), quien obtuvo

la expresién de la ventana éptima local que minimiza la parte asintética del error
cuadratico medio (AMSE) de fEM (.):

AMSE (f5M (1)) = %hQ (1) / WK (v) dv+ ﬁ / K2 (v) do,

donde
MSE (f5M @) = B[ (£#M (1) - £ )] -
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La expresion de este pardmetro ventana local asintéticamente 6ptimo es igual a

hanse (t) = (4(1{72@)) / K2 (v) dy> 1/5 ( % £ (8) / V2K (v) dv) —2/5n—1/5.

Paralelamente, Marron y Padgett (1987) proponen el estimador de la ventana de
validaciéon cruzada hgy, introducido por primera vez para muestras completas por
Rudemo (1982) y Bowman (1984), tomando como distancia entre fXM (.) y f(-) el

error cuadratico integrado:

ISE (f5M hy) :/( KM () = f () dv

KM

iy (+) el estimador tipo nicleo con pesos Kaplan-Meier y ventana hg, y de-

siendo

muestran que el selector hoy es asintéticamente 6ptimo en el siguiente sentido:

ISE (f5M hey)
—
infy, ISE (fEM )

Patil (1993) probé que este selector de la ventana converge al minimizador del error

cuadrético integrado (ISE) con un orden relativo de n=1/10,

Miés recientemente, Kuhn y Padgett (1997) propusieron elegir la ventana local-

mente de manera que minimice la parte asintética del error medio absoluto:
MAE (£ (1) =B |£; (5) - f(#)],

cuya expresién final es

1/5

sa2f (1) / K2 (v) dv
</ VK (v) dv>2f” (02 (1= H (#))

~1/5

hamag () =

donde « es el valor para el cual 4a (P (o) — 0.5) — ¢ () = 0 siendo @ (-) y ¢ (+) las
funciones de distribucién y de densidad respectivamente de la distribucién normal
estandar. Scott y Wand (1991) demostraron que o = 0.4809489. La relacién entre esta
ventana y la obtenida por Stute (1985) es

havar _ 40215 — g.98458,
hamse

es decir, el valor es muy parecido.
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Recientemente, Sénchez Sellero, Gonzalez Manteiga y Cao (1999) han propuesto
un selector tipo plug-in y otro bootstrap para la ventana en la estimacién de la funcién

de densidad en el caso mds general de datos censurados y truncados.






Capitulo 2

Estimacion presuavizada de la

funcion de distribucion

2.1. Introduccién a la estimacién presuavizada

La idea bdsica de los estimadores presuavizados consiste en estimar la funcién

p(t) =E(0|Z =t) en las expresiones

Ar() = [ O% y 1 F(t) = exp [~ Ap(t)] = exp (— /

t
P} (o))

0

de forma totalmente suave y no paramétrica. Dado que la funcién p(t) es la funcién

de regresion de § condicionada a que Z = t, una posibilidad serd estimar p(Z(i)) por

el estimador nicleo de Nadaraya-Watson p,, (Z(i)) basado en las respuestas binarias 9;

con covariables Z;, ¢ = 1,...,n, es decir:

12 t— Z; L
(nb) 1@;[(( b )(52 _n 1@;Kb(t—Zi)6i (2.1)

(nb)_l:ZlK<x_bZi) - n—lileb(t—Zi)

Pn (t) =

donde K (-) es una funcién niicleo, Kj(-) = b= K (-/b) es la funcién niicleo reescalada,

yb=b,, n=1,2, ... es la sucesién de ventanas.

Este estimador se puede interpretar como el de méxima verosimilitud local de p ().

Si la logverosimilitud local de los datos (Z;,0;);; es

n

; [0;log p(Z;) + (1 — ;) log(1 — p(Z;))] Ky (t — Zi)
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y para los Z; de un entorno de ¢ se usa la aproximacién local constante

el estimador (2.1) es la solucién al problema de maximizar

n

> [dilog(a) + (1 — 6;)log(l — a)] Ky (t — Z;)

i=1
con respecto a a. Esta relaciéon con los estimadores de méxima verosimilitud local
da pie a usar otros estimadores no paramétricos de p(-), como por ejemplo los esti-
madores polinémicos locales, aunque en este capitulo nos restringiremos al estudio de

los estimadores presuavizados con el estimador de Nadaraya-Watson.

El nombre de estimacién presuavizada viene del hecho de que la suavizacién se usa
lUnicamente para obtener una versién suavizada de los pesos de Kaplan-Meier, pero el

estimador resultante de la funcién de distribucién no es suave.

2.2. Definiciéon del estimador

El estimador presuavizado de la funcién de distribucién en presencia de censura

aleatoria por la derecha se obtiene directamente del cldsico estimador de Kaplan-Meier

oy
KM H li]
L= E () (1 n—i—{—l)7

Z@st

sin mds que sustituir d}; por un estimador suave de p (Z(i)). Este estimador, propuesto

por Cao, Lépez de Ullibarri, Janssen y Veraverbeke (2005), es

1-FP =[] <1—M>, (2.2)

i1
<t n—1+

donde p,, (-) es el estimador tipo nicleo de Nadaraya-Watson basado en las respuestas
binarias §; con covariables Z;, i = 1,...,n y dado por la expresién (2.1). Un estimador

relacionado con éste es el propuesto por Ziegler (1995):

Zin _ 30
t-riw= 11 (“m»

Zst

donde &}; estd definido por
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£ = pn(Zy) cuando Zgy > by
g O[] cuando Z;y < by,

es decir, este estimador coincide con el estimador de Kaplan-Meier en un entorno del
cero, y con el estimador presuavizado en los demds puntos con el fin de evitar posibles
problemas estocdsticos en un entorno del cero. Esta autora establece la convergencia
debil del proceso estocdstico v/n (FZ (-) — F (+)), caracteriza su limite, y basandose
en el trabajo de Hall y Wellner (1980), estudia y proporciona distintas bandas de

confianza para la funcién de supervivencia.

2.3. Propiedades generales del estimador

A continuacién exponemos algunas de las propiedades y observaciones sobre el
estimador presuavizado de la funcién de distribucioén, que se derivan fdcilmente de su

propia definicién.

Propiedad 2.3.1

La expresion del estimador presuavizado de la funcion de distribucion EF () se
deriva de la del estimador presuavizado de la razén de fallo acumulativa AL (-), tal
como ocurre sin presuavizar con el estimador de Kaplan-Meier de la funcidn de dis-

tribucion y de Nelson-Aalen de la razon de fallo acumulativa.

La relacién entre la razén de fallo acumulativa Ap (-) y la funcién de supervivencia

1 — F () es, en general,

1—F(t) =exp[-AR(1)] [T (1 - AMai}), teR? (2.3)

a;EA
[e23 St

donde A es la masa de dtomos de F'(+),

A{t} == A(t) — A(t—)

Ap(t) = Alt) - ZA Aai}

es la “parte continua” de A () para todo t € R™.

El estimador presuavizado de la razén de fallo acumulativa es una funcién constante

a trozos de forma que
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Z;)

AP Z;} = L

{2 = —14+1

para cada ¢ =1,...,n. Esto motiva, por la relacién (2.3), el siguiente estimador de la

funcién de supervivencia 1 — F'(+):

es decir, el estimador de Kaplan-Meier presuavizado.

Propiedad 2.3.2

El estimador presuavizado 1 — FF (-) puede tener saltos en todos los datos, sin
limitarse dnicamente a los datos no censurados, tal como ocurre con el estimador de

Kaplan-Mezer.

El estimador de Kaplan-Meier se puede expresar de la forma

EM(0) = ZWZK 1{Z<><t}

=

donde los pesos son

KM _ 4
=1,...
o n—z—i—1H< n— j+1> Pl

es decir, no nulos tnicamente en los datos con d;;; = 1. Sin embargo, el estimador

presuavizado es igual a
n
P P
Fn (t) = Z Wz 1{Z(i)§t}’
i=1 ’

con

p_ lZe) T )
Wiy = — z—l—l 1< _n j+1> i=1,...,n (2.4)

en el que los productos vacios valen 1.

Propiedad 2.3.3
Cuando no se presuaviza en absoluto, es decir, cuando se toma una ventana b
muy pequena (b — 07), el estimador presuavizado FI (-) de la funcion de distribucion

coincide con el clasico estimador de Kaplan-Meier FEM (.).
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Esto es debido a que, con una ventana de presuavizado b muy pequena, el limite

del estimador de la funcién p (-) en cada punto Z; es

n
’I’L_l Z Kb (Z(z) — Zj) 5j
~
Pn(Z)) = —— —
K (24) - 2;)
J:

K(0)d; 5
K(O) - [2}7

Propiedad 2.3.4

En el caso de no censura, el estimador presuavizado FF () de la funcion de dis-

tribucion coincide con la funcidn de distribucion empirica.

En el caso de no censura, i.e., cuando 5m =1 parai=1,...,n, se verifica que

(nb)‘léff <t_sz> 2
(nb)~* jilK (t _ij)

pu(t) = :1:(5m 1=1,...,n,

es decir, los estimadores de Kaplan-Meier y Kaplan-Meier presuavizado son iguales y

coinciden con el estimador empirico de la funcién de supervivencia de la muestra:

pn(Z()) 1 n—i
1-Fr@ = ][ <1—7, =II (1- : - 11 :
Zoy<t n—i+1 Zgy <t n—i1+1 Zgy <t n—i+1
n—1n—2 n—=k n—=k n l{Z(i)gt}

= . =1-3

n n—1 n—-k+1 n = n

donde k£ = max {z 12 < t} y por tanto k= 1", 1{Z(i)§t}'

Propiedad 2.3.5

Tal como ocurre en el caso del estimador cldasico de Kaplan-Meter, otro estimador
presuavizado de la funcion de supervivencia 1 — FL (-) también se podria expresar de

la forma

P(2) 1 PolZo)
-0 = 11 <1‘m> ’

Zw<t

st en lugar de usar la aproximacion

oo [ Pn(Zi) \ - pn(Z(i))
P\Tn—ir1) " T a1

a la hora de construir el estimador, se usa la siguiente
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exp _pn(Z(i)) e (- 1 pn(Z(i))m - 1
n—i+1 n—1i+1 o n—i+1

Este estimador es asintéticamente equivalente a (2.2), puesto que

pn(Z(z))

Ey () = Fy® (1) = Op(n).

Por simplicidad, sélo trabajaremos con el estimador F,I” (-), ya que ambos proporcionan

resultados casi idénticos en la mayoria de las situaciones précticas.

Propiedad 2.3.6
El estimador presuavizado para la funcion de distribucion G () de la variable de

censura C viene dado por

e =TT (-5,

Zwm<

o bien

PE) 1 1—pn(Z(;y)

Z <t

Es inmediato, dado que una observacién censurada de la variable de interés Y

corresponde precisamente con una no censurada de la variable C.

Propiedad 2.3.7
El producto de los estimadores presuavizados de las funciones de supervivencia
1—F()y1—G(-), en su sequnda version, coincide con la supervivencia empirica de

la variable observada 1 — H (+), es decir,

(1 — FP@) (t)) (1 —GP® (t)) = 1—H,(t).

El producto de ambas funciones es

(1 ~FF® (t)) (1 —Gh® (t))
1 pn(Zs)) 1 1—pn(Z())
=11 (1_n—i+1) 11 (1_n—i+1)

Z(i)St Z(i)gt
1 n 1 Zn<
= 11 (1——. 1)21—27{ Ot (1),
<t n—1-+ p— n

Esta igualdad se convierte en sélo una aproximaciéon cuando se usa la versién

original del estimador presuavizado.
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2.4. Propiedades asintéticas del estimador

En este apartado obtenemos una representacién casi segura del estimador pre-
suavizado FI” (-) como suma de variables independientes e idénticamente distribuidas,
m4s un término de orden despreciable. Esta es una de las propiedades m4s importantes
de este estimador, pues a partir de ella se pueden demostrar otras como la consistencia

fuerte uniforme o la normalidad asintética del estimador.

Esta representacion ya fue obtenida por Cao, Lépez de Ullibarri, Janssen y Veraver-
beke (2005), aunque tnicamente en probabilidad. Nosotros recorreremos su demostra-
cién para obtener, al igual que en la representacién obtenida en Lo, Mack y Wang
(1989) para el estimador de Kaplan-Meier, el comportamiento asintético del resto de
forma casi segura y en media, ya que se necesitard para obtener resultados andlogos
en el caso de la funcién de densidad y en los procedimientos para la seleccién de las

ventanas. Para ello establecemos ciertos lemas previos.

2.4.1. Lemas previos

Lema 2.4.1 (7
1— )
max ( (Z))

T (zy 2l ‘ : 2.5
ie{l,..n—1} 1 — H, (Z(i)) O (logn) casi sequro (2.5)

Demostracion.

Es el lema 1 de Sénchez Sellero et al. (2005). m

Lema 2.4.2 i
1—-H(Z,
E < max ¢> ~0(1).

i€{l,.n—1} 1 — Hy (Z()

Demostracion.

En la pdgina 61 de Petrov (1995) se puede encontrar la siguiente propiedad:

E (\X\k> - p/ooo P(X| > z)2" tda (2.6)

para cualquier k£ > 0 y para una variable aleatoria arbitraria X. Este resultado, junto
con la desigualdad de Shorack y Wellner (1986), pagina 415,

1— H(Z,
Pl  max JZA <exe YA>1 VneN
ie{l,..n—1} 1 — H, (Z(z))
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conduce a
k
1-H ;
o (e 1)
i{l,..m—1} 1 — H,, (Z(i))

) 1-H(Z;
_ k/ P méx ﬂ >z | 2Flde
0 ie{1,..m—1} 1 — H,, (Z(i))

< k/ eve Tk ldr = ek/ e Trkdy = ekk!
0 0

llegando asf a la cota uniforme con el orden que se buscaba. m

Lema 2.4.3 Sea H (-) una funcion de distribucion arbitraria y sea H, (-) su corres-

pondiente distribucion empirica. Entonces, para todo k > 0, se verifica que

E <81t1p \H, (t) — H (t)|k> =0 (n—W) .

Demostracion.

Por la desigualdad de Dvoretzky, Kiefer y Wolfowitz (1956) se tiene que
P (ﬁsup\Hn (t)—H(t)] > )\) <2e? VYA>0 VneN
t

siendo ¢ una constante universal. Combinando este resultado con la igualdad (2.6)

podemos concluir que

oo

E (Sl;p \H,, (t) — H (t)]k> - k/o P <s%p \H,, (£) — H (£)] > x) 25-1dg

= k:/:oP <\/ﬁs1ip \H,, (t) — H (t)| > xﬁ) a*1dx

00 %) r k
< k/ 2ce=2ne” ph—lgy — ck/ e~ 2z k2=, — ok (2/{;)2:
0 0 (2n)*/

quedando de este modo demostrado el enunciado del lema. m

Lema 2.4.4 Sea el nicleo K (-) una funcion de densidad con [ |v| K (v) dv < oo, con
derivada KU (-) continua y de variacién acotada para j = 0,1,...,N. Sea h, (-) el
estimador de Parzen-Rosenblatt de la funcion de densidad h(-), con sucesion de ven-
tanas by. Si h(-) y sus (N + 1) primeras derivadas son acotadas, y €, es una sucesion
de niimeros positivos tales que 1im,, oo by /e, = 0, entonces existen dos constantes Cy

y Ca tales que
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P (supt h) (t) — hl9) (t)‘ > sn) < Cyexp (—Cgﬂ&“%b%j+2) para 7 =0,1,..., N.
Demostracién.

Es el lema 2.4 de Schuster (1969). m

Lema 2.4.5 Sea h(-) una funcion de densidad arbitraria y sea hy (-) su estimador
de Parzen-Rosenblatt con sucesion de ventanas by,. Entonces, bajo las condiciones del

lema anterior, se verifica para todo k > 0

E <81t1p I (£) — B (t)|k> =0 ((nb2)_k/2) .

Demostracion.

Usando de nuevo (2.6) y el lema anterior obtenemos:

E <s1zp (B () — h(t)|k> _ k/OOP <s1zp B (£) — B ()] > x> 1dy

0

IN

kC’l/ exp (—C’gnb2x2) 2P ldg
0

0

F(g) 1L G k 2\—k/2
kCl (C2nb2)k/2 = 5]605/21_‘ <§> (nb ) )

= %kCl/ exp (—C’an%) o2 gy
1
2

como querfamos demostrar. m

Lema 2.4.6 Sea m(t) = E(Y|X =1t) la funcion de regresion de Y sobre X, y sea
my, () el estimador de Nadaraya- Watson con sucesion de ventanas by,. Supongamos que

el nicleo K () es una funcion de densidad acotada, simétrica, de variacion acotada
t t

con / |v| K (v)dv < o0, y / v2K (v)dv < oo. Si las funciones h(-) y m(-) son
0 0

continuas en toda la recta real, y min_ocq<i<p<oo it (t) = p > 0, entonces
P < sup |my (t) —m(t)| > ¢
a<t<b
< Co [exp (= [ (1 — ) nb2) + exp (= [e (1 — o) mb?)

texp (3 [e (= )02 )| + Crexp (e (n— o) i)

donde las constantes Co,C1,71,72,Y3 Y 74 Son positivas y dependen de

I = maxg<i<pm (t) < 0o y de la funcion nicleo K ().
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Demostracion.
Es el teorema 2.1 de Nadaraya (1989). m

Observacién 2.4.1
Dado p, para un n suficientemente grande de modo que € < /2, de la desigualdad

anterior se puede deducir la siguiente

P ( sup |my, (t) —m(t)] > E) < Cyexp (—y5e°nb?)
a<t<b

puesto que si € < /2, entonces [ (u — €)]* > e2u? /4, y por tanto

12
mp@nkwffmn@)Smp(ﬁzf%ﬁ).

Lema 2.4.7 Sea p(t) = E (0| X =1t) la funcion de regresion de § sobre X, y sea py, (+)
su estimador de Nadaraya-Watson con ventana by,. Entonces, bajo las condiciones del

lema anterior, para todo k > 0 se verifica que

B (suplp ()~ p (0] ) =0 () ).

Demostracion.
Idéntica a la del lema 2.4.5. m

Lema 2.4.8 Sea h(-) una funcion de densidad, y sea hy, (+) el estimador de Parzen-
Rosenblatt con ventana b y funcion nicleo K (-). Si K (-) es una funcidn de densidad

simétrica y h(-) es cuatro veces diferenciable con h¥ (-) acotada, entonces

1 1
+5 0" ()" dic + —-Qu (1),

donde
CK :/K2 (v)dv, dig = /’U2K (v) dv (2.7)

y Qn (-) depende del micleo K (-), de h(-), de k" (-), de h™® (-) y del tamario muestral

n a través de la ventana b.
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Demostracion.

Denotamos por p (-) la siguiente esperanza
p(t) =B by (5)] = B[K, (t = 2)] = h () + 5°Qu1 (1),

donde
1
Qni (t) = / v K (v) /0 (1 —z) " (t — vbzx) dxdv.

El primer paso es sumar y restar la esperanza del estimador, p (-), para asi descom-

poner la esperanza de la potencia cuarta de hy, (-) — b (+) en los siguientes términos:
B[(hn () = ()"] = Bl (8) = 1 (8) + (&) = @)
= B|(hn () = p(0)"] +4 (0 (8) = h (D) B | (hn (1) = (1))’
6 (1 (t) = h ()" B | (hn (1) — 1 (1))?]
A (1) = B (£)* Bl (£) = (1)) + (u (1) = B (£)"
La diferencia 11 (£) — h (t) es igual a

() — h(t) = BQu (t) = %b2d;<h” (£) + b Ro (1),

con
1
R () = é / V'K (v) / (1= 2)? i (¢ — vba) dxdv,
0

de modo que el dltimo de los sumandos es igual a

(B [l ()] — ()" = TPk ()" 4605 1)

donde C~2n75 (-) depende de Ry, (+), de h” () y del tamano muestral n a través de b.

Asi mismo, por definicién de la funcién p(-), el pendltimo sumando es cero. A

continuacién, demostraremos que el primero de ellos es igual a

1
(nb)”

E [(hn (0) Bl ()] = 6= (1) G + =G (1),

donde @n,l () es una funcién que depende de h () 7Qn1 () ) Qn? () ’ Qn3 () y Qn4 ()
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En efecto,

B |(hn (1) = B[ ())'| = B

(3 & - 2) <t>>)4]
E

i=1
D GG AROIEAEEARIO)

1
X (Kp (8= Z3) — p(8) (K (t = Z0) = (1))
1

n

1 > Bin
ivjdd=1

La idea consiste en separar la suma en varios términos, clasificando los sumandos en
funcién de las coincidencias entre los cuatro indices. Denotaremos por N = {1,...,n}

al conjunto de valores que puede tomar cada indice y formalizamos la clasificaciéon asf
N* = {(i,j, k,01) /i, k,l €N} =L ULUI3UI;UIs
siendo

{G,j, k1) € N*/#{i, j, k,1} =4}

{(i,4,k, 1) € N*/#{i, j, k,1} =3}

Iz = {(i,j, k,1) € N*/# {i,j, k,1} = 2 empatados dos a dos}
{(i,4,k,1) € N4 /4 {i,j,k, 1} =2y tres de ellos empatados }
{G,j, k1) € N*/#{i,j, k,1} =1}

Podemos separar la suma anterior en los siguientes términos:

B[ ()~ Bl )] = T Bty X By

4
" (i4kl)el T (i, k)€l
1 1 1
+—= X Eyjut+t— X Eyut—3 > Eyu
n (i7j>kal)el3 n (i7j>kal)el4 n (i7j>k7l)615

Serdn cero las esperanzas de aquellos términos que tengan al menos un ndice de los
cuatro no empatado con los restantes, de modo que, uinicamente, consideraremos los
casos en los que o bien los cuatro indices coinciden, o bien haya exactamente dos pares

de coincidencias, es decir,

1 1
E|(hn(t) =Bl D' == > Eyu+t— > Eyu
T i gk l€ls T i gkl

Empezando por I3, podemos ver que cardinal (I3) = 3n (n — 1), de modo que
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i4 Y. Eiju= 5n (n4— 1)]51122 — 30> ! (E [Ky (t — Z1) — M(t)]2)2
n= G gklels n n
= 3" (B (6~ 20) — 20 (1) Ko (6 — Z0) + 22 (1)])°
2
=3t (Jh 0 e +1Qu () - (10 + 0 ()

3 3
= Wh? (t) C%{ + %Qm[g{ (t) s

2

Quts () = 2h (£) cx G p3 (1) + bQ2 13 (1) — % (1 (0 exc +5Qnss (1))

siendo
Qn,13 (t) = —h2 (£) + b* (Qua (t) — 2 (£) Qu1 (£)) — b*Qpy (1) -

Por otro lado, cardinal (I5) = n, de modo que

% A le: ; Eiji = %Ellll = %E {(Kb (t—21)— M(t))ﬂ
= (B[R (— 20)] — 4p (B [K} (6~ 20)] + 62 (B [K3 (¢ — 20)] — 306 (1)

_ % [blgh(t) /0 K* (v) dv—}—%Qm (t) — 4p (t) (b—lgh(t)/Kg (v) dv + Qns (t)>

#6070 (§0) ex 4 (0)) = 304 0)

1 1
= (nb)?’h (t) /K4 (v) dv + WQn,IS (t),

donde @y, 15 (-) depende de Qn1 (+) , Qn2 (+) , @n3 (+) , @na (-) vy R (+).

En resumen,

3
(nb)”

E [(hn (1) ~ Bl (0] = —1 (8) ke + =G (1),

donde ) .
@ ()= 3Quia ()+ 75 (8) [ K*(0)dv+ Qs (1)

Mediante cédlculos andlogos, podemos obtener la esperanza de la potencia tercera
de hy,, (t) — h(t):
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=5 > B (= 2) = ul0) (5 (£~ Z) ~ (1)
< (K (6= Z2) — ()] = %1 IEE W

Einn =

E
E
= (GO [ K)o+ Qu®) =30 (Fh O+ 0)) +2 )
— () [ K v+ Guan (),
donde C~2n7111 (+) es una funcién que depende de Qp2 (+),@n3 (+) y de A (-).

Por tanto, el segundo término de la descomposicién de E [(hn (t)—h (t))4] es des-

preciable frente al primero, puesto que es igual a

() = () E |(ha (1) — 1 (1))°]
= 4GPk O+ VR 0)) (b0 [ K0+ 500 0)

- %th" (t) h(t) / K3 (v) dv + (%) Qn2 (1),
con émg () dependiendo de h(-),h" (-), R, (-) ¥ @n,lll ().

La esperanza de (hy, (t) — p(t))? es igual a

B[(h ()~ p(®)] = E

| —

= —E

g|,_.3|>—‘3
l

siendo @n,ll (+) una funcién que depende de A (+), Qn1 (+) vy Qn2 (). Entonces, el tercer
término de la descomposicién de E [(hn (t)—h (t))ﬂ es igual a
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6 (1 (1) = h (D) |(hn (8) — 1 (1))?]

— 6 <%b2th” (t) + bR, (t)>2 <ih () exe + %@n,n (t)>

nb
6 b° "5
— ng%(h" )2 h(t) cx + EQn,B» (t),

con Qn3(+) dependiendo de A (-), A" (-, Rn (1) ¥ Qni1 (-).

Recopilamos todas estas cotas, y obtenemos finalmente que

E |(ha (8) = h (1))
3
- (n?l)))2h2 0+ 3,

donde @ (-) depende de h (), (-), de Qu1 (-), @n2 (-), Qn3 (1), Qna () y de ¥ () a
traves de Ry, (+). ®

Lema 2.4.9 Sea p(t) = E(6|Z =1t) la funcion de regresion de § sobre Z, es decir,

la probabilidad condicional de que una observacion es no censurada, y sea py (-) el

B
16

1
dich” (£) h(t) cxc + 70 dich” ()" + —Qn (1),

estimador de Nadaraya-Watson con sucesion de ventanas b, y funcion nicleo K (-).
Si K (-) es una funcion de densidad simétrica, y las funciones h(-) y p(-) son cuatro

veces diferenciables con b (-) y p (-) acotadas, entonces

&

[(n (&) = 2 (£))"]
303

= h48(t) ( ’ 5 (B () +¢° (1)) ¢k + > (h" @) h(t)+¢" () (t)) crdy

b (W0 4+ (1) dh + @ (t)) ,

donde ¥ (t) =p(t) h(t) y Qn (-) depende del nicleo K (-), de h(-),p(:), de las sequn-

das derivadas de h () y p () y del tamanio muestral, n, a través de b.

Demostracion.

Sea hy, (t) = n 13" | K (t — Z;) el estimador de Parzen-Rosenblatt,con ventana
b, de la funcién de densidad h (), y sea ¥, (t) = n~t > | K (t — Z;) &;. Debido que
el estimador de Nadaraya-Watson es igual a p,, (t) = v, (t) /hn (t), y por lo tanto tiene
denominador aleatorio, hemos factorizado la diferencia p,, (t) — p(t) de la siguiente

maneras:

on (8) =p (O] = B ()W (8) =9 (£) = pa (8) (i (1) = 2 (1))
< AT (I (8) =9 (O] + e (8) = R (2)])
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puesto que p, (-) < 1. Entonces, su momento de orden 4 se puede acotar por

B(on () ~p(1)'] < ATHOB (6, (8) = 0 ()] + b () = A E)]
< 80 (1) (B |(n () = ()| + B (e () = (8))"])

En el lema 2.4.8 se demostré que

B [(hn () = h (1))

3 30° 1 1
gl W2 (1) ¢k + 5= h" ()° h(t) exci + o0 (1) di + — Qnn (1)

Mediante célculos andlogos obtenemos también que

E |(¢n (8) =9 (1)

3 ..., 30
= t _—

1
9 (02 8) excdie + 6% (0 e+ Qi (),

donde Qnn (+) ¥ Qny () dependen de la funcién ntcleo K (-), de h(-),? (-) y de sus

derivadas segundas y cuartas respectivamente. Entonces,

B (pn (t) = p (1))’]

3
< 1 [ 02 0+ @) e 3 (8 OF b0 407 (07 0) e
5t (10 0 0) i+ 5500 0]

como se queria demostrar. m

2.4.2. Representacién asintética

La representacion del estimador de Kaplan-Meier se basa en la representacién del
estimador de la razén de fallo acumulativa. Esto ocurre también con el estimador

presuavizado de la funcién de distribucién.

Los pasos que seguiremos son, en primer lugar, demostrar que el estimador pre-
suavizado 1 — F,f () se puede aproximar por el estimador presuavizado de la razén de
fallo acumulativa AL (-) a través de una transformacién exponencial mas un término

de error despreciable:

1= EP (1) = exp [-AL (5] + Rt (1) (28)
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A continuacién, a partir de la expresion (2.8) y mediante un desarrollo de Taylor de

orden dos se deriva la siguiente igualdad:

FP()~F(t) = exp[-Ap (1) —exp [-AL (t)] — R (1)

) (AT (1) — Ar (1))
—= (AF (t) — Ap (1)) exp [, ()] — Ru (1)
= (1= F ) (AL (t) = Ap (8) + Ruz (t) — R (1),

con Ry (t) = —3 (AL (t) — Ap (t))2 exp [-n,, ()] ¥y n,, (t) un valor intermedio estocas-
tico entre AL (t) y Ap(t). Se probard entonces la despreciabilidad casi segura y en

media de este nuevo término de error Ry (t), teniendo en cuenta que
exp[-n, ()] <e¥ =1 Vt < by.

Por dltimo, obtendremos una representacién casi segura y en media del estimador

presuavizado de la razén de fallo acumulativa
P [
AL () = Ap () = = 3 C (1, 24,00) + 50 1)
i=1

Estos resultados se demuestran a continuacién como paso previo a la obtencién de
la representacion casi segura y en media del estimador X (-). Para ello, serd necesario

suponer las siguientes condiciones sobre la funcién niicleo:

(K1) La funcién K (-), con soporte en un intervalo compacto el cual, sin pérdida de
generalidad, supondremos [—1,1], es una funcién de densidad simétrica, conti-
nua, de variacién acotada y dos veces continuamente diferenciable en [—1,1].
Ademas, también satisface que K (1) = K’ (1) = K" (1) = 0.

Fijemos un punto ¢ty > 0 tal que ¢ty < by = sup{t > 0: H (t) < 1}. Las condi-

ciones sobre la funcién de distribucién H (-) son:

(H1) La funcién H (-) es continuamente diferenciable en [0, ¢x] .
(H2) La funcién H (-) es tres veces continuamente diferenciable en [0, %] .
(H3) La funcién H (-) es cinco veces continuamente diferenciable en [0, ] .

(H4) Existe u > 0 tal que H' (t) = h(t) > p,Vt € [0,tg] .

La hipdtesis sobre la probabilidad condicional de no censura p (-) es
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(pl) p(-) es dos veces continuamente diferenciable en [0, tx] .

(p2) p(-) es cuatro veces continuamente diferenciable en [0,¢f] .
Finalmente, las condiciones sobre la ventana b son:

(v1) n'=8b — oo para algiin € > 0y > b* < co para algiin A > 0 cuando n — oo.

(v2) nb? (logn)~® — co,nb® (logn)* — 0y b% (logn)® — 0 cuando n — oo.

Las condiciones (K1),(H3) y (p2) son condiciones de regularidad estdandar. El
grado de diferenciabilidad exigido en ellas se puede relajar para algunos resultados
asintGticos preliminares a la representacién casi segura de FI' (-) dada al final de esta
seccién. A su vez, la condicién (v1) es necesaria para la obtencién de la representacion
casi segura y en media de AL (-) — Ar () y de FF’ () — F (-), mientras que se necesita
la condicién (v2) para la demostracién de la normalidad asintética del estimador pre-
suavizado I’ (+). Las hipétesis en la condicién (v1) son las necesarias para la aplicacién

del lema 1 y teorema B de Mack y Silverman (1982).

Proposicién 2.4.1 Bajo la condicion (H1) se tiene para todo t € [0,ty]

1-FF @) =exp [-AL )] + R (1),

donde
sup |Rn1 ()| =0 (n_l (log n)2) cs.y sup E [Ril t)] =0 (n_2) .
0<t<ty 0<t<ty
Demostracion.

Las funciones 1—F (-) y exp [=A} (-)] vienen dadas por las siguientes expresiones

1— Ff (t) = H (1 - ?_(7@) Yy exp [—Af (t)] = H exp <—:1_(72Z$))1> .

Z)<t Zy<t

Mediante un desarrollo de Taylor de la funcién exp (—z) en torno al cero, podemos

escribir exp [~AL (t)] de la forma
2
Z; Z
exp [—Aﬁ (t)] = H 1-— PnA26) ( (Z)) + E (—pn ( - (Z)) ) e i |,

donde &; es un valor estocdstico intermedio entre 0 y p, (Z(i)) /(n—i+1).
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Basdndonos en la siguiente propiedad general

n
< 2 laj = by,
j=1

que se verifica siempre que |a;| <1y |b;| <1 Vj e {1,...,n}, escribimos

|1 — Ff (t) — exp [—Aﬁ (t)”

2
_ P (%) pn(Zw) 1(en(Z0) \"
- H (1_n—i+1 B H 1_n—i+1+§ n—z+1 c

Z(i)gt Z(i)gt
2 2
gt n—1i+ ot n—1+

Teniendo en cuenta ademds que e ¢ < ¢ = 1y que p, (Z(i)) < 1, podemos

entonces concluir que

IRnl(t|=\1—FP()—eXp[—AP()H

Z 2(n—i+1)>2 Z 202 (1- H, (Z()))2

Z()<t Z() <t

11 (1—1{(2@)2 1

202\ 1 - H, (Z4)

Zo <t
—H(Z n
“ o \Zust1—Hy (Ze) ) \niS(1-H(2)

Aplicando el lema 2.4.1 y la ley fuerte de los grandes nimeros a la media muestral

que aparece como ultimo factor, por la condicién (H1) se concluye que

sup |Rp1(t)|=0 (n‘l (log n)2) c.s.

0<t<ty

Acotamos ahora el cuadrado del valor absoluto de R,,; (t) de la siguiente manera:

4
1 1-H (Z 12 1 2
R%,(t) < — | méx ﬂ <_ S —2>
n? \ Zoy<t1—Hy (Z)) ) \nizi (1- H(Z)))
de modo que, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la esperanza de Ril (t) se puede

acotar por
1/2

1 , (Zw) L ! 4
sl < g (i) | PGS arer)

1/2
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El dltimo término estd acotado, puesto que es el momento de orden 4 de la me-
dia muestral de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas. Basta

aplicar el resultado siguiente

1o \P
E[(—ZXi>]<oo si E(X?) < oo paratodo 0<p< oo.
ni=1

Apelando a este resultado, al lema 2.4.2 y teniendo en cuenta (H1) resulta entonces
que
sup E [R%l )] =0 (n?),

0<t<tmy

dando por concluida la demostraciéon. m

A partir de la expresién (2.8) y mediante un desarrollo de Taylor de orden dos se

deriva la siguiente igualdad:
Fy ()= F(t)=1—F () (A (1) = Ap (1)) + Ruz2 (1) — Rt (1),

Ruz (1) = —5 (AF () = Ar ()" exp [, (1)

y 1, (t) un valor intermedio estocastico entre AL () y Ap ().

El siguiente lema proporciona la despreciabilidad casi segura y en media de este

nuevo término de error Ry (t), teniendo en cuenta que

exp[—n, (t)] < e’ =1 Vt < by.

Lema 2.4.10 Bajo las condiciones (K1),(H2),(H4),(pl) y (vl), entonces

2
sup ‘Af (t) — Ar (1,‘)‘2 =0 ((62 + (nb)_1/2 (logn)1/2> (logn)2> c.s.
0<t<ty
Y
4 g 1 2
E[|AP (t) = Ar ()| | =0 b+—> .
S [\ (t) F()\] ( —
Demostracién.

Llevamos a cabo la siguiente descomposicién:
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e [ @) ) ([ p()dH ()
= [ mwante)- [ perannw = [ PR - [ BOGES

_ ¢ pn (v) R 4 (v) v "p (v) v) — v
— [ (255 - T ) )+ [ TR d ) - 1 )
= (I)+(IT).

Empezaremos acotando el supremo en ¢ del cuadrado de ambos sumandos, (I) e

(II). Respecto al segundo término, (I7), que es despreciable frente al primero, acota-

mos el valor absoluto (a) y realizamos una integracién por partes (b):

Wm?/3lﬁlwm<>fﬂ>

ol—H(v)
b v !
< L0 - 01+ f - m 01 (76 ) o
10 AV IONRY
ST-H@ ‘H"@‘H“)’%Q&EH‘H”“) 0 (1—H(v)> i

Utilizando el siguiente resultado para la funcién de distribucién empirica (ver, por
ejemplo, Dvoretzky, Kiefer y Wolfowitz (1956)):

sup H, (1) — H (t)| = O (n—1/2 (logn)1/2) c.s. (2.9)

y teniendo en cuenta que p(-) < 1, se tiene entonces, bajo (H2) y (pl),

1 tH
su IN? < su Ht—HtQ[i—;—/
OStSI;H‘( ) _ogtggH’ n(t) @ 1—H (tg) 0

de modo que
sup |(ID)|*=0 (n"'logn) ec.s.

0<t<tmy

Por su parte, el valor absoluto del primer término (/) se puede acotar por

)
'/ — Hy) + pn (H, H)]l—_fi(ld—H;I)Q

1-H(Z; t
< (sup [pn — D +Sup|Hn—H|> méx (%)) / dH,, 5
t ! Zw=t1—Hn(Zy) ) J o (1-H)

Asi, utilizando (2.5), (2.9), junto con la aplicacién, bajo la hipétesis (v1), del si-
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guiente resultado para la funcién de regresién (teorema B de Mack y Silverman (1982))
sup |pn () —p (t)| = O (b2 + (nb) "2 (log n)1/2) c.s. (2.10)
t

y aplicando la ley fuerte de los grandes niimeros a la media muestral que aparece como

dltimo factor, podemos concluir que

sup |[(D]P=0 <<b2 + (nb) Y2 (log n)1/2)2 (log n)2> c.s.

0<t<tpy

En resumen,

sup ‘Af (t) — Ap (t)‘2 =0 <<b2 + (nb) Y2 (log n)1/2)2 (log n)2> c.s.

0<t<ty

A continuacién, acotaremos el supremo del momento de orden 4 de
|AF (t) — Ap (t)| mediante la acotacién de E ‘(1)4‘ y E ‘(11)4‘ . El segundo término

no supone ningin problema, puesto que podemos acotarlo directamente por

sup E ‘(11)4‘
0<t<ty

< (g, 010 [ + | ()

por lo que, aplicando el lema 2.4.3 y teniendo en cuenta (H2) y (pl),

4
dv} ,

sup B |(I1)'] =0 (n7?).
0<t<ty

Para acotar el momento de orden 4 de |(I)|, descomponemos previamente la inte-

gral en los siguientes sumandos:

)= [ B0 HE) P Ut )
1

2
(1 —HD) n ()

(
e o) — (0 n (V) t ; o) — H (v 1—H(v) dH,(v)
= [ @@ =p ) [ a0 (0 ()= 1 )

0 1—Hy,(v) (1—H (v))?
de modo que el valor absoluto de (I) se puede acotar por

B Al (0) (" ey A H () dH ()
/ [P (v 1—H(7))+/0|Hn() H )|1—Hn(v)(1—H(v))2
= + (I2).

<

(D)

IN
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Asi, el momento de orden 4 de (I) es menor o igual que
BI(n)* <8 [B((1)") +B((1)")]

La esperanza de la potencia cuarta de (I2) se acota de la siguiente manera:

Bl = = </ V)~ H I = <1CZ—HIZ(<Z)>>2>1

< 5| [ 1w - (£ ((7;)))4 T
< sl g 1m0 -nor] e [(mg(f%)] 1/3
o[l 2]
La tltima esperanza estd acotada por
. K/ o %ﬂ i /) a ﬁf(gng eyl

En virtud de esto, y junto con los resultados de los lemas 2.4.2 y 2.4.3, concluimos que

sup E {(12)4] =0 (n_2) .

0<t<tny

Ahora descomponemos el sumando (/1) en los siguientes términos

! [pa (v) —p (v)| t dH (v)
(1) < Ol_—H(U)d(Hn(v)—H(v))+/0|pn(”)—p(v)|1_—ﬂ(v)
)

= (I11) + (I12),

de manera que, finalmente,
B(0)!| <8(B[(n)!] +E[(1)"]).

El primero de los sumandos, (I11), se puede acotar por

()| < sup |pn (t \/ d‘Hl_ ()\

0<t<tpy

) ) \Hn<>—H<t>r_ Ch) |y ()= H )],
=5 I ®) p(t>'< iy (1 1) d>
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su t)| su H, (t)— H(t)|.
ST S e (=P (O] s [ (0) (1)

Su momento de orden 4 es entonces menor o igual que
1/2

5[] < s (s @ -0 ) B ( s 0 -1 0F)

(1—H (tg)* \o<i<ty 0<t<ty

Los lemas 2.4.3 y 2.4.7 nos permiten concluir por tanto que E [(-711)4} =0 ((nb)_4) .

El momento de orden 4 de la integral (I12) se puede acotar, en [0,¢g], por:

h(v) dv ¢ B |(pn (v) = p ())’]
</ I (v) = )|1—H()>]§/0 (1—H (v))?! W v) do

< OSSFSQHE [(pn (v) —p(v))ﬂ /Z %dv

E [(112)4]

donde, por la aplicacién del lema 2.4.9, se tiene

B (o (0 - p)'] = 0 <(b4 n <nb>—1)2) |

Este orden deriva de la aplicacién de desarrollos de Taylor de grado dos en las funciones
h(-)yp(-), de modo que bajo las condiciones de regularidad impuestas por las hip6tesis

(H2) y (p2), por (H4) y dado que [0, tx] es un intervalo compacto, concluimos que

4] _ 1 —1)?
sup E[(Ilg) } =0 (b + (nb) ) .
0<t<ty
Recopilando los resultados para (I) y (/) obtenemos las cotas buscadas. m

En resumen, el estimador presuavizado de la funcién de distribucién se puede
expresar como funcién de la razén de fallo acumulativa presuavizada de la siguiente

manera:

Ey (t) = F (1) = (1= F (1) (A7 (1) = Ap () + Ru12 (1),

donde Ry12 (t) = Ry (t) + Rpz (t) verifica que

sup |Rni2(t)| =0 ((b2 + (nb)_1/2 (log n)1/2>2 (log n)2> c.s

0<t<tpy

sup B [R2, ()] =0 <(b4 + (nb)_1>2> :

0<t<tpy
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La representacion del estimador de la funcién de distribucién pasa ahora por obte-
ner la representacion del estimador presuavizado de la funcién de razon de fallo acumu-
lativa como una suma de variables i.i.d. mas un resto S, (-). Esta ha sido obtenida por
Cao, Lépez de Ullibarri , Janssen y Veraverbeke (2005) expresando el comportamiento
limite del resto S, (-) en probabilidad. Nosotros modificaremos esa demostracién para
obtener resultados de forma casi segura y en media. Para ello haremos uso de varios

resultados que se demuestran, en forma de lemas, a continuacién del siguiente teorema.

Teorema 2.4.1 (Representacion casi sequra y en media de AL () — Ap (-)) Bajo las
condiciones (K1),(H3),(H4),(p2) y (v1) se verifica para todo t € [0,ty] lo siguiente:

AL (8) = Ap (8) = AL (8) = Ap (8) + S (1),

donde
A =Ar®+ 13 00 2) - wt2) +nt.2:8) (1)
nt.z) = 2O, nw) (212
: 1—H (1) 7=t ’ :
_ ! 1{Z§v} — H(v) /
wt7) = /0 Y ) (2.13)
_ [ §—p(v)
05 (8, 2,6) = / Kilv—2) {p (2.14)
s 15, (0] =0 (1 )2 oz %)) e
y
OSSF;HE [S,% (t)] =0 <(b4 + (nb)_1> > .
Demostracion.

Al igual que en la demostracién de Cao, Lépez de Ullibarri , Janssen y Veraver-
beke (2005), empezamos descomponiendo ahora la diferencia AL (-) — Ap () en tres
sumandos:

t

A0 - Ar @)= [ 0 po@)aA )~ [ p) a0

0

- / p(v)d (A (v) — Ag (v)) + / (9 (v) — p (v)) dAg (0)
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donde .
1 _
Ho) =2 3 Lz v AL W)= [ (1= (0o d o)

son los estimadores empiricos de H () y Ay (-) respectivamente.

Haciendo uso de la representacién del estimador empirico de la razén de fallo acu-

mulativa expresamos el primer sumando de la descomposicién de la siguiente manera:

H, (t) - H (1)

n

+ 7 (1),
donde

sup |rp (t)| =0 (n_l logn) cs. y sup E [|rn (t)|2} =0 (n_2) .
0<t<tmg 0<t<ty

Las cotas del término residual uniforme y en media han sido obtenidas por Gijbels
y Wang (1993) y Sanchez Sellero (2001) respectivamente para el caso mds general de

censura aleatoria por la derecha y truncamiento por la izquierda.

Por la aplicacién de sucesivas integraciones por partes, el término (1) es igual a

0 = [ s w-ane) = [ pea(TI0 0)

- / LI / pOLION (”)h(”))zﬂn (v) dv

0ol—H(v) 0o (1—H (v)
[ R, [ pHORG, g
- /Z%dﬂn(v) —/Z% (1= Hy (v)) dv + Spa (t)
_ I_LI%H”@)—/Z%dv—/;%dv+snl(t)

1 E?g)(t_) (H, (t) — H () — /0 1_1"—% (H, (v) — H (v)) dv + Sua (1),

donde .
S () = /0 p () dry (v).

De este modo,
(D)= 3 (91 (6:20) — 92 (6:20)) + S (1) (215)

=1
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donde g1 (+,-) ¥ g2 (-, ) son las funciones dadas en (2.12) y (2.13) respectivamente, y

sup |Sp1 (t)] = O (n"'logn) c.s. (2.16)
0<t<ty

sup E [S%l ] =0 (n7?).

0<t<ty

Con respecto al término (/11), aplicando de nuevo la descomposicién de la razén

de fallo acumulativa, obtenemos que:

1 = [ @) -pw)d(FEFH) 5 [ o) -p @) 0

0 0
B N G N N BT TC
= [ Py )~ [ PR an @

= A1 (t)—(II)+ Az () + Sn2 (t),

donde, para .
S0 (0= [ @ () =) dr ).

resulta lo siguiente:

sup |Sp2 (t)| =0 (n 'logn) c.s. (2.17)
0<t<ty
y
sup E[S2, ()] =0 (n7?). (2.18)
0<t<ty
Por tanto,
1 n
Ay (8) = Ap (8) = — 2 (91 (8 Zi) = g2 (t, Zi) + A1 (t) + A2 (£) + Sn12 (2)
i=1
siendo

Sni2 (t) = Sn (t) + Spo (t) .

Comprobaremos en primer lugar que el término As (¢) es despreciable, y a conti-
nuacién descompondremos el término A; (¢) en una suma de variables aleatorias i.i.d.

mds un término también despreciable de forma casi segura y en media.
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El valor absoluto de As (t) estd acotado por

\Azws{ - rpn@)—p(t)\}{ sup an<t>—H<t>r}/t W) g,

0<t<ty 0<t<ty 0(l—H(v))
de modo que, aplicando (2.10) y (2.9),
sup |42 (t)] =0 (n_1/2b2 (logn)Y? + n~ 12 log n) c.s. (2.19)

0<t<tmy

Con respecto a Ag (t) operamos de la siguiente manera:

([ (pa(v) = p(v) (Hy (v) = H (v)) 2
A (1) = (/O _HO)P h(v)dv)

T o0<t<ty

< s Ha ) - O [ B )

de modo que, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

E [A3 (1)]
12 [ ¢ o) — ()2 2]1/2
< [p(m, - nor)] o ) |

< [E< sup |Hy (1) —H(t)\4>]1/2 /t E(po () ~p0)" (v)dv] 1/2.

0<t<ty o (1—H(®))®

Bajo las condiciones (K1), (H3), (p2), la aplicacién de los lemas 2.4.3 y 2.4.7 permiten
concluir que

sup E [A% )] =0 ((nb)_2) . (2.20)

0<t<tp
Estudiamos ahora el término A; (t). Empezamos descomponiéndolo en dos suman-
dos, A11(t) y A1z (t), el segundo de los cuales serd despreciable:
t
Pn(v) —p (V)
A (t) = —————dH,
(0= [ B
_ 1 W K(Zi - Z)) (65 - p(Zi)
= (U-HZ)h(Z) 0

)) 1{Z1;St} = A (t) — Ao (t) .

2.

1
n;

o (pn (Zi) —p(Zi)) (b
1

El valor absoluto del término A (t) se puede acotar por
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Zi) — h(Zi))

1 2, (po (Z:) — hy
0] =[5 S e e e
{ofzzf;'pn —polf{ s m0-no]

(i h@)-

Por la hipétesis (v1) podemos aplicar el lema 1 de Mack y Silverman (1982),

sup |hn(t)—h(t)|:O<b2+(nb)_1/2(logn)1/2) c.s.
0<t<ty

el conocido para la funcién de regresién dada en (2.10), y la ley fuerte de los grandes

numeros a la media muestral que aparece como tltimo factor. Asi, teniendo en cuenta

ademds (H4), se concluye

sup [A12 ()] =0 <(b2 + (nb) ™2 (log n)1/2>2> c.s. (2.21)

0<t<tmyg

La acotacién del momento de orden dos de A (t) se puede hacer de la siguiente

manera. En primer lugar, separamos la integral en dos términos, y acotaremos la

esperanza del cuadrado de cada uno de ellos:

0 -h@) .

_ [T a(v) = p(v)) (hn ( ;
R e e (OTIT "
S RCAOR IO ARG R

)
! (b (0) = p (0)) (b (0) — 1 (0)
+ T T

= A1 (t) + A1ga (¢).

La esperanza del cuadrado del primer término se puede acotar por

B [A2 ()] < E[mm 1Pa (8) —p (O sup [ () — B (8)]
0<t<tpy 0<t<ty

([ iy
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1/2 1/2
< E[ sup rpn<t>—p<t>r4} E[ sup [ (£) — B (1)

0<t<tp 0<t<tpy
471/2
</t d\Hn(v)—H(v)!>
o (1—H (v))h(v)
Dado que el valor absoluto de la integral del tercer término es menor o igual que

/tdIHn(v)—H(v)l

<&

ocraty 1) o (1= H @) A (v)
1 ta 1 '
S S 1Ha (5= H ) [(1 —tait /. ((1 - H(v))h(v)) ‘“’] ’

en virtud de (H4) y de los lemas 2.4.3, 2.4.5 y 2.4.7, directamente se obtiene que

o Bt =0 ()0 (G) =0 () e

En relacién al segundo término de la descomposicién de Ajs (+), actuamos de la
siguiente manera. En el paso (a) aplicamos la desigualdad por la que ( J f)2 <[ 2y
en los pasos (b) y (c) la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

B[, ()] = B [( / (P (v) = p (v)) (B () = (v) dv) ]

0 1—H (v)

@ /t (Pn (V) =p (v))* (hn (v) = h (U))zdv

- 0 (1 - H (U))Q

) rtE [(pn ('U) —-Pp (U))4] v B _(h’" (U) —h (U))4] "

Y / — dv
0 (- H @)

1
2 1/2
© (1t B0 @) = p@)] VB (b (v) = h(0))*]
< / T dv / —dv .
o (1-H(v) o (1-H(v))
Aplicando los lemas 2.4.8 y 2.4.9, teniendo en cuenta que [0, ¢y] es un intervalo com-

pacto, y bajo la condicién (H4), concluimos

sup E[AZ, ()] =0 <<b4 + (nb)_1)2> . (2.23)

0<t<tpy

Con respecto al término A;; (t) introducimos la siguiente notacién

Ky (Zi = Z;) (9, = p(Z))
(1—H (Z))h(Z) (Zi<t}s

%2 (t, Zia Zj>5j) =
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por lo que
n n 1 n
All() ZZ (tvzl’Zﬁdj)—i_ﬁX%SD(tvzlvzwél)

=1 ]: 1=

) 75

QZ ZC,D(t ZZ7ZJ>6)+S7L3()

i=1j=1
i#j

El término Sy3 (t) se puede acotar de la siguiente manera:

1 n
ne =1
1 U 6 —p(Zi)

= |—==-K(0 1,
2 O L T m @z n @) =
2 12 liz.<n 2 ¢ dH, (v)

< —_— — — = —

< WO S Tat i —w O TR

de modo que, bajo la condicién (H4), entonces
sup |Sp3(t)] =0 <i> cs.y sup E [52 )] =0 <L> . (2.24)
0<t<ty nb o<tsty - n2b?
Mediante la simetrizacién del nicleo ¢ (-, -, -, ),

1

tenemos que el primer término de Aj; (¢) se puede expresar, salvo términos desprecia-

bles, como el siguiente U-proceso:
o\
Un(t) = <2> > W (t Zi,6i,Z5,05), (2.25)
1<i<j<n
al que calcularemos su proyeccién de Hajek (ver Hajek y Sidak (1967)). Para ello,
definimos las siguientes funciones:
0(t) =

E
wl (tv 21751) = E
Yo (t, Z1,01,22,02) =

[ (t, Z1,01, Z2,02)]

[V (t, Z1,01, Z2,02) | Z1,01] — 0 (1),

(t, Z1,01,Z2,02) — B[ (t, 21,01, Z2,02) | Z1,01]
—E [ (t,Z1,01,Z2,02) | Z2,d2] + 0 (1),

donde
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E [¢ (t7 Zh 61) ZQ) 62) ‘ Z1751]

1
= §E [(‘P (tv Zla Z27 52) + ® (t> ZQ> Zla 51)) ’ Zla 61]

1 1
= §E[<P (t, Z1,Z2,02) | Z1,01] + §E[90 (t, Z2, Z1,61) | Z1,64]

1 1
= §G1 (t,Z1) + §G2 (t,Z1,01),
con
1
Gi(1.2) = T Zl / Ky (%1 —0) (p(v) = p(Z0)) b (v) v (2.26)
_ B p(v)
G2 (t,Z]_,é]_) - Kb v Z]. H(’U)d _g3 (t Z]_,(S]_)

siendo g3 (-, -, ) la funcién dada en (2.14). Consideremos en lo que sigue

N
0= (y) T a(t2.5.2.5). (227

1<i<j<n

Es inmediato comprobar que

1 1 1
Y (t, Z1,01,Z2,02) = 593 (t, Z1,01) + §G1 (t,Z1) + 593 (t, Z2,62)

1
+§G1 (ta ZQ) —0 (t) + ¢2 (t> Z1>517 Z27 52) 5

de modo que

12 12
Un(t) = o >. 93t Zi, 6i) + o Z (G1(t,Zi) = 0(t) +Qn(t).
=1 =1
Hemos obtenido asi una representacién del U-proceso Uy, () en términos de dos
sumas de variables independientes e idénticamente distribuidas, la segunda de las

cuales serd despreciable, y un U-proceso degenerado hasta el orden uno.

Llamemos Spa (£) = n~ 130, (G1 (¢, Zi) — 0 (1)) + Qn (t) al resto de la expresién
del U-proceso Uy, (t):

27_1: 3 (t, Zi,0i) + Sna (1) .

3|'—‘

Un (t) =

Para demostrar que Sp4 (-) es despreciable de forma casi segura y en media, em-

pezaremos acotando el resto @, (+) .
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En virtud al lema 2.4.11, que se probaré al final de esta demostracién, se tiene que

2
sup |@Qn ()] =0 (%) c.s.y sup E [Qi (t)] =0 (M> (2.28)
n

0<t<ty 0<t<ty nb?

Falta ahora acotar el otro componente de Sy4 (+), el sumatorio de variables aleato-

rias i.i.d.:
n

2. (G1(t,Zi) = 6(1)).

1
=1

El lema 2.4.12, que se probard a continuacién del lema 2.4.11, establece una cota
casi segura para esta suma de variables aleatorias centradas, de forma que, bajo las
condiciones (K1), (H2) y (pl), se tiene que

n

S (G (8, Z) — B[Gy (t,Z)])‘zO(n_l/2b2 (1ogn)1/2) cs. (2.29)

1
sup o )
1=

0<t<tpy

El lema 2.4.13 establece la acotacién en supremo de la esperanza de este sumatorio,
dada por
1
ny

sup E [ :Gl (t,7;) —E[C1 (¢, Z)]} "_o (n10Y) . (2.30)

0<t<tp

Reuniendo los resultados (2.15)-(2.30) se obtiene la representacién dada en (2.11).

Los siguientes lemas 2.4.11-2.4.13 son los resultados usados en la demostracién del

teorema anterior.

Lema 2.4.11 Sea @, (-) el U-proceso degenerado de la descomposicion de Hajek del
U-proceso U, (-) definido en (2.25), y sea tg < by. Entonces, bajo las condiciones
(K1) y (H3),

sup |Qu (1) = O ("6 loglogn) .5
0<t<ty

sup E [Q?L )] =0 (n_Qb_1 (loglog n)2) .

0<t<tpy
Demostracion.

La idea consiste en comprobar que el U-proceso verifica todas las hipétesis del
teorema 5.4.1 de De la Pena y Giné (1999) para aplicar, mas concretamente, la de-
sigualdad (5.4.6) que de él se deduce. Redefinimos el U-proceso degenerado @, (+) de

la siguiente manera:
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Qn(t):(g)_l Yoo Uyt Zi, 64, 25, 65)
1<i<j<n
=012 S gy, (4 2,66, 24, 65)

1<i<j<n

donde vy, (¢, Z;i, 6;, Zj,6;5) = bY/ 24y (t, Zi, 84, Z;,0;). Consideramos ahora las familias
de funciones

)
1/2 2
(b&t (Z17517 Z2752) == b / Kb (Zl - ZQ) (1 — H(Z]_)) h(Zl)l{Zlgt}

Z1)

74,61, Za,62) = b2 K, (Zy — Z P 107, <nn.

Gpt (21,01, Z2, 02) b (21— Z2) A= H (Z0)h(Z) A<

Estas familias son una clase VC-subgrafo, por ser producto de una funcién no negativa
por una indicadora de conjuntos de una clase VC. Sus envolturas son

0
@5 (21,01, 22, 02) = Y'°Ks (21 = 20) T2 R ()

@, (Z1,01, Z2,02) = bl/2Kb (Z1 — Z2) = Hp((Zle))) h(Zy)

respectivamente, cuyos momentos de orden 2 son

ty 1324
B [0F (21,01, 22,05)] = b/ K2 (u— o) — 20D

(1 —H (u))"h (u)

0 0
_ /tH /tH K2 (Rl hu=b2) 0 o
o Jo (1—H (u)*h () -

E [@12, (Zy, 01, 22,52)] = b/:)H tn Kb2 (u —v) 0 _p;[u()uh (v)

: )
[ by
- [y )y RO g <

para todo n > ng suficientemente grande.

El niicleo vy, (¢, Z1,61, Z2, 02) del U-proceso @, (t) es, entonces, la siguiente com-
binacién lineal de VC-subgrafos:

N =

(¢57t (Zla 517 ZQ» 52) - d)pﬂf (Zla 61) ZQ) 62)) +¢57t (Z2> 527 Z17 51) - d)pﬂf (227 62) Zl) 51)]

con envoltura de cuadrado integrable:
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1
) (Z17 617 Z27 52) - 5 ((I)5 (Zlu 517 Z27 52) + Qp (Z17617 Z27 62)
+<I)6 (227 62) Zl) 61) + q)p (Z27527 Z17 51)) .

Por tanto, en aplicacién de la ley del logaritmo iterado para U-procesos (teorema
5.4.1 de De la Pena y Giné (1999) y mds concretamente su consecuencia (5.4.6)), y

teniendo en cuenta que E [<I>2 (Z1,01, Z, 52)] = O (1), obtenemos que

sup Yo oy (t,Zi, 04, Z5,05)| = O (nloglogn) c.s.
0<t<tpy |1<i<j<n
y, por tanto,
_ -1
sup ’Qn (t)‘ = b 1/2 (g) sup Z wQ,b (t7 Zia 5i> Zjv 63)
0<t<ty 0<t<tn |1<i<j<n

= O(n_lb_l/Qloglogn) c.s.

Para acotar uniformemente el momento de orden 2 de @y, (t) , E [Q2 (¢)] , utilizare-

mos de nuevo el teorema 5.4.1 de De la Penia y Giné (1999):

sup B [Q2(t)] =b71()) - (2nloglogn)?
0<t<ty

2
1
x sup B (— > 1/12,b(t,Zi75z‘7Zja5j)>

0<t<tpy 2nloglogn 1</Zj<n
<b71(3) " (2nloglogn)®
2
1
X sup E |sup| ———— Vo (t, 23,85, 25,0
0<t<ty neN <2n lOg logn 1§l§7§n 27b( 1y Vg j j)

— n —2 -
<b71(3)7 (@nloglogn)® sup CE (82 (21,61, 22, 02)]
>UIUH

para cierta constante C' > 0, de modo que

sup E [Q?L )] =0 (n_Qb_1 (loglog n)2) .

0<t<tmyg

Lema 2.4.12 Sea G (-, ) la funcion dada en (2.26); bajo las condiciones (K1), (H1),
(H4) y (pl), se tiene, para tg < by, que

1 n
sup |- 3 (G1(t, Zi) —E[Gh (t, Z)])‘ :O<n_1/2b2 (logn)1/2> c.s.
0<t<ty | =1
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Demostracion.

La funcién Gq (-, ) es igual a

Gl(t,Z):(l_l{Z<t} /Kb — ) (p(u) —p(2)) h (u) du.

Si aplicamos el cambio de variable s = Z — vb (paso (a)) y un desarrollo de Taylor

en las funciones p () y h (+) (paso (b)), bajo las hipétesis (H1) y (pl) podemos expresar
la funcién Gj (-, -) de la siguiente manera:

61(t.2) = g [ K02 -0 )~ p(2) hw) du
@ 1{z<t}
9 /K Z —vb) = p(2)) h(Z — vb) do
(®) 1{ZSt}

(1-H(Z)h(2)

/K —vbp’ (Z) + %’U2b2p” (CZ,t) d:v) (h (Z) — vbh! (éZ,t)) dv

_ 1{Z<t} (L0252
- = 7 [ K0 G (c2) 12

+02b%p (Z) W (E44) — 3030%D" (Cg) I (E24)) dv

donde (44 y £z, son dos puntos intermedios entre Z y Z — vb. Bajo (H4), ’

N [e—
sup 1 (L, 2 S 07— Sup
0<2<t<ty (1= H (tn)) o<t<ty

(5 9 o Vel + 10 197
#5518 I, [l K ) o) = 2

1
il

para cierta constante C' > 0, para todo Z;,i = 1,...,n y todo t € [0,tx], siendo
[hlloe = suPo<i<ty, R (E)]-

Dado que el intervalo D = [0,¢f] es compacto, podemos hacer una particién en L,
intervalos tales que

Ly,

kU (DNIy)=D yque I; NI; =0 si k#j.
=1

Entonces,
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n

sup Z G1 (u, Z;) — E[G1 (u, Z)]‘ = max sup 1 Z G1 (u, Z;) — E[G1 (u, Z)]'

ueD -1 1<k<Ln ye1,nD -1
L3 61 (0.2) = % 3 G (. Z)
< méx sup |— 1 — 1 (Ug
1<k<Ln yel,nD =1 ni=1 ’

, 1
+ x|\ ; G1 (uk, Zi) — BE[G1 (ug, Z)]‘

ol swp B[ (ur, 2)] —BIG: (v, 2)]]

=Q1+ Q2+ Q3

donde ug es el centro de los intervalos de la particién. Analizamos a continuacién cada

uno de los términos @);.

El sumando ()1 se puede acotar de la siguiente manera:

@1 = max sup G1 (uk, Z;)

1<k<Ly, welND

-

S|

1 n
_ZGl(u:Zi)_
=1

i=1

= max sup
1<k<Lnu€IkﬁD

/ Gh (u, v) dH, (v) — / G (u,v) dH, (0)

u

< sup |Gi(t,Z)] méx  sup dH,, (v)
0<Z<t<ty 1<k<Lnyen,nD |J uy
< Cb méx  sup |Hp(u) — Hy (up)|.

1<k<Ly, welND

La idea es tomar la particién lo suficientemente fina para que la ultima cota pueda
ser controlada a través de maxi<p<r, SUPyer,Ap |u — ug|. Sea L, el mimero de inter-

valos y sea I, — 0 la longitud de cada uno de ellos. Si tomamos [, de orden exacto
(n_1/2 (log n)1/2) entonces

Q1=0 (n_1/2b2 (log n)1/2) c.s.

Esta misma idea se aplicard al término @Q)3:

Qs = mix  sup [BICGL(uw, 2)] - B[G:(u. 2)]

E(?fzf“}_l{““’f} / K (Z=5) () = p (@) (s) ds |

= max sup
1<k<L, welND

/ /Kb z—38)(p(s) —p(2)) h(s)dsdz

= max sup
1<k<L, wElND
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< sup |Gi(t,2z)| sup |h(t)] max sup |u— ugl
0<z<t<tp 0<t<ty 1<k<Ln yeI,nD

para todo t € [0,tg]. Si tomamos I, del mismo orden que para 1, es decir,
l,=0 (n‘1/2 (log n)l/Q), entonces

Q3=0 (n_1/2b2 (log n)l/Q) .

Y por iltimo, para el sumando @2 se tiene lo siguiente,

QQ = max
1<k<Ln

5 G (us, ) ~ B[G1 (. z>]‘ |

1

ng

Para demostrar que Q2 = O (a,) c¢.s. con a, — 0, veremos que
P (|Q2] > a,, infinitas veces) = 0.

La idea consiste en acotar la probabilidad P (|Q2| > a,) por una sucesién b, de mo-
do que la serie Y 7 by, sea convergente, y aplicar posteriormente el lema de Borel-
Cantelli. Empezamos aplicando la desigualdad de Bonferroni a la siguiente probabili-
dad:

P(lQs] >¢) = P( méx

Trataremos de aplicar a la probabilidad

(

la desigualdad de Bernstein, por la cual si Wi, Wy, ..., W, son n variables aleatorias

i (G1 (uk, Zi) — E[G1 (uy, Z)])‘ > ns)

i=1

independientes verificando que

P(|W; —E[W,]| <m) =1 paracada i=1,2,...,n, donde m < oo
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entonces, para cada t > 0 y para todo n = 1,2, ... se tiene

< >nt> SQGXP{_zziVa:?;%‘Q]+§m”t}

Puesto que las variables G (-, Z) verifican que

(Wil

sup |G (t, Zi)| < Cb? para todo Z; y todo t € [0,tx]
0<Z;<t<tp

entonces
P(|G1(t,Z;)) —E[G1 (t,Z;)]| <m) =1 paracada i=1,2,...,n

con m = 2Ch?. Ademss,

2
Var (G (t,2)) < 2E ( sup |G (¢, Z)|> < 20?%p%.

0<t<tpy

Entonces, aplicando la desigualdad de Bernstein y la independiencia de las varia-
bles G1 (-, Z) (paso (a)), que Var (Gy (-, Z)) < 2C?b* y que m = 2Cb? (paso (b)), y

finalmente simplificando (paso (c)), obtenemos las siguientes desigualdades:

o(E

Xn: (G (ke Z0) =BG (s, ZZ)])' g n€> (%) 2P mVar [Gl(Zg)Z)] + mn<€}
-1 3

(<b) 2 *e? (<C) 9 ne’
xp { — xpl —— %
= 2% AnC?b% + §2C’b2ns = 2P 4C2p% + %C’b%

Si tomamos & = Con~1/2p2 (log n)'/?, entonces

" ne?
< ; (G (uk, Zi) — E[Gy (uk,Zz)])‘ > ns) < 2exp —m}
C?b*logn
= 2exp — 73
AC20 + ACCbANn—1/2 (logn)Y/
2
—9expd — CZlogn

4C? + $CCn=1/2 (log n)/?

Para un valor de n suficientemente grande se tiene que el denominador del expo-

nente se puede acotar por una constante Cj :

4
402 + gC’C’gn_l/Q (logn)*? < Cy para todo n > ney-
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Por tanto,

(

Z (Gl (uk, Zi) —E [Gl (uk, Zz)])' > TL&)
=1
2
< 9expd— CZlogn __
4C? + 3CCen—1/2 (logn) /

2
< 2exp {_Cgé?gn} = 2exp (logn_cg/cf)) — 9p—C2/Co.
0

Ahora bien, volviendo a la acotacién inicial para la probabilidad P (|Qz] > ¢),

tenemos lo siguiente:

< .
P(|Q2] > ¢) _Lnlg]ﬁ)]gnP<

Z (Gl (uk, Zl‘) —E [Gl (uk, Z)])‘ > TL6> < 2Lnn—C§/C’o’
i=1

donde L,, es el nimero de intervalos de la particién. Si, en consonancia con el orden

fijado para l,, tomamos L,, de forma que
Ly < Cpn*'? (log n)_1/2 ,
entonces basta tomar una cota C. suficientemente grande para que, fijado Cy,
i Lon-C2/C0 < i": Cn/2 (logn)~Y/2 p=C2/Co
n=1 n=1

= CL > nl/2-C2/Co (logn)_l/2 < 0.

n=1

En ese caso, puesto que habfamos tomado & = Con~1/2p2 (log n)l/ 2 , podemos con-

cluir que
P(|Q2| >¢)=P (\Qg[ > e = Con~ Y22 (log n)1/2 infinitas Veces) =0,
de modo que

Q2=0 (n_1/2b2 (log n)1/2) c.s.

En resumen,

n

sip |- SN Gh (4 Z) —B[Gh (¢, Z)]' ~0 (n_1/2b2 (log n)1/2> c.s.

0<t<ty | T =1

finalizando asi la demostracién. m
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Lema 2.4.13 Sea G (+,-) la funcion dada en (2.26). Bajo las condiciones (K1), (H2)

y (pl) se tiene, para un n suficientemente grande y para todo tg < by,

sup B [3 S G (£ Zs) — B (G (¢, Z)]} — 0 (n ')

0<t<tpy
Demostracion.

El momento de orden dos de este término es igual a
2
B|LS G (t2) ~BG (1 2)| = B[G3t2)] - 162 ()
n = y &1 ) n 1 ) n .

Calculamos ahora el momento de orden dos de la variable Gy (¢, Z) :

t 1
o (1—H (u)*h (u)

x (p(v1) —p(u)) (p(v2) = p(w)) h(v1) b (v2) dvrdvadu

¢ 1
B / 0 (L—H (w)*h(w) // K (21) K (22) (p (u = b21) = p (w))

X (p(u—0bze2) —p(u))h(u—bz1)h(u— bze)dzidzadu

t 1 / 22,2 "
- /0 (1 - H(u))2 h(u) //K(Zl) K<Z2) (_bzlp (u) +0b 1P (Cu,b,m))

x (—bzap (u) + b223D" (Cupzy)) (B (w) — bzih! (u) + $62230" (&4sy))

E[G%(t,Z)] :/ / Kb(u—vl)Kb(u—vg)

x (B (u) — bzgh! (u) + 30223R" (&p.zy)) d21d2adu,

donde Cy,p 215 &bz Cubzo Y Sub,z SON valores intermedios entre u y u — bz1,u — bzo

respectivamente. Bajo las hipétesis (K1), (H2) y (pl) se tiene que

sup E [G% t.Z)] =0 (b4) .
0<t<ty

=0 (b?),

Como ademds se tenfa que, bajo estas mismas condiciones, supy<;<¢,, |0 (t)
podemos concluir que

s B[L 3564 2) —BG (1.2)]] =0 (n ).

0<t<tp n ;=1
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Finalmente, la representacién asintética de AL’ (-)—Ap (-) dada en el teorema 2.4.1,

el lema 2.4.10 y la relacion
P _ P
Fy (t) = F(t) = (1= F (1) (A (t) = Ap () + Rz (t)
demuestran el siguiente teorema.

Teorema 2.4.2 (Representacion casi sequra y en media de FL () — F(-)) Bajo las

condiciones del teorema 2.4.1 se tiene, para todo t € [0,ty] con tg < by,

FF ()= F(t) = FT (t) = F(t) + Ra (1), (2.31)
donde
FP(t)=F (1) + % (1-F(t)) é (91 (¢, Zi) — 92 (8, Zi) + g3 (L, Zi, 0i))
OSS;JSI;H |R, (t)] = O ((62 + (nb)_l/2 (log n)1/2>2 (log n)2> c.s (2.32)
Y

sup E[R2(1)] =0 <(b4 + (nb)_1)2> . (2.33)

0<t<tmy

Este resultado es muy importante, pues nos basaremos en él para obtener, en el
siguiente capitulo, una descomposicién del estimador presuavizado de la funcién de
densidad f (-) en términos de la funcién de densidad tedrica f (-), un término 3,, (-)
que representa el sesgo, otro término o, (-) que representa la varianza, y e, (-) que

serfa el error cometido con dicha aproximacion.

La importancia de esta representacién radica en que permite obtener propiedades
asintéticas del estimador presuavizado de la funcién de densidad trabajando tnica-
mente con una suma de variables i.i.d., y no con la complicada estructura del estimador

original fI(.).

Teorema 2.4.3 (Consistencia casi sequra de FF () — F (-)) Bajo las condiciones del

teorema 2.4.1 se verifica que

sup ‘Ff t)—F(t)]=0 ((62 + (nb)_1/2 (log n)1/2> log n) c.s.

0<t<tmyg
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Demostracion.

El estimador presuavizado de la funcién de distribucion se relaciona con el esti-

mador de la razén de fallo acumulativa de la siguiente manera:

Ey () = F ()= (1= F@®) (A () = Ap (9) + Bz (1),

donde

sup |Rni2(t)] =0 <<b2 + (nb) Y2 (log n)1/2)2 (log n)2> c.s.

0<t<tpy

Por otro lado, en el lema 2.4.10 se ha probado que

sup ‘Af (t) — Ap (t)‘2 =0 <<b2 + (nb) Y2 (log n)1/2)2 (log n)2> c.s.

0<t<ty

Teniendo en cuenta que la funcién de supervivencia 1—F (-) estd acotada, se obtiene

directamente el resultado deseado. m

Baséndose en la representacién asintética del estimador 1 — FF’ (-) dada en (2.31),
en el mismo trabajo de Cao, Lépez de Ullibarri, Janssen y Veraberveke (2005) se dan

las expresiones asintéticas para el sesgo y la varianza:

E [F—,!f (t)— F (t)} = (1= F(t)a(t)dcb®+o(b?), (2.34)

Var (FE (1) = F() = 07 (1= F(1)* (v(t) — 2a(t)exb + O(?)) , (235)
con la siguiente notacién:

dg = /v2K(u)du, (2.36)

ex = /vK (v)K(v)dv donde K(v)= /_vl K (u) du, (2.37)

dv, (2.38)

_ / L1 (0) b (v) + P (v) B (v)
0 1—H (v)
dH' (v) p () h(v)

y(t) = /0(1—H(v))2:/0 (I_H(U))de:/oqg(v)dv, (2.39)

p(t) (A —p(t)h ()
(1—H(t)

con __p@®h{E) (2.40)

q (t) =

A partir del sesgo y varianza dados en (2.34) y (2.35), los autores derivan la
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expresion para el error cuadratico medio de FF (-):
MSE (F_,!; (t)) — AMSE (F_,{’ (t)) +0(bY) +O(n1b?),
donde

AMSE (FT (1)) = (1 F ()2 (0 b+ (1 = F(0) 202 (1~ F(0) an(D)exc

El efecto beneficioso de la presuavizacion en el caso de la funcién de supervivencia es
apuntado también por Cao, Lépez de Ullibarri, Janssen y Veraverbeke (2005), quienes
muestran que la parte dominante del estimador presuavizado F_}f () tiene un error
cuadrético medio menor que el estimador de Kaplan-Meier clasico FXM (), aunque

esta eficiencia serd de segundo orden.

Asi, la ventana puntual asintéticamente O6ptima, bopr (t), que minimiza

AMSE (F—np (t)), es
or \1/3
bopr (t) = (%) n—1/3'

De este modo, la expresiéon de AMSE (F—,{D (t)) para esta ventana es

AMSEy ) (FT (1)) = L= P2t — = (1 — Py (B Dk P
bopr(t) \F'n n v 24/3 a(t)dy 7
mientras que, en el caso del estimador de Kaplan-Meier, el error cuadratico medio con

la respectiva ventana puntual AMSFE es
1 _
AMSByepy (B (8) = = (1= F()* () + O (n?).

Los términos dominantes de AMSE, ...« (F—f (t)) y AMSE,, ) (FEM (t)) son
iguales, pero el término de segundo orden de AM SEj,, ;) del estimador presuavizado
es de signo negativo y de mayor orden frente al del estimador de Kaplan-Meier, de

modo que FF () presenta una eficiencia de segundo orden con respecto a F.EXM (.).

2.4.3. Normalidad asintética

A partir de las expresiones (2.34) y (2.35), y de la representacién del estimador
presuavizado FF () dada en el teorema 2.4.2, es facil demostrar la normalidad asin-
tética puntual del proceso /n (F,L () — F (-)). El resultado viene dado por el siguiente

teorema.
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Teorema 2.4.4 (Normalidad asintdtica de FY (-) — F (-)) Bajo las condiciones del
teorema 2.4.2, y si ademds la ventana b verifica la condicion (v2), se tiene que, para
cada t < by,

a) Si nb* — 0 entonces

donde
20N (1 2 1 2 bodH? (v)
7 (0) = (1= F)*5(0) = (1= F0)* [ TP (2.41)

siendo H' (t) =P (Z <t,6 =1).

b) Si nb* — C*, entonces

Vi (FE (1) = F () =5 N (b(t) 02 (t))
donde
b(t)=C*(1—F (b)) a(t)dk.

Demostracion.

Por el teorema 2.4.2 se tiene que, para todo t < by,

FE O~ F () = 3 (1= F(0) 3= (01 (6.2 = 92 (1. 2) + (0. 20:00) + Ra (),

donde
sup |R, (t)| =0 <(b2 + (nb)_1/2 (log n)1/2>2 (log n)2> c.s.

0<t<tmy

Como, bajo la hipétesis (v2), se tiene que

N (b2 + (nb) ™12 (log n)1/2>2 (logn)? — 0,

entonces la distribucién asintética de /n (F.L (t) — F (t)) coincide con la de

Va(FE®O-F@®) = VA -FO) S€.2:6)
— V(= F(0)y 366 208) ~BIE(28))
(L= F(0) 5 S Bt Z0)

= ()+UI)
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siendo

n

El sesgo de \/n (F}" (t) — F (t)) viene del término (1), para el que se tiene

() = VA= F ()~ S BIEE Z,0)] = Vi (1 - F () BIE (1, Z1,01)]

= Vn(1-F@)E[gs(t, Z1,61)] = vn(1 = F(t)) (dxe (t) b* + 0 (b?))
_ (1—F(t))dKa(t)W+o((nb4)1/2),

puesto que E [g1 (¢, Z)] = E[gz (¢, Z)] = 0. Bajo la hipétesis nb* — 0 se tiene que (I1) =
o (1), y por tanto la distribucién asintética de \/n (F}” (t) — F (t)) coincide tinicamente
con la de (I) y el sesgo serd despreciable. En caso de que b = Cn~ Y%+ o0 (n_1/4),

entonces

E[vn(ED(t)—F ()] =C*(1-F@®)a)dx+o(l).

Con respecto al término (I), éste puede escribirse como una suma de variables

aleatorias i.i.d. de media cero:

(1) = ; D (1)

siendo

Mo () = V3 (1= F (8)) = (€, 24,65) ~ BIE (1, 20,67)])

La idea consiste en aplicar el Teorema Central del Limite para disposiciones trian-

gulares (teorema 7.2 de Billingsley (1968), pag. 42) para tener

; M (1

d

— — N (0,1).
Var [, (t)]
i=1
Para ello serd necesario demostrar que Var [nm (t)] = ain < oo para cada ¢ =
1,...,n, que o2 (t) = >_" Var [n,,, ()] es positiva y finita, y ademds que se verifica

la condicién de Lindeberg.

La primera condicién se cumple, puesto que la varianza de 7, ,, (t) es

(1= F®)*Var[£(t,2,0)] = = (1= F()* (v (t) + O (b))

S|
S|~

Var [, (t)] =
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Ademds, este resultado lleva a que o2 (t) es finita:

-

n(t) = Var [0 ()] = (L= F@)*y () +0(0).

Por tltimo, demostraremos que se verifica la condicién de Lindeberg:

1 n

> / n2, (t)dP — 0 Ve > 0. (2.43)
on () E S |ny>eon]}

Si definimos las siguientes cantidades

n
— — 2 7.
lin =14, y>eon]} ¥ n= 2 Minins

entonces la condicién de Lindeberg dada en (2.43) puede escribirse como

E(n,) —0 Ve >D0.
2

Usando que n — oo, y que la funcién & (¢, Z, §) definida en (2.42) es acotada para todo
t € [0,tx], entonces:

dng € N:Vn2n0:>1i7n(w):1{|mn(w)>wn(w)|} =0 Vw, Vi=1,...,n
= dnpeN:Vn>ny=r1n,(w) =0 Yw
= dngeN:VYn>ny=E(n,) =0

de modo que

i 1

quedando asi demostrada la condicién de Lindeberg y, finalmente, lo establecido en el

teorema. H

Observacién 2.4.2

Breslow y Cowley (1974) demostraron que el proceso \/n (EEM (-) — F (-)) con-
verge puntualmente a una distribucion normal centrada y con varianza o2 (-) cuya ex-
presion viene dada en (2.41), es decir, los procesos /n(FEM()—F()) y

Vi (FE () = F(-)) tienen la misma distribucion asintdtica puntual.
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2.5. Estudio de simulacion

En esta seccién se presentan los resultados de un estudio de simulacién realizado
para comparar el comportamiento en la préactica del estimador de Kaplan-Meier y el
estimador presuavizado de la funcién de distribucién. Para ello hemos trabajado con 4
modelos distintos, con el fin de estudiar la posible influencia de la forma de la funcién
p(-). En el modelo 1 la funcién p(-) es casi constante, en el segundo modelo es una
funcién unimodal, mientras que en el modelo 3 es una funcién decreciente en todos
los puntos, y finalmente para el modelo 4 se ha tomado una funcién p (-) que presenta

tanto un minimo como un méximo local.

En los modelos 1, 2 y 4 la variable observable sigue la distribucién Z Ly [0,1],
mientras que en el modelo 3 se tiene que Z 4 W (1.75,5), donde W (a,b) denota
la distribucién de Weibull con pardmetro de escala a y pardmetro de forma b, cuya
densidad es fyy(qp) (t) = a’bt’1exp [— (at)b] .

Para favorecer la comparacion, en todos los modelos la probabilidad incondicional

de no censura es semejante (ver tabla 2.1).

En la tabla 2.2 se muestran las funciones de distribucién teéricas a estimar, F (-), y
las probabilidades condicionales de no censura p () para cada uno de los modelos. En
la figura 2.1 se representan la funcién de distribucién F' (-) de la variable de interés,
la funcién de densidad de la variable observable h (-), y la funcién de probabilidad

condicional de no censura p (-) para cada uno de los modelos.

En todo el estudio de simulacién se ha empleado el nicleo de Epanechnikov. Se han
simulado m = 500 muestras, para cada modelo, de tamanos n = 50, 100,200 y 1000,
para aproximar por Montecarlo el valor del error cuadrético medio integrado (MISE)
de ambos estimadores de la funcién de distribucién, el estimador presuavizado F!I (-)
y el estimador clésico de Kaplan-Meier FXM (.). El MISE de un estimador genérico
F, (-) viene dado por

~

MISE [F, ()] = / (. 0) —F(v))2w(v) dv

siendo w (+) una funcién peso convenientemente elegida para evitar problemas en la
frontera de los intervalos de integracién. En estas simulaciones se han tomado las
funciones de ponderacién w (-) como funciones indicadoras de los intervalos dados
por las lineas verticales en la figura 2.1, es decir, w (t) = 1(o<t<0.9y para el modelo
1, w(t) = 1lio<i<o.95) para el modelo 2, w(t) = 1402<i<0.753 para el modelo 3 y
w (t) = Lyp<4<0.95) para el modelo 4.
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MODELO 1

MODELO 2

107

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

MODELO 4

— (t)
— h®
—t (1)

1.07

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.0 0.5 10

Figura 2.1. Funciones p( - ),h(-) y F(-) para los modelos 1-4. La funcién peso w( - ) es

la funcién indicadora que toma el valor 1 en el intervalo marcado por las lineas verticales.

Tabla 2.1. Probabilidad incondicional de no censura en los modelos 1-4.

Modelo 1

4

N 0.4583

0.5
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Tabla 2.2. Funciones de distribucién F'( - ) y probabilidad condicional de no censura p( - )
en los modelos 1-4 para t > 0.

Modelo Funcién de distribucién Funcién p (t)
1 F(t)=1-(1—t)fc 3t p(t) =% [1-(t-3)"] 1oasy
. _ 342 _ |3 1 2

2 F(t)—l—e 2 p(t)— 4—3(t—2) 1{0§t§1}
5,—t° —32t5
e " +80e

3 Ft:l—l(—t5 —3%5) t) = —2

®) 2 (¢ Te P() = {037 (e +e320)
4 F(t)=1—exp (—5t* +4t3 —t) p(t) = (203 — 1262 + 1) (1 — ¢)

Ademsds, se ha calculado la eficiencia relativa del estimador de Kaplan-Meier
FEM () con respecto al estimador presuavizado FF (-) como el cociente entre
MISE [FF (-)] y MISE [FEM ()] en funcién del pardmetro de presuavizado b:

_ MISE[F} ()]

REE O = SISE R (O]

Valores de REXMF (.) menores que 1 indican una mayor eficiencia del estimador
presuavizado FX () con respecto al estimador de Kaplan-Meier F.XM (.) para la co-

rrespondiente ventana de presuavizado b.

Los resultados se representan en las figuras 2.2-2.5. Se puede ver que, para todos
los modelos, existe un amplio rango de valores para la ventana de presuavizado b con
los que se obtiene una estimacién de F'(-) mediante la presuavizacién mads eficiente

que mediante el estimador de Kaplan-Meier.

En las tablas 2.3-2.6 se muestran, para cada modelo, el valor minimo que alcanza
REKM.P (+), asi como la ventana bysrse en la que se alcanza dicho minimo y la ven-
tana bajsrse que minimiza la expresiéon dominante de MISE {F—f ()} . En general, el
valor minimo de REXM:F (.) para cada uno de los modelos se acerca a uno a medida
que aumenta el tamano muestral, debido a que la eficiencia de FnP (+) con respecto
a FEM (.) es de segundo orden. Esto hace particularmente aconsejable la estimacién
presuavizada de la funcién de distribucién cuando se dispone de muestras de tamano

relativamente reducido.
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MODELO 1

0.95 7

0.90

0.85

MISE(F,,P(t))/MISE(F M(t))

0.80 7

Log b

Figura 2.2. Eficiencia relativa, REXMP(b), de FEM () respecto a FL'( ) para el
modelo 1 con los tamafios muestrales n = 50,100,200 y 1000.

Tabla 2.3. Ventanas baprse v by rsg que minimizan la expresion exacta del
AMISE (FTILJ ()) y, por simulacién, del MISE (F,f ()) , ¥ valor minimo de la eficiencia
relativa RESM:P (h) de FEM (.) respecto a EF (+) para el modelo 1.

P KM.P
n bamise buise min RETT (b)

50 0.803 1.214 0.761
100 0.637 1.025 0.780
200 0.506 1.020 0.814

1000  0.373 0.336 0.878
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MODELO 2
1.25
1.20 o
— =100
e N=200
Z 1.15 @G n=1000
EC
o
0 ,
E 1.10
T 1.05
2]
=
100 [m———————— —_———
0.95
T T T T
-4 -3 -2 -1 0
Log b

Figura 2.3. Eficiencia relativa, REXMF (b), de FEM () respecto a FiF (+) para el
modelo 2 con los tamafios muestrales n = 50, 100, 200 y 1000.

Tabla 2.4. Ventanas bajyrse v by rsg que minimizan la expresion exacta del
AMISE (Ff ()) y, por simulacién, del MISE (FnP ()) , ¥ valor minimo de la eficiencia
relativa REFM-P (b) de FEM (.) respecto a FF (+) para el modelo 2.

P EKMP
n bamise buisp min RETT (b)

50 0.233 0.139 0.956
100 0.176 0.123 0.972
200 0.140 0.102 0.974

1000  0.082 0.067 0.976
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MODELO 3

MISE[FP, ()YMISE[F*™ ()]

Log b

Figura 2.4. Eficiencia relativa, REXMF (b), de FEM () respecto a FiC (+) para el
modelo 3 con los tamanos muestrales n = 50, 100, 200 y 1000.

Tabla 2.5. Ventanas bajyrse v byrse que minimizan la expresion exacta del
AMISE (Ff ()) y, por simulacién, del MISE (FnP ()) , ¥ valor minimo de la eficiencia
relativa REFM-P (b) de FEM (.) respecto a FF (+) para el modelo 3.

n

bamrse bmisk Igl>1(r)1 REEMP (p)

50
100
200
1000

0.140
0.110
0.088
0.052

0.072
0.060
0.063
0.043

0.829
0.874
0.862
0.876
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MODELO 4

MISE[FP ())/MISE[F*M (1)]

0.9
-4 -3 -2 -1
Log b

Figura 2.5. Eficiencia relativa, REXMP (b), de FEM (.) respecto a FiF (+) para el
modelo 4 con los tamafios muestrales n = 50, 100, 200 y 1000.

Tabla 2.6. Ventanas bayrse v barrse que minimizan la expresion exacta del
AMISE (Ff ()) y, por simulacién, del MISFE (FnP ()) , vy valor minimo de la eficiencia
relativa REFM-P (b) de FEM (.) respecto a FF (+) para el modelo 4.

n bamise bumise Ig(f)lREKM’P (b)

50 0.216 0.149 0.941
100 0.171 0.159 0.951
200 0.136 0.108 0.955

1000  0.101 0.077 0.972
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Estos resultados son totalmente concordantes con los obtenidos por Cao et al.
(2005) para el caso del estimador presuavizado de la funcién de fallo acumulativa,

estimador que se propone como alternativa al estimador cldsico de Nelson-Aalen.

El modelo 1 es, en cierto modo, especial, puesto que el estimador presuavizado
FF () es més eficiente que el estimador de Kaplan-Meier FXM (.) practicamente para
cualquier ventana b > 0. Esto se debe a la forma aproximadamente plana de la fun-
cién p (+) en el intervalo de integracién [0,0.95] de modo que se puede considerar que
précticamente se verifica el modelo de Koziol-Green. Bajo dicho modelo, el estimador
ACL de la funcién de distribucién FAYF (-) (ver Abdushukurov (1987) y Chen y Lin
(1987)), al que tiende el estimador F (-) cuando el pardmetro de presuavizacién b se
hace infinitamente grande, es un estimador de la funcién de distribucién mas eficiente

que el estimador de Kaplan-Meier FXM (1),






Capitulo 3

Estimacion presuavizada de la

funcién de densidad

3.1. Definicién del estimador. Propiedades

El estimador presuavizado de la funcién de densidad se obtiene sin més que sustituir

en la expresion general del estimador tipo nicleo de la densidad

Fult) = bt /K <t2”> AB(v) = /Kh(t ~0)dF(w) = (Ku+ F) (1)

el estimador genérico F () de la funcién de distribucién por el estimador presuavizado

FF (-), de forma que:

) =st [ K (S52)drE ) = [ K= 0drl o) = (K< ED) @), (3)

S

donde Ky(-) = s 1K (-/s) es la funcién nicleo reescalada y s > 0 es el parametro de

suavizacioén.

Obsérvese que (3.1) tiene la estructura de los estimadores tipo nicleo, pero con

pesos del estimador presuavizado de la funcién de distribucién:

3

[P0 =S K, (t— 2) (FP(Z) - FP(Z0)) = S K, (t— Z) WF
3 =1

n
i=1

y que serdn necesarios, por tanto, dos pardmetros ventana, el pardmetro de pre-
suavizacién, b, para estimar los pesos Wip dados en (2.4), y el pardmetro de suavizacion,
s, para, a partir de esos pesos, estimar mediante el método niticleo la funcién de den-
sidad.
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Propiedad 3.1.1
Cuando se toma una ventana de presuavizado b muy pequena (b — 0T), el esti-

mador fF(-) de la funcion de densidad coincide con el cldsico estimador con pesos
Kaplan-Meier fEM(.),

Como se vio en el capitulo anterior, el limite del estimador p,, (Z;) cuando la ven-
tana de presuavizado, b, es muy pequena es precisamente J;, de modo que el estimador
presuavizado FX (-) se reduce el estimador de Kaplan-Meier XM (). Es inmediato

concluir entonces que

n b—0+t &
fa ()= 2 Kt = 2) W= 2 K (t = Z) WM = [ (1)
1= 1=
Propiedad 3.1.2
En el caso de no censura, el estimador presuavizado fI'(-) se reduce al estimador

cldsico tipo micleo de la densidad f,, (-).

El estimador presuavizado de la funcién de distribucién FF’ (-) se reduce, en ausen-
cia de censura, al estimador empirico F,, (t) =Y ;1 (z:<ty,» de modo que

n

0= S K= Z)W, = LKt =Z) 5 = Fa ).

% i=1
3.2. Propiedades asintéticas del estimador

Desde el punto de vista computacional, este estimador es andlogo al estimador clési-
co tipo nicleo, sin embargo, las propiedades estadisticas son mds dificiles de obtener
debido a la complicada estructura de los pesos aleatorios Wip . No obstante, derivaremos
la representacién casi segura y otras propiedades asintéticas a partir de las propiedades
del estimador presuavizado de la funcién de distribucién expuestas en el capitulo an-

terior.

3.2.1. Representacién asintética del estimador

Una de las propiedades més importantes del estimador presuavizado de la densidad
fF (-) es su representacién asintética como suma de variables independientes e idén-
ticamente distribuidas, mds un término de orden despreciable. Esta representacién es
clave en la obtencién de otras propiedades del estimador, tales como su consistencia o

su normalidad asintética.
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El comportamiento limite del término del resto en la representacién ha sido obtenido
de forma casi segura asi como en media, puesto que se requerird en el estudio de la

seleccién de las ventanas s y b que se tratard en el siguiente capitulo.

Ademss de las condiciones (K1), (H1) — (H4),(pl),(p2) y (vl) enunciadas en el
capitulo anterior, en éste se necesitardn las siguientes hipétesis adicionales sobre la
funcién de densidad f (-):

(f1) La funcién de densidad f () es dos veces continuamente diferenciable en el in-

tervalo [0, tx].

(f2) La funcién de densidad f (-) es cuatro veces continuamente diferenciable en el

intervalo [0, tg].
y sobre las ventanas s y b:
(v3) nb?s(logn) % — 0o, b?s7! (logn)® — 0y nb3s~! (logn)* — 0 cuando n — oc.

(v4) nb%s — 00,357t — 0,nb%s™1 — 0,nb*s®> — 0,nb% — 0y b='s®> — 0 cuando

n — OQ.

Las condiciones (K1), (H3), (p2) y (f2) son condiciones de regularidad estandar.
Fl grado de diferenciabilidad exigido en ellas se puede relajar para algunos resultados

preliminares al célculo del sesgo y varianza de f1 (-).

Con respecto a las condiciones sobre las ventanas, (v1) es necesaria para la obten-
cién de la representacién casi segura y en media del estimador presuavizado fI (-),
puesto que se requerfa para la representacién casi segura y en media de FF’ () — F (),
y de dicha representacién de deriva la del estimador presuavizado de la densidad.
La condicién (v3) es necesaria para la demostraciéon de la normalidad asintética del
estimador f(-). Por tltimo, se pedird la condicién (v4) para la obtencién de la re-
presentacion asintética del MISE de fF ().

Estas condiciones no son mutuamente excluyentes. Por ejemplo, la condicién (v3)

implica las condiciones nb?s — oo, nb%s™1 — 0y b3s™1 — 0 en (v4).

El siguiente resultado proporciona la representacién asintética del estimador como
una suma de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas més un

término de error despreciable.
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Teorema 3.2.1 (Representacion casi sequra y en media de fF(-) — f(-)) Bajo las
hipdtesis (K1), (H3),(H4),(p2) y (v1), entonces para todo t < by, se verifica que el

estimador presuavizado de la funcion de densidad se puede expresar como

SE@) = @)+ B, () + o () + en (1)

Balt) = /ft—sv (v) dv — £ (1 (3:2)
on(t) = E 2:1 gi (t —sv) K' (v) dv (3.3)
e1(t) = (1 —=F(t)(91(t,Z1) — g2 (t, Z1) + g3 (t, Z1,01)) (3.4)

donde las funciones g1 (-,-), g2 (,+) v g3 (-, -, ) vienen dadas en (2.12),(2.13) y (2.14),

y el término despreciable en la representacion, ey, (-), verifica

sup |en (t)| =0 <s_1 (b2 + (nb)_1/2 (log n)1/2)2 (log n)2> c.s.

te[0,t ]

sup E [e?

S ez (t)] = O <<b43—1 + (nbs)—1)2> )

Demostracién.
Para descomponer el estimador presuavizado de la densidad f%" (-), en el paso (a)
realizamos una integracién por partes, en el paso (b) un cambio de variable, y por ulti-

mo, en el paso (c) sustituimos el estimador presuavizado I (-) por su representacién

asintética dada en (2.31):
(a) 1 t—wv
> aFr) Y /F,f(v)K' < = ) dv

o= [x(5

FP(t — sv)K' (v) dv

7’L

Q1/<F<t_sv>+%ismt—smwn(t—sv)) K’ (v) do.

S i=1
El primer término da lugar a f (t) + £, (¢):

1/F(t—sv)K'(v)dv:/f(t—sv)K(v)dv:f(t)wn(t)

S

mientras que el segundo sumando es oy, (t). Con respecto al resto, éste viene dado por
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en () = % [ R (t — vs) K’ (v) do.

Entonces,

1
<1 s IR, (t)|/\K'(v)\dv.
S telo,t]

1/Rn(t—vs)K'(v)dv

sup e, (t)| = sup .

tG[O,tH] tG[O,tH}
Bajo la hipétesis (K1) y en virtud de (2.32) podemos concluir que
2
sup e, (£)| =0 <3_1 <b2 + (nb) Y2 (log n)1/2) (log n)2> c.s.
te[0,tx]

Respecto a la tasa en media cuadratica del resto, en el paso (a) aplicamos el
teorema de Fubini, en el paso (b) usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz y, por

ultimo, extraemos el supremo en el paso (c),

(1/}3 (t - vs) K (v )dv>2]

—//E|R (£ — v18) R (£ — v8)| |K” (1] | K" (v3)] vy

Ele2(t)] =E

n

< 2 (B0 15 o))

x </E [R2 (t — vas)]"/? | K (v2)] dv2>
(c)
< % sup E[R2 (¢ </|K’ |dv>

S% 0<t<ty

de modo que, bajo la hipétesis (K1) y teniendo en cuenta (2.33), se concluye

sup E[e2 (¢)] =0 <<b4s_1 + (nbs)_1)2> :

te[0,t ]

En la representaciéon del teorema anterior, el término f3,, (-) representa el sesgo,
on (+) representa el término de variabilidad, y e, (-) es el error cometido con dicha
aproximacién. Cabe destacar que la parte del sesgo 3, () no es aleatoria, y que el tér-
mino de la variabilidad o, () es una suma de variables i.i.d. Este resultado resulta muy
itil, puesto que permite obtener propiedades asintéticas del estimador presuavizado
de la funcién de densidad trabajando tinicamente con una suma de variables i.i.d., y

no con la complicada estructura del estimador original fI (-).
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Considérese fP (-) = f(-)+ B, (-) + on (-) la parte dominante del estimador pre-
suavizado fI” (-). Calcularemos a continuacién las expresiones asintéticas del sesgo y

varianza de fP (-).
El sesgo de ﬁ (+) se calcula facilmente, ya que es igual a
E\|fE ()= f ()| =Bn(t) +Elon ()],
con 3, (-) vy on () dados en (3.2) y (3.3).

Con respecto a la varianza de f” (-), ésta coincide con la varianza de o, () dado que
las funciones f (-) y f3,, () no son aleatorias. Para calcularla, reescribimos la funcién

o (+) de la siguiente manera:

on(t) = %é/ (t—us)K'(u)dv:%é/K (t — ) dz; (v)
- Ee a4 Rt 25 Rene 2
P (8 2) = S (0 Z) 5 3 (42000
donde
i (t,2) = /Ks(t—v)f(v)gj(v,Zi)dv, j=12 (3.5)
ws (b, 2,5) = / K (t—v) f (v) g3 (v, Zs,65) do, (3.6)
y
pi(62) = [Kt-0)(0-FO)g0.2), =12  @1)
ps (1, 2,5) = /K (t—v) (1 F (v))dgs (v, Z,6;) (3.8)

De esta manera, la varianza de o, (-) es igual a

Var (o, (t)) = n ' [Var(wi (t,2)) + Var (we (t,2)) +Var (ws (¢, Z,6))  (3.9)
+Var (p; (t,2)) + Var (py (t, 2)) + Var (ps (t, Z,9))
—2Cov (w1 (t,Z) ,wa (t,Z)) +2Cov (w1 (t, Z) ,ws (t, Z,0))
—2Cov (w1 (t,Z),p; (£, Z)) +2Cov (w1 (L, Z) , py (t, Z))
—2Cov (w1 (t,2) , p3(t, Z,0)) —2Cov (w2 (t, Z) ,ws (t, Z,9))
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+2Cov (w2 (t,2),p; (t,2)) —2Cov (w2 (t, Z) , py (t, Z))

t, ), p3(t, Z,0)) = 2Cov (w3 (t, Z,6) , p1 (t, 2))
t,2,0),py (t, 2)) — 2C0v (w3 (L, Z,6) , p3 (t, Z,0))
—2Cov (py1 (£, Z) , p2 (£, Z)) +2C0v (py (t, 2) , p3 (¢, Z,6))

—2Cov (py (t, 2) , p3 (t, Z,9))] -

+2Cov (w2
+2Cov (w3

(
(
(
(

Puesto que E g (t, Z)] =E[g2 (t, Z)] = 0y que
E g3 (¢, Z,0)] = dxa (t) b* + 0 (b%)

facilmente se puede comprobar que
Elwi (t, 2)] = Elws (¢, 2)] = Elp, (¢, 2)] = E[ps (t, Z)] = 0,
E [LU3 (tv Z, 6)] = b2f (t) aQ (t) dk +o (b2) )
E[ps(t, Z,0)] =b* (1 —F () (t)di +o (b2) .
Las varianzas y covarianzas del desarrollo de Var (o, (+)) se calculardn en los lemas
siguientes. En las demostraciones de dichos lemas se hard uso de ciertas igualdades,
que se enumeran en forma de propiedad a continuacién, que involucran integrales de

funciones genéricas m (-) y n (+), y de las funciones K (-) ,p(-),h(-),H (:) y 7 (-), donde
v (+) viene dada por (2.39).

Propiedad 3.2.1

AN 10
/Ol—H(v)dU_l—H(t)_W(t)' (3.10)

Demostracion.

Inmediato, usando integracién por partes y que - () es la funcién dada en (2.39).

Propiedad 3.2.2

PP (WH@)  pt)H(®)
/0 1— H (v) dvzl_H(t)—’v(t)- (3.11)

Demostracion.

Inmediato al usar de nuevo integracién por partes. m

Propiedad 3.2.3

[ 10) (25— @) do =0 1~ 0). (312)
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Demostracion.

En el paso (a) hacemos un cambio de variable, en el paso (b) utilizamos (3.10),

el paso (c) se usa (3.11), y por ultimo, en el paso (d) simplificamos la expresién final.
t
p(v) >
h (v v) | dv
foro) (T =
p(v) '

1-H(v )_7(7))>H(v)h_/;H(”)(1—p(Hv)(u)_’V(“)),d“
(t) H (t) 7(t)H(t)_/tp'(v)ﬁr(v)
0

dv

1— H (t) 1—H (v)
© Zi(f)g((;) —y () H () — <Zi(f)§((;) —v(t)> Do) (1-H ).

Propiedad 3.2.4

! p(v) S S OIA0) 2
/Oh(v)<1_H(v)—7(v)> dv—/omdv—v B0 —H(). (313)

Demostracion.

En el paso (a) hacemos un cambio de variable y utilizamos (3.12), en el paso (b)
usamos (3.10), en el paso (c¢) hacemos integracién por partes, y finalmente en el paso

(d) sustituimos la derivada de v (-) por su expresién en funcién de p(-) ,h(-) y H (-):

/&””<1fgi>‘”“02“
[ e (2w 0) (g —w)
K i —vv)v@Ml—H@Dr

(25

® <1+H() _fy(t)>fy(t)(1—H(t))—/ ' (v)y (v) dv

0

(L

0

) 7 () (1~ H (v) do
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Con respecto al nicleo K (-), necesitaremos los resultados que se exponen a contin-
uacién. En ellos consideramos dos funciones genéricas m (+) y n (-), junto a la funcién
de distribucién H (+).

Propiedad 3.2.5
U1 1
/K(ul)/ K (u2) dugduy = 5
-1

Demostracion.

Inmediata, usando integracién por partes. m

Propiedad 3.2.6
Ul
/K(ul)/ 'LLQK ('LLQ) duzdul = €EK.
-1

Demostracién.
Se realiza una integracién por partes, teniendo en cuenta que ex es la constante

dada en (2.37) en el capitulo anterior. m

Propiedad 3.2.7 Si el nicleo K (-) es una funcion de densidad simétrica y m (-) es

dos veces continuamente diferenciable, entonces
/KS (t—w)m (u)du=m(t) + O (s). (3.14)

Demostracién.
Se realiza en primer lugar un cambio de variable, y a continuacién un desarrollo

de Taylor de orden dos con resto en forma integral en la funcién m (-):

/Ks(t—u)m(u)du: /K(v)m(t—vs)dv
1
= /K (v) [m (t) —vsm/ (t) + 0232/ (1 —2x)m” (t —vsz)dx| dv.
0
Puesto que K () es una funcién de densidad simétrica, y el valor absoluto del tercer
sumando se puede acotar por 3s%dy ||m” (-)|, donde dx viene dada por (2.7), y siendo

lg (-)|| = sup, |g ()| de una funcién arbitraria g (-), se obtiene (3.14). m

Propiedad 3.2.8 Si el nicleo K (-) es una funcion de densidad simétrica y m (-) es

cuatro veces continuamente diferenciable, entonces

/Kf (t—u)m(u)du = %m (t) ek + %sm" t)mk + O (s%). (3.15)

donde my = /v2K2 (v) dv, y cx dado en (2.7) en el capitulo anterior.
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Demostracion.

Se realiza en primer lugar un cambio de variable, y a continuacién un desarrollo
de Taylor de orden cuatro con resto en forma integral en la funcién m (-). Puesto que

K (-) es una funcién de densidad simétrica, entonces

/Kf(t—u)m(u)du:é/Kz(v)m(t—vs)dv
1

1
= 1m (t)cx + %sm” (t)ymg + 683 /'U4K2 ('U)/ (1 —z)*m® (t — vsz) dado.
§ 0

1
De la acotacién del valor absoluto del tiltimo término por — s* / v*K? (v) dv Hm(‘l) Ol

24
se obtiene (3.15). m

Propiedad 3.2.9 Sea el nicleo K (-) una funcion de densidad simétrica y las fun-

ciones m () y n(-) dos veces continuamente diferenciables. Entonces

// K (t —u) Ks (t —v)m (u)n (v) Lgy<pydudo
1 (3.16)
=5m B)n () —s(m () n(t) —m@E)n' (t)ex + O (s?)

Demostracion.

En primer lugar, en el paso (a), realizamos un cambio de variable; a continuacion,
paso (b), llevamos a cabo un desarrollo de Taylor en las funciones m (-) y n (-) al ser dos
veces diferenciables con continuidad, donde (; ¢, v & 5, son dos puntos intermedios
entre t y t —suj, y t y t— sv; respectivamente, en el paso (c) desarrollamos el producto,

y finalmente en el paso (d) utilizamos la definicién de ex dada en (2.37).

/ / K, (t— ) Ko (t— ) m (u) 1 (v) Lpyeyydudo
@ //K(ul)K(vl)m(t—sul)n(t—svl)l{ulzm}duldvl
O [ 5w 8 ) () = swamd 0+ 2 (€,
x <n (1) — soun (1) + 5s20n’” (£t,s,v1)> 1050y yduus oy

(2 m (t) n(t) //K (ul) K (7)1) 1{u12v1}duldvl
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—sm/ (t)n (t) // u1 K (u1) K (v1) 1y, >0, ydurdo
—sm (t)n' (t) // 01K (u1) K (1) 1y, >0, 3durdvr 4 O (%)

@ %m () (t) —s(m' () n(t) —m@)n' () ex +O (%)

Propiedad 3.2.10 Sea el nicleo K (-) una funcion de densidad simétrica, y sean las

funciones m (-) y n(-) dos veces continuamente diferenciables. Entonces

// K (t—v1) Ks (t —v2) m (v1) n(v2) H (v1 A v2) dvidug

=m(t)n(t)H (t) —2sm(t)n(t)h(t)ex + O (s%).

(3.17)

Demostracion.

Este resultado se obtiene sin mas que aplicar desarrollos de Taylor de orden dos a

las funciones m () y n (+), junto con (3.10), (3.11) y la definicién de ex dada en (2.37):

// Ko (t—v1) Ky (£ — v9) m (v1) m (ve) H (01 A va) dvrdovs

_ //K(ul)K(m)m(t —wns)n (t— uss) H (£ — s (w1 V us)) dusdus

:/K(ul)m(t—uls)H(t—uls) /illK(ug)n(t—Ws) dusdus
+/K(u2)n(t—u28)H(t—u2$) /iK(ul)m(t—uls)duldUQ

:m(t)H(t)n(t)/K(u)K(u)du—s[m(t)H(t)]/n(t)/uK(u)K(u)du
—sm(t) H () (¢) / K (u) / :vK (v) dvdu
+n(t)H(t)m(t)/K(u)K(u)du—s[n(t)H(t)]'m(t)/uK(u)K(u)du
— sn (8) H (£)m’ (¢) / K (u) / :vK (v) dvdu + O (s2)

=m(t)n(t)H(t) —2sm(t)n(t)h(t)ex + O (s?).
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Una vez establecidas estas propiedades, volvemos a la tarea de calcular la varianza
de o, (-) mediante el cdlculo de todas las varianzas y covarianzas en las que se descom-
pone Var (o, (-)) dadas en el desarrollo (3.9). De todas ellas, empezamos calculando

las que no involucran la ventana de presuavizado b, es decir, las que no incluyen a
w3 ('7 Z, 6) ni a P3 ('7 Z, 6)

Lema 3.2.1 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene

e POHD s RO
Var 1 0,2)) = 120 B0 2a (0 T e+ 0.7,
Demostracion.
Considerando (3.5) y (2.12), la funcién wy (-, -) es igual a
wi (t, 2) = / K, (t—v) % (Liz<uy — H (v)) dv. (3.18)

Dado que la esperanza de wi (+, Z) es cero, la varianza de wi (-, Z) es igual a

Var (w1 (¢, 2)) = E[w% (t,2)]
- E(/ Ko vn) K (1 — ) L 002 (1) f (@2)p (02)
(

1—H(7)1) 1—H(7)2)
X (Lzsuy = H (1) (Lizsw — H (v2)) dvrden)

_ f (1) p(v1) f(v2)p(v2)
- / s (=) K (0= 00) S S T i )

X (H (7)1 A 'UQ) —H (7)1) H (7)2)) dvidvs.

Finalmente, aplicamos los resultados (3.14) y (3.17) tomando las funciones m (t) =

n(t)=ft)pt)(1—H ()" ybajo (H2),(pl) y (f1):
Var (w1 (¢, 7)) = //K (t —v1) Ks (t —v2) m (v1) m(v2) H (v1 A va) dvrdvg

[/K (t— o)m (v) H (o) o]
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Lema 3.2.2 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene
Var (py (t,2))

= (i:gig) P2 () h () cx + 7(1_}[@) (p’(t)H(t)Jr]f(_t)gEg)p’(t)

S (e T

/ h (t) p (t) ' b (t) h (t) 11
Y <<1 —H<t>>2> I

Demostracion.

Considerando (3.7) y (2.12), la funcién p; (-,-) es igual a

/K t—'U 1{Z<v}dU+K( Z)i:f[((i))

p(Z)  (3.19)
—/Ks(t—v)n(v)dv,

donde las funciones m () y n () son

m(t) = (1—F(t)) (16?@) y n(t)=(1-F(@) (Zi(i)g((f))) :

Dado que, de nuevo, la esperanza de p; (-, Z) es cero, la varianza de p; (-, Z) es
igual a

Var (py (t,2)) =B [pi (t, Z)]

_E[/ K t—vl t—vg) (vl)m(vg) 1{Z§v1/\v2}dvldv2

1— 2

+K§(t—Z)<1_ ) pQ(Z)+</Ks(t—v)n(v)dv>
—|—2Ks (t /K t—’U 1{Z<U}dv

—Q/KS (t —v)m (v) Liz<yydv X /KS (t—v)n(v)dv

9K, (t— / K ( ]

E[11+12+I3+I4—I5—16
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Calculamos ahora la esperanza de cada uno de los seis sumandos en los que se
descompone la varianza Var (p; (t,Z)). La primera de las esperanzas es, aplicando
(3.17) y en virtud de (H2), (pl) y (f1),

E[L] = // K, (t —v1) K (t —v2) m (v1) m (v2) H (v1 A va) dvrdug
=m?(t) H (t) — 2sm? (t) h (t) ex + O (s?)

mientras que, aplicando (3.15), la segunda esperanza es igual a

B[] = /K2 (t—u) (%%)21)2(@11(@@

— (1_—F(t)>2p2 (t)h(t) cx + 1

S L (=2 ne] oo

La tercera esperanza es

I = (/Ks(t—v)n(v)dv>2:n2(t)+0(s2),

sin m4ds que usar (3.14). Para calcular la cuarta esperanza aplicamos (3.16):

B[l = /K Z /K (t — v)m (v) 1y<pydodu
_ —l_fl(tgpw)h(t)m(t)

2| (Trr (11 (0] m ()~ T R ()] ex + O ().

La quinta esperanza es igual a
E[l5] = 2/K8 (t—v)m(v) H (v) dvx/KS (t—v)n(v)dv=2m(t) H (t)n(t)+0 (s%),

mientras que la iltima es igual a

Els] = /K u) Zp /K (t —v)n(v)dvdu
- 2n<>l_—fl((gp<t>h<t>+0(s ,

por la aplicacién de (3.14). La suma de todas estas esperanzas demuestra el lema. ®
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Lema 3.2.3 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene

v%w<wzu,z»::2f2a>/"<p<w——p@»>5§§%§§%§dv+-0(s%-

0

Demostracion.

De las expresiones (3.5) y (2.13) se deduce que

Wy (t,7) = /Ks(t—ul)f(vl)/zl%1{Z<U2}dv1dv2 (3.20)

—/Kuvﬂ»ﬂw(%?g%g—wwﬂdu

Puesto que E[g2 (-, Z)] = 0, de nuevo la esperanza de ws (-, Z) es cero, de modo que

su varianza es igual a

Var (ws (t,Z)) =E [w3 (¢, Z)]

{ s (8= 01) Ks (8 —w1) f(01) f (w1)
g /0 151(;2(12) /o 151'(;0(2) )1{Z<vz}1{Z<w2}dvldv2dw1dwz]

~2 [Kue-0 o (B2 -y w)
x B (/ Ky (t —wv1) f (1) /Zl %1{292}65@2%1)
o[ Cﬁ?gg?‘”wodﬁz
— B[] - 2B (L] + Is.

La primera de las esperanzas en las que se descompone esta varianza, aplicando

(3.10) en el paso (a), es igual a

[/ Ks(t—v1) K (t—wl)f(vl)f(wﬂ/: %Hzm}dvz

" (/ %”kwl}dwz) dvldwl]
, 1=

@:)E[/ K, (t —v1) K (t —w1) f (v1) f (wr)
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C1-H(Z

Con el fin de aplicar la expresién (3.17) definimos la funcién m (-) como:

m(0) = 2= 0.

Entonces la esperanza anterior es igual a

Bl = [[Kit= 0K w) f ) m() f (w)m(w) H (0 Aw) dodu
= [[[ Kot =0 et =) £ 0) £ ) m () m (@) 5 @) Lo dudvdo
b [ Kt = o) K= 0) £ 0 F () 0) 0 () uconayduduc

Para aplicar las propiedades (3.12) y (3.13), definimos ahora las funciones m; (-) y

ma () de la siguiente manera:

/h<u>m<u>du=v<t><1—ﬂ<t>):m1<t>

0

! [P PP @h () 3 _
/oh(u)mQ(u)du_/o (1_H(u))2du 70— B ) =ma t).

Entonces, aplicando (3.17) en el paso (a), y sustituyendo las funciones m (-) , my ()
y mg (+) por sus expresiones (paso (b)), podemos simplificar la expresion la primera de

las integrales en las que se descompone Var (w2 (-, Z)) de la siguiente manera:
L] = //Ks(t—U)Ks(t—w)f(v)m(v)f(w)m(w)H(v/\w)dvdw
—2//Ks (t— ) K (t = w) £ (0) f () m (w) m1 (v A w) dodw

+//K5(t—U)Ks(t—w)f(v)f(w)mg(v/\w)dvdw
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du—~*t)(1—H (t))} +0 (s%)

0 (1—H (u))®
g2 p(t) 2 _ Y(®)p () 2 b (u) b (u) » 52
= f(t)[(l_H(t)> H () 21_H(t)+7 (t)+/07(1_H(u))2d +0(s%).

La esperanza de la segunda integral de la descomposicién de Var (ws (-, Z)) es, por
la aplicacion de (3.11) y (3.14),

Bl = [K.G-0/0) <p(””””) —’y(v)> o

1—H (v)
X/KS (t—vl)f(vl) /:1 %}I&E;};)dvgdvl
2
- ro (3 -0) ro).

Para terminar, el tercer término de la descomposicién es, por (3.14),

I = [/Ks(t—v)f(v)<p(v)H(v)—v(v)>dv]2

1—H (v)
— 2 <W>H“)—v<t>) +0(s).

1—H ()

Todos estos cédlculos permiten concluir que

2 t 2 () h(u
Var (wy (t, Z)) = f2(t) (pl gf);[(g) —2yv(t)p(t) + /0 %du) +0(s%).

Esta varianza se puede expresar también de la siguiente manera:

2
Varea(t.2)) = 2 0) (S =2 000
LM R @b, LEOHOY o
+§/0 (1—H(u))2du_§ = H ) >+O(s )
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La diferencia entre los dos primeros términos, por la propiedad 3.2.2, es igual a

" (v) H(v)
v [ 5

mientras que los dos tltimos términos son el resultado de aplicar integracién por partes

a la integral

[rorwnw,

o 1-H(v) '

De esto se deduce que
Var 2 6.2 =270 [ 0 -pe) T2 Dav 40 (s
ar (w2 (t, OP() p(v)) 1— H () v+0(s).

Lema 3.2.4 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene

Var (o (t,2)) = %p (021 ()~ 25 (T ) ¥ (02 h ) ex +0 ().

Demostracion.

De las expresiones (3.7) y (2.13) se obtiene que

1 —F(v) ,
(t, 2) / K. ( H((U))p (0) (Ageny — H @) dv.  (3.21)

La esperanza de p, (-, Z) es cero, dado que E[ga (-, Z)] = 0, y por tanto su varianza es

igual a
Var (py (t,2)) = E [p3 (t, Z)]

_ — v —w 1_F(U1)/U 1_F(U2)/v
=B ([ Kot K= o) T () T (o)

X1 z<uyL{z<u)dv1dva)

—2E</Kt—v1 S (t— 2)1_F(Ul)p/(vl)ﬂH(W)p/(U?)

1—H(vl) 1 — H (vg)
2
X1 g<ydvidvs) + [/K Z_((Z))H(v) P (W) dv| =E[I] - 2E[L] + Is.

Por (3.17), la esperanza de la primera integral es igual a
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/ K (t —v1) Ks (t —v2) i:fl((vll))p' (v1) i:fl((zz))l)l (v2) H (v1 A v2) dvrdug

- (=) PO O () @O0 ().

Las esperanzas de la segunda y tercera integral son, aplicando (3.14), igual a

E[L) = / K (t — o) K (¢ — )i:IF{(( iy (o) H ()
ﬁ((vz))H(vz)p v2) dvidvy = ( i) (t)* H? (t)+0(s?)

y

h=| [ Kilt=o) {ra B 02 0) dvr - <i_‘—fl((g)p (07 H2 (1) +0 (%)

respectivamente. Con la suma de estas tres integrales queda demostrado el lema. m

Pasamos ahora a calcular las covarianzas que no involucren ps (-, Z) ni ws (-, Z, 9).

Empezaremos por la covarianza entre p; (-, Z) y w1 (-, Z).

Lema 3.2.5 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene

Cov (pl (t7 1 F
2 (00 (0] (1) + T rr 9 (0 O 1 (1)

2B h (t)2>'

=3

Demostracion.

Dado que E[p; (-, Z)] = E[w1 (-, Z)] = 0, la covarianza de ambas funciones es la

esperanza de su producto. Si definimos las siguientes funciones,

F (1 PO (D)
m) = g (¢ 0+ )
w0 = T (OO EE).

el producto entre p; (-, Z) y w1 (-, Z) es igual a
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/ K t — 7)1 ( 2) f (Ul)p(vl)m ('UQ) 1{Z§v1}1{Z§vz}dU1dv2

I H(n)

/ K, ( ;f((:ll)) (v1) dor / K (£ — v2) 1 (02) {7y dun
+E,(t-2) i: fl((?)p ) [ K= o) EEE
K, (t—7) %((?)p(m /K (t — 1) %H (v1) dvs

_//KS (t—'Ul)KS (t—vg)%l{zgm}n(vg)dvldvg

/ K t — Ul ( 2) J;(flilp((vvll)) H (’Ul) n (Ug) dvld’Ug

=0 —Ip+1I3— 14y — I5s + Is.

Calculamos ahora la esperanza de cada uno de estos sumandos, teniendo en cuenta

que la esperanza de la resta de las dos ultimas integrales es cero, es decir, E[I5] =
E [Ig]. Empezamos calculando la esperanza del primero de los sumandos, para lo cual

aplicamos la propiedad (3.17):

E[L] = / K, (t —v1) Ks (t — vg) ﬁ(ﬁlg)((:ll))m(vg) H (v1 A vg) dvyduog

- 1 —H (737” (&) H (8) - 28{(_”—15?;7” () h(t)ex +0 (s7).

Por la propiedad (3.14), la segunda esperanza es igual a

BlL — [ ;f((vll))H(vl)dvl [ B =) m(e2) 1 () e

f@®)pd) ;0 2
TH@)H (t)m (t) + O (s7),

mientras que la tercera, en virtud a la propiedad (3.16), es

Blts) = [ [ 5, =) 8, ¢ =) R T8 (0) h 0) o
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1 1-F(Q) ) _L[(L=E "fH)p @)
= S OO0 | (Trarne) o
L= F () P
T n () |0

Por tltimo, aplicando de nuevo (3.14), la cuarta integral se puede escribir como

Mm::/Km—wi: Z mX/K v1) 5? (v1) dvy
—1_—F(t) 2 2
= U—Eﬂwffmp(wh®EU®+O( ).

La suma de todos estos términos da como resultado la expresién del enunciado del

lema. m

Lema 3.2.6 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene

Covin t,2) 2 (.2)) = 12 ()0 ) (197 = 7(0)) +0 ().

Demostracion.

De nuevo se tiene que E[w; (-, Z)] = E w2 (-, Z)] = 0, de modo que la covarianza

entre wi (+, Z) y wa (-, Z) es igual a la esperanza de

wi (t, Z)wa (t,2) //K (t —v1) K (T — v2) ji(ﬁlg)(( 11))f(v2)

V2 v

f(w)p(v1)
/‘Kt—m )I_H(ﬁﬂwﬁﬂw)
P’ (v3)
X /0 71 — H( )1{Z§U3}d7)3 dvldvg

/ Ks(t—v1) Ks (t — v2) (UII)I;)(( )) (1{ng1}—H(vl))

X f (v2) (% — (vg)) dvidus

= L) —Ihb—1Is.
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La esperanza del iltimo sumando es cero, E [I3] = 0, mientras que, por la aplicacién,
en primer lugar, de la propiedad 3.2.1, y posteriormente la propiedad 3.2.3 (paso (a)),
la propiedad 3.2.10 (paso (b)), y la propiedad 3.2.3 (paso (c)), la esperanza de la

primera integral es

8| [ Koo K (e EEE O )
X (1 f‘(ﬂ( 2) _7(U2) 1 f(fIZ()Z) +’Y(Z)> 1{Z<v1m2}dvldv2
@ f (1) p(v1)
//K»t_m “ T T )
x f(v2) (1 6(52(22) _7(1)2)> H (v1 A va) dvrdug
//K (t —v1) Ky (t — v2) fl(_ll)qp((:ll))f(vg)fy(vl Awvz) (1 — H (v1 A vg)) dvidog
w f2Bp®) (_p@) 0ol (M) ([ p()
L0 (20 —W(t))H(t) SO (2 =20 e
2
1 R 7 g))”( )(1- H (1) + 25 _(t}f(%) by (1) (1= H ()] ex + O (2)
FAOp(t) (p(t) H (@) 2
< 1—H(t) T H (D —’y(t)) + 0 (s?).

La esperanza [ [I5] es, aplicando las propiedades 3.2.2 (paso (a)) y 3.2.7 (paso (b)),

) 2 () (2) p(t) H (%)
_1—H@fﬂﬂ<LJﬂﬂ_ ”)+O()

Con la diferencia entre ambas esperanzas se da por concluida la demostraciéon. m

Lema 3.2.7 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene

Cov (wl (t> Z) y P2 (t> Z))
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Demostracion.
Puesto que E[w; (-, Z)] = Ep, (-, Z)] = 0, la covarianza entre wi (-, 2) y py (-, Z)
esigual a E[w; (-, Z) py (-, Z)]. De las expresiones de wy (-, Z) y py (-, Z) dadas en (3.18)

y (3.21) respectivamente, se obtiene que el producto de ambas funciones es igual a

w1 (tv Z) y P2 (t7 Z) =

// K (t —v1) Ks (T —v2) ﬁ(flg(iil)) i : fl((j}z))p, (v2) 11z <0, pvpydvrdva

— // K (t — Ul) K (t — UQ) ﬁ(ﬁll).{p((vvll))H (Ul) i :fl((zz))p, (UQ) 1{Z§v2}dvldv2

— // Ks (t — 'Ul) Ks (t — 'UQ) J;(flilp((vvll)) fll : Z((ZZ))H (vg)p/ ('UQ) 1{Z§v1}d’l)1d1}2

f (v1)p(v1) 1 —F(vg) ,
+//K (1= 00) K ¢ = va) TP H (00) = 2 (o) (02)

=1 — I, — I3+ 14

La media del tercer sumando en la expresién anterior coincide con la media del cuar-
to sumando, es decir E [I3] = E [14], de modo que la covarianza Cov (w1 (+, Z) , py (-, Z))
es igual a la esperanza del primer sumando menos la del segundo. La esperanza del

primer sumando es, aplicando (3.17),

/ K t—v1 ( 2) f('Ul)p('Ul) 1_F(v2))p, (7)2)H(7)1/\7)2) dvldvg

1—H('U1) 1—H(7)2

(1-H (1))

mientras que, por la aplicacién de (3.14), la esperanza del segundo sumando es igual a

E[L] = / K (t —v1) K, (t —v2) ﬁ(flllp(( 11))H(v1) %p’ (ve) H (v2) dvidvsg

_ ﬁpm () HE () £ (1) + O (2).

El resultado del presente lema se obtiene con la diferencia entre estas dos esperan-

zas. A
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Lema 3.2.8 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene

Cov (o1 (1.2) a4, 2)) = T O H (0)p(8) = () (1= H ()] (1)
P2 O (O h(0) ] (1 ek + O ()

Demostracion.
Las esperanzas de wy(+,Z) y p; (-, Z) son cero, de modo que para calcular su
covarianza basta obtener la esperanza del producto entre ambas funciones, dadas en

(3.20) y (3.19) respectivamente. Si definimos previamente las funciones m (-) y n (-)

m(t) — %@'(tw%), (3.22)
w0 = o (OO EEE).

este producto se puede escribir de la forma
P1 (t,Z) y W2 (t,Z)

B B v2 p/ (Ug)
/KS (t 7)1) m ('Ul) 1{Z§v1}dvl /KS (t 7)2) f ('UQ) /0 71 “H (’Ug) 1{Z§v3}dv2dv3

+(1-2) 11 Dy (2) [ Kate— ) fo) [ T2

V2
/K t—’Ul) Ul dvl/K t—’Ug)f(UQ)/ Ml{zgw}dvgdvg
o 1—H(v3)

_/Ks (t—vl)m(vl)l{z<vl}dv1/Ks (t — v2) f (v2) (%ﬂ(g’) —7(@2)) dvs

_Ks(t—Z)i: i /K )(%—y(vOdv
/K (t—wv1)n (v dvl/K t —wg) f (ve) <p1(v_2)HH(1()Z§) —fy(vg)> dvy

= h+ILh—13—14— 15+ Is.

Para calcular la esperanza del primer término del producto entre wa (-, Z) y py (-, Z)
se usa en primer lugar la propiedad 3.2.1 y se toman esperanzas (paso (a)), se aplican
las propiedades 3.2.10 y 3.2.3 (paso (b)) y, finalmente, se sustituye la funcién m (-) por

su expresion dada en (3.22):
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Bl =B | [[ K=o Ky wm)mon) £ o) (22 =2 )
—7 fg?z) +7 (Z)> 1{Z§vl/\v2}dv3d7}1:|
@ // K (t —v1) Ky (£ —v2) m (v1) f (v2) (1 f(HW()W) s (UQ)) H (v1 A vg) dvaduy

—//Ks (t —v1) Ks (t —va)m (v1) f (v2)

X / :WQ <1 P g‘)(u) - fy(u)) h (u) dudvadu,

D t) £ 1) (1 L - v(t)> H (1) — 26m.(t) £ (1 (1 L - v(t)) B()ex
p(t)

=m0 0700~ H0)+2m0) £0) (275 = 0) hBex +0()

© 1-F@®) (, p®)h()\ (p{)H(1) 2
:f(t) ].—H(t) (p (t)+1—H(t)) (1—H(t) _V(t)) +O(S )

Con respecto al segundo término, en el cdlculo de su esperanza se aplicaron la
propiedad 3.2.1 (paso (a)), la propiedad 3.2.9 (paso (b)) y de nuevo la propiedad 3.2.1

(paso (c)). Se tiene por tanto

E (L]

V| [ Ko=) K- 2 g (2 £ 0 (T2~ 7)) 1zear]
1-F(Z) p(2)

-E |:/Ks (t_U)Ks (t_Z) 1—H(Z)p(Z)f(U) (1—H(Z) _’Y(Z)) 1{Z<U}dvj|

@23i:§((i))p(t)h(t)f(t) (%—ﬂt)) ex + O (s?)

(_) 1_F(t) ! e 32

= 287(1_H(t))2p(t)p ) h(t) f(t)ex + O (s°)

La esperanza de la tercera integral es, por la propiedad 3.2.1 (paso (a)), las

propiedades 3.2.3 y 3.2.7 y por la definicién de la funcién n (-) (paso (b)), igual a

B[] /K (t —v1)n (v) dor x /K (t—vo) f (v2) (1 f(}i’?;) s (vg)> dvs

- [ Kot mntdn [ Ko=) fe)E | (225 -1(2) 1zan| @
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@i__—fl((gf(t) <p'(t)H(t)+]19(_t)—£[8)v(t)(l—H(t))JrO(S?)v

y la de la cuarta integral, tomando esperanzas (paso (a)), aplicando la propiedad 3.2.7

y teniendo en cuenta la definicién de la funcién m () (paso (b)), es igual a

Euﬂﬁ{/th—mwn@gH@mdm
/K t—w2) f )<p(v2)H( 2)—7(v2)>dv2

H (v2)
0 1-F / ()() p(t)H({) 2
2 w010 (V020G (T o) o).
La esperanza del quinto término es, por la propiedad 3.2.7,
Bl = BK.lt=2) g0 [ K=o ) (BT ) ]
1—F(t)

= mp(t)h(t)f(t)Ci(i)iH((:))— ()>+O( %),

Finalmente, el dltimo sumando es, aplicando la propiedad 3.2.7, igual a

Ellg] = /K (t—wv1)n (v dvl/K t—wy) f )(p( v2) H (v2) fy(vg)>dv2

1— H (v2)
- PO (e« PO 1o (BOED ) o).

Con la suma de todas estas esperanzas se obtiene la expresién de

Cov(py (+,Z),w2 (-, Z)) que se establece en este lema. m

Lema 3.2.9 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene

2 1
Hd) PO OHO0-HO)+ 500
g <1 —F(t)>2 (3}7, (t)2h( £) +2 (t)pl(t)h2 (t)

1—H(1) 1— H ()
+p ()P ()W (t) —p ()" ) k(1)) ex + O (s*) .

Cov (py (t.2) . py (1, 2)) ( L P ()

Demostracién.
La expresion de las funciones p; (-, Z) y ps (-, Z) viene dada en (3.19) y (3.21) res-
pectivamente. Como la esperanza de ambas funciones es cero, la covarianza se reduce

a la esperanza del producto de ambas funciones. Si definimos previamente las funciones
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CL=F(@t) [, PO _L=FO) () p®A(D)

este producto es igual a

P1 (tv Z) ) P2 (tv Z) =

[ K= m o) Lzwpdor [ Ko=) = 0 (02 Lz
= [ om0 zcdn [ Kol =) T (i) f (o)
K= 2) T (D) [t =) TR () Lz
- K= 2) (D) [ K= o) TR H ) ()

=h—Ib+ 13— 14— I5+ Is.

La esperanza de la resta de las dos tltimas integrales es cero, es decir E [I5] = E [I¢],

mientras que la primera de las cuatro integrales restantes es, por la propiedad 3.2.10:

E[n] = //Ks(t—vl)Ks(t—vz)m(Ul)1_2((2))19’( 2) H (vn A vs) dvydos
1_F(t) /

P O k) ex + 0 (s%).

— m) 1‘—”’”)# (6 7 (1)~ 25m () =7

1—H(t
Aplicando la propiedad 3.2.7, la esperanza de la segunda integral es igual a

= — U ’U v v ]-_F(UQ) (Y I’U U
Bt = [ Kult—o)m (o) H (o) dor [ K. (¢ = o) T (o H (1) (v2) oo

- m<>H<t>1j—§§2H<> (1) +0(s2).

La esperanza del tercer sumando es, por la propiedad 3.2.9,

E[l3) = / K, (t —vo) Ky (t —v1) i:fl(( Z))p’ (v2) %p (v1) b (v1) 1y, <opydvo
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) 207 O -5 | (T ©n©) T 0

——— AP ) h(?) (jll:—fl((gpl (t)> } ex + 0 (82) .

Por tltimo, aplicando de nuevo la propiedad 3.2.10, la esperanza de I4 es igual a

= F( ) 'U v v F(UQ) (% ,'U U
_/K TP @) o) do [ K (=) T S H (12) ) () o

= 2p<t>p' (1) H (1)1 (1) + O ()
1—H(t) ’
Con la suma de estas cuatro esperanzas se concluye lo establecido en este lema. m

Lema 3.2.10 Bajo las condiciones (K1), (H2),(pl) y (f1) se tiene

H(t)p(t
Cov a (1.2).03 6. 2) = 1= P (0) 1 0 ) (202 0 — 0) + 0.
Demostracion.
Como ya se vio en las demostraciones de lemas anteriores, las esperanzas de wa (-, Z)
y py (v, Z) son cero, de modo que la covarianza entre wa (-, Z) y py (-, Z) es la esperanza

del producto entre ambas funciones:

a2 (7) = [Kelt=u) ) / C )y vy

o 1—H (ve)
R A
_/Ks (t —v1) f(v1) /:1 %quﬂdvdvz
/K F(v3))H(vg)p' (v3) dvus

H(
/K (t—v)f )(1(3)—]{(())—7@)) dv % py (¢, 2)

= L - I

La esperanza del tercer término es cero, E[I3] = 0, por ser nula la esperanza de
ps (+,Z), de modo que bastard calcular la de los dos primeros sumandos. La espe-
ranza del primer sumando es consecuencia de la propiedad 3.2.1 (paso (a)), de tomar

esperanzas (paso (b)) y de las propiedades 3.2.3 y 3.2.10 (paso (c)):
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B[I] _E[//K f— o) K t—vg)f(m)%p'(vg)

p(v) p(2)

N~~~
ek
—~
N
IN
S
>
<
w
—
QU
=]
w
QU
>
iy

/ K, (t—uv) K, t—Ug)f(Ul)l_F(Zg)p/(’Ug)

X <1 fgl() 5 — 7(1}1)) H (v1 A vs) dvsduy

/ K t—'Ul t—'l}g)f( )i:g((q;i))p/(v?))

x / (1 £ g)(u) —'y(u)> I (1) 1 {y<on pugy dudvzdo

9ty 0 (i~ 0) H o

~25f O 7=y 0 (1250 ) h)ex
1—F (1)

IR CHACAS A O)
2T 0y OB O (1 -HOF e +0 ()

— 1O 0 (T2 H 0 - (0) +0 ().

Por otra parte, la esperanza de la segunda integral es, por la aplicacién de la

propiedad 3.2.1 (paso (a)) y de las propiedades 3.2.3 y 3.2.7 (paso (b)), igual a
E [12]
Z
D | [ K=o ) (T2 =2 00) - T2~ 2(D)) Lz

P,
/K H(vg)H(vg)p (v3) dusg
) 1— t
® Ht H(5)p (1
[ ( (t)>H(t)—f(t)’y(t)(l—H(t))]+0(32)

— 12 H(t)mt)p/ 0 £ ) (% ~1()) +0().

De la diferencia entre [ [I7] y E [I2] se obtiene la expresién de la covarianza. m
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A continuacién obtenemos las expresiones de las varianzas y covarianzas que in-
volucran ambas ventanas, la de suavizado s y la de presuavizado b, es decir, las que
implican la funcién ws (-, Z,9) o p3 (-, Z,9). Empezamos calculando ahora la varianza

del término ws (-, Z,6) .
Lema 3.2.11 Bajo las condiciones (K1), (H2),(pl) y (f1) se tiene
t
Var (ws (1,2,6) = (1) / a1 (u) du
0
—2(s+0) f2(t) (1 (1) + ¢1 (0)) e + O (s*) + O (b%)

donde

_p@A-p®))h(®) (3.23)

Demostracion.

De las expresiones (3.6) y (2.14) se deriva que la funcién ws (-, Z, §) es igual a

t Z 5 /K t—vl 'U1 / Kb Vo — %dvgdvl.
U2

Dado que E g3 (¢, Z,6)] = O (b?), el término dominante de Var (w3 (t, Z,6)) es
B [ (1, Z,0)] [/ Ko (6= o) Ko (¢ = w) f (00) f ()

B 5 p(v2) [ oy 0 —p(w2)
/ Kb (%) =, (’Ug) o Kb ('U)Q Z) 1_ H(w2)dw2dv2dw1dv1

=E[////Ks<t—v1>Ks<t—w1>Kb<v2—Z)Kb<wz—z>f<v1>f<w1>

d—0(p(v2) +p(w2))+p(v2) p(wa)
(1= H (v2)) (1 - H (w2))

://///Ks(t—vl)Ks(t—wl)Kb(w—U)Kb(w2—u)f(vl)f(wl)h(u)

o P —p(u) (p(v2) +p(w2)) +p(v2) p (w2)
(1= H (v2)) (1 = H (w2))

Lro<vy<vr 3 L {0<ws gwl}dw2dvzdw1dv1}

X 1{0§U2 <wvi} 1{0§w2 <wi} dwadvadwidvidu.

Realizamos ahora los cambios de variable v; =t — sz, w1 =t — sz1,v2 = u + bxo

ngzu+bz2:
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E [w3 (¢, Z,0)]

/////K x1) K (21) K (22) K (22) f (t — s31) f (¢t — s21) b (u)

u) (p(u+bza) +p(u+bzg)) +p(u+ bra)p(u+ bz)
(1—-H (u+bxg))(1—H (u+bz))

XL {0<utbro<t—sz} 1{0<utbza<i—sz ydT1d21dT2d20dU

Si definimos la funcién m (z,y, z) como

m(zy,2) = 2O =P@ W) () +r)p()
- (- H@y) (- H (=)

podemos escribir el momento de orden 2 de w3 (¢, Z, ) como:

E w3 (t, Z, 6)]

://///Kmﬂame»Kmnw—mﬁﬂrwmhw

X ¢ (u> u+ by, u+ bz?) 1{—bx2§u§t—sx1—bx2}1{—22Sugt—szl—bZQ}dxldzldx2dZ2du

2 t)/////K(xl)K(zl)K(xg)K(Z2)m(u,u+bx2,u+b22)h(u)

X 1f p(wanz)<u<t—s(z1Var)—bza vz )} AT1d21dT2d20dU

—sf(t)f’(t)/////(:cl+zl)K(:Ul)K(zl)K(:cg)K(ZQ)m(u,u+bx2,u+b,22)

X P (1) Ly n20) Sust—s(orvan)—blaavao)AT1dZ1 dTod2pdu + O (s?)

2 t)////K(xl)K(zl)K(xg)K(zQ)/m(u,u,u)h(u)

X 1{—b(a:2/\z2)Suﬁt—s(a)l\/21)—b(a:Q\/zQ)}ddeldzldl'QdZQ +0 (32) +o0 (b) .

Definimos ahora la siguiente funcién:

_ [ —p)h(w) [
n(t) = /h(u)m(u,u,u) Lio<u<sydu —/0 a —H(u))2 du—/o ¢ (u) du,

de modo que el término dominante en la expresién de [E [w% (t,Z, 5)] se puede escribir

también como
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2o [[[[ KKK @) K e

xn(t—s(x1Vz)—b(xaV 29)) dridzidredzy

- f2 (t) //K (21)2) K (22) n (_b (ZUQ A 22)) dZCQdZQ.

Mediante un nuevo desarrollo de Taylor de grado dos en la funcién
n(t—s(x1Vz)—b(zaVze)) en torno a ¢ > 0, y de grado uno en la funcién

n (—b(z2 A 22)) en torno a cero, la expresién anterior es igual a

P2 () — f2(0) ! () (5 +b) / / (@1 V 21) K (21) K (21) dandz
0 //// (s (21 V 21) — (w2 V 212 K (21) K (21) K () K (2)
x n' (Tt,s,ztl,zl,b,m,zl) dxldzldargdzg
—F2 () (0) + bf2 (£) 1’ (0) / / (2 A 22) K (w2) K (22) dwadz

1
—§b2 // (z2 A 22)2[((:62) K (22) N (Thz,25) dxadzo.

donde T sz, 21 b29,21 Y Thas,z son dos puntos intermedios entre ¢ — s (z1V 21) —
b(zaV z2) y t,y entre —b(z2 A z2) y 0 respectivamente. Puesto que, por la propiedad

3.2.6, se tiene que

// (x1V 21) K (21) K (21) dridzy = 2//331K(:c1)K(z1) Ligy >z} dridz

= 2/:51[( (1) K(z1) dx1 = 2ek,

// (2 A 22) K (22) K (22) dwadzy = 2// 20K (22) K (72) 1yz,>.,1dzad2y
= 2 [[ 20k () (1~ K () = ~2ex

donde ex viene dado por (2.37), entonces el resultado del lema queda demostrado. m

La siguiente varianza a calcular es Var (p3 (-, Z,0)). Su expresiéon depende ahora

de la relacién entre las ventanas de suavizado s y la de presuavizado b.
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Lema 3.2.12 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene lo siguiente:

a) Si % = L, — 0, entonces

Var (py (1, 7,6)) = - (1~ F ()% 1 (1) Ax (Ln) 455 [(1 = F ()2 a1 ()] macto ()40 0).

b) Si & =L, — L >0, entonces

Var (ps (t,2,9)) =

®w |~

(1= F (1) qt) Ak (L) + O(s).

c) Si L; — 00, entonces

Var (ps (1, 2,0)) = 3 (1= F ()% ar () e + O (b),

o B /// K (u) K (v) K (w) K (u+ L (v — w)) dudvdw, (3.24)

la funcion qi(-) estd dada en (3.23), y las constantes myg y cx en (3.15) y (2.7)
respectivamente.

Demostracion.

Teniendo en cuenta (3.8) y (2.14), la funcién ps (+, Z,9) es igual a

1—F(v)

ps (8, 2,5) = /KS (=) K0 = 2) = (). (325)

Como E [p3 (¢, Z,8)] = O (b*), la parte dominante de la expresién de la varianza de
P3 (ta Za 5) €8s

E[/2(t,7,6)] = [//K E— o) Ky (= v9) Ky (01 — Z) Ky (va — Z)

1— — F ()
( )1—H(2)

// Ko (t— v1) K (t — v) Ky (01 — ) Ky (vg — u) h ()

ﬁ(z)) [p(u) —p(u) (p(v1) +p(v2) + p(v1) p (v2)] dvrdvadu

(0 —p(v1)) (6 — p (v2)) dvrdvs

1 —F(’Ul)
1 —H(’Ul)
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// Koy (t—u— bun) Ky (t — 1 — bws) K (1) K (ws) h ()

" F(u+bwy)1—F (u+ bws)
1—H(u+bw)l— H (u+ bws)

X [p(u) —p(u) (p(u+bwr) +p(u+bwz)) + p(u+ bwi) p (u+ bws)]
X 1{u—|—bw120}1{u+bw220}1{u20}dw1dw2du
donde en el paso (a) realizamos los cambios de variable v; = u + bw; y va = u + bws.

Debemos ahora distinguir dos posibles situaciones, segin el cociente entre las ven-
tanas b/s tienda a un nimero no negativo, o bien a infinito. En el primer caso, en el

que b/s — L > 0, realizamos el cambio de variable u =t — sz — bwy :

E [p3 (t, Z,6)]

///K ( g( 7~U2)>K(wl)K(wz)h(t—sz—bwl)

F(t—sz)1—F(t—sz—b(w —ws))
1—H(t—sz)1—H(t—sz—b(w1—wg))

X [p(t—sz—bwy)—p({t—sz—bw)(p(t—sz)+p(t—sz—b(w —ws)))
+p(t—sz)p(t —sz—b(wy —wa))]

X 1y 62500 L{t—sz—b(wi —wa) >0} L{t—sz—buwy >0} dw1dwadz

:%///K(z)K<z+g(w1—w2)>K(w1)K(w2)

m(t — sz,t — sz —bwy,t — sz — b(w; —w2))
X 1y 62500 Lt —sz—b(wi —wa) >0} L{t—s2—buwy >0} dW1dwadz,
donde se ha definido la funcién m (-, -, -) como

m@5) = T T P ) P 0) (@) +p(2) + @ p ],

Usando la siguiente notacién:

83
O0x;0x; 8a:k

ml]k (:L‘lax27$3) (331,332,.’1)3)
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para las correspondientes derivadas parciales, realizamos un desarrollo de Taylor de

orden dos sobre la funcién m (-, -, ) en las tres variables en torno al punto (¢,¢,t):

m(t — sz,t — sz —bwy,t — sz — b (w1 —wa2)) =m(t,t,t) — szmy (t,1,1)
— (sz 4+ bwy) ma (t,t,t) — [sz + b (w1 —wa)| mg3 (¢, t,1)
+ {%82,2277111 + % (52 + bwy)® may
+ 2 [sz+b(wr — wy))? ma3 + sz (sz 4 bwy) myz
+ sz [sz + b (w1 —wa)]miz + (sz 4 bwy) [sz + b (w1 — wa)] mas}
(t —s20,t — (sz+bwy)6,t — [sz+ b (w1 —we)]0)

donde 0 < 0 < 1. Si sustituimos este desarrollo en la expresién de E [p% (t, Z, 5)], para
un t > 0 fijo y para un n suficientemente grande para que las funciones indicadoras
sean uno, ésta se reduce a

B (.20 = Jm st A () b om0 4 ()

b b b
—,me (t,t,t) Ak2 ( ) + b[ma1 + maz + 3mas + 2ms3 + 2mas) (t,t,t) Ak 3 (g)

S

s s 2) Lt i)
+%S [mi11 + mag + mas + 2maa + 2mas + 2mas] (¢, ¢, t) Ak (g) +o(s)+0O <§> ,
donde
A (L) = ///K(u)K(u)K(w)K(quL(v—w))dudvdw
Axi (L) = /// uK (u) K (0) K (0) K (u+ L (v — w)) dudvdw
Aga (L) = / / / K (1) K (0) K (w) K (u+ L (v — w)) dudvduw
Axs(L) = / / / wkK () K (v) K (w) K (u+ L (v — w)) dudvduw
Axa(L) = / / / VK (u) K (0) K (w) K (u+ L (0 — w)) dudvduw
Axs(L) = / / / vk (u) K (v) K (w) K (u+ L (v — w)) dudvdw
Axo(L) = / / / K (1) K (0) K (0) K (u+ L (v — w)) dudvdw,
y siendo

///u(v—w)K(u)K(v)K(w)K(u+L(v—w))dudvdw:2AK73(L).
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En las observaciones que siguen a esta demostracién se probard que Ak (L) =
Ak (L) = 0 para todo L > 0. En el caso en el que b/s = L, — 0, realizamos un

desarrollo de Taylor en el integrando de las anteriores funciones dependientes de K (-),

Ags(L) = Ly / / K (u) K' (u) v K (v) dudv + O (L2) = o(1),
Aga(L) = crdx+0(L,)=0(1),

Aks (D) = O(L.) =o(1),

Age(L) = mg+O(L7),

ya que
/uK(u) K' (u)du = —% /K2 (u) du = —%CK.

Por otra parte,

mt0) = (T2 ) 200 =20 = (1= FOF 0 ().

donde ¢; (-) es la funcién dada en (3.23). Ademés,

7
[mat -+ maz + 3mag + 2mag + 2mag] (t,1,1) = [(1 = F (1) a1 ()]

"
[mas + maz + mag + 2maz + 2mag + 2mag) (1, 4,6) = (1= F () a1 (8)]

Con esto se demuestra que, si b/s — L > 0, entonces

®w |~

Var (ps (t, Z,6)) = = (1 = F (t)* a1 (t) Ak (L) + O (s)

mientras que si b/s = L,, — 0, entonces

Var (s (6 2,6) = = (1~ F(0)* a0 (1) A (L)
e [P0 a )] mi+o(s) +ob).

Estudiamos ahora el otro caso, en el que b/s — oo, es decir, s/b — 0. Para ello,

definimos previamente la siguiente funcién:

_ 1—-F(x)1—F(y)
[ H@) 1= H(y)

n(z,y,z) [p(2) —p(2) (p(z) +p(y) +p(x)p(Y)]h(2).
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Los cambios de variable a realizar en la expresion inicial de E [,0% (t, 2, 5)] son
vi =t —sw; y va =t— sw en el paso (a), y u = t — sw; — bz en el paso (b).
Finalmente, en el paso (¢) sustituimos parte del integrando por la funcién n(-,-,-)

definida previamente:

E[ tZ5 // K (w1) K (w2) Kp (t — swy; — u) Kp (t — swa — u)

F(t—swy) 1—F(t— sws)
1—H(t—sw1)1—H(t—sw2)

X h(u)

X [p(u)—pu) (pt—sw)+p(t—sw))+p(t—sw)p(t— sw)

X 1{t—sw1 >0} 1{t—sw2 >0} 1{u20} dwidwadu

i’%// K (wn) K (u2) K (2) K (245 (w1 — )

1—=F(t—sw)l—F(t—sws)

h(t— -
X Rt = swn Z)l—H(t—swl)l—H(t—swg)

X [p(t—swy —bz) —p(t—sws —bz)(p(t—swi)+p(t—sws))
+p (t — sw1) p(t — sw2)] Lt— s, >0} L{t—sws >0} L {t—sw; —bz>0y dwidwadz
// K (w1) K (w2) K (2 )K(z+%(w1—w2))
X n(t—swy,t— swa,t — swy — bz)
X Lt sy >0} L{t—swy >0} L{t—swy —bz>0ydwidwazdz.
Realizamos nuevamente un desarrollo de Taylor de grado dos en la funcién

n (t — swy,t — swa,t — swy — bz) en torno al punto (¢,¢,t), lo insertamos en la ex-

presién de K [pg (t, Z, 6)], simplificamos términos y obtenemos lo siguiente:

1
B[p3 (t.2,0)] = pnlttt)Ax ()= m+na+ns] (6.6,6) Axa (7))

g (4, t)AKl(b>+O( )+0(b)+0<3—;>.

Como la funcién n (-, -, -) verifica que n (t,¢,t) = (1 — F (¢))* q1 (t), entonces

Var (py (1, 7,6) = 3 (1~ F () a1 () exc + 0 () + O 0),

dando por concluida la demostraciéon. m
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Observacion 3.2.1
Las funciones A1 (L) y Ak (L) son iguales a cero para cualquier valor de L > 0,

ya que ambas son integrales de la forma

JIJ we (u, v, w) dudvdw

con ¢ (—u,v,w) = ¢ (u, —v, —w), y por tanto

/// wp (u, v, w) dudvdw
RxRxR
= /// up (u, v, w) dudvdw + /// up (u, v, w) dudvdw
R~ xRxR R xRxR

= /// —up (—u, v, w) dudvdw + /// wp (u, v, w) dudvdw
R+ xRxR R+ xRxR
= — /// USO (u7 _Ua _w) dud’vdw + /// ugp ('U/’ 'U, u)) dudfvdw
R+ xRxR R+ xRxR
- _ /// wp (u, v, w) dudvdw + /// up (u,v,w) dudvdw = 0.
Rt xRxR Rt xRxR

Observacién 3.2.2
La observacidn anterior se puede demostrar también usando propiedades de simetria
de la funcion nicleo K (+) y de la convolucion de funciones. Si el parametro L de las

funciones Ak 1 (L) y A2 (L) es cero, entonces

A1 (0) = / WK (w)du =0y Ags (0) = / oK (v) dv / K2 () du = 0.

En caso contrario, ambas funciones son igualmente cero para cualquier valor L > 0,

ya que

Ak (L) = /// wK () K (0) K (w) K (u+ L (v — w)) dudvduw
_ ///uK () K1 (v) K1, (w) K (04 v — w) dududuw
_ / / WK (u) K1, (w) (K % K) (w — u) duduw

= /uK(u)(KL*KL*K)(u)du:Q

donde Ky, () = %K (Z) y * denota el operador convolucion. La demostracion es andlo-

ga para la funcion Ak (-).
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Lema 3.2.13 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene lo siguiente:

a) Si % = L, — 0, entonces
Cov(p (t,2),p3(t,Z,8)) = 0(s) +0(b).
b) Si L; — L >0 o bien g — 00, entonces
Cov(p1 (t,2), p3(t,2,6)) = O (b).

Demostracion.
La esperanza de p; (-, Z) es cero, asi que la covarianza entre esta funcién y ps (-, Z, )

es igual a
Cov (:01 (tv Z) y P3 (tv Zv 5))
=Elpy (t,2) p3 (£, Z,9)]

- 1 - F(2)
~B (K. (t- 2 T A0 (@)

/K t—v1)(1—F(v)) (1_p(HU1()1)> 1iz<p3dv1

/K t— ) (1— F(v ))( (“25(512’;))'@2)

[ Kl = ) B 0 = 2) T (6= p o) |

:E[II—FIQ—Ig].
La tercera esperanza es igual a

p(v2) H (v2) )’
E [13] Ks(t—v)(1—-F d E t, 7Z,0)].
1 = [ Kt 0= o) (S22 oy x B 0.2,0)
Dado que la primera integral estd acotada, y que E [p5 (¢, Z,6)] = O (b2), entonces [ [I3]
es despreciable. Basta entonces con calcular la esperanza de I y Io. La esperanza I;

" 1—F(u)

E[m:/ Ko (t = u) K, (8= v5) Ko (v =) T s

o L= F(vs)
1 —H(vg)

p(u)

(p(u) —p(v3))h(u) dvsdu.
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Ahora debemos distinguir dos posibles situaciones, cuando el cociente entre las ven-
tanas b/s tiende a un valor no negativo, y cuando tiende a infinito. En el primero de
los casos, cuando b/s — L > 0, definimos previamente la funcién m (-, -) de la siguiente

manera.: 1 B F( ) 1 B F (y)
m(z,y) = T—Hw (z) h(z) TH @)

y realizamos los cambios de variable v3 = u 4+ bws y u =t — su :

/ K (u1) K (w3 K( bw3> i:f[((i:zll))p(t_sm)

(p(x) —p(v)),

F (t — suj + bws)

1 T (t ~ sup + bws) [p(t—su1) —p(t—sus +bws)| h(t— sup)

X 1{t—5u120}l{t—su1+bw320}dw3du1
b
/ K (u1) K (ws K<u1——w3>m(t—su1,t—su1+bw3)

X 14— suy >0} L{t—sus +bws >0y dwsdus .

Si realizamos wun desarrollo de Taylor de grado dos en la funcién
m (t — suj, t — sup + bws) en torno al punto (¢,t), para un ¢t > 0 fijo y para un tamano
muestral suficientemente grande para que las anteriores funciones indicadoras valgan

uno, entonces la esperanza de I es igual a
b
E[Il] = t t / K u1 w3 K <u1 — —w3> dwgdul
b
[m1 +m2 t t //ulK 'LL1 wg)K <u1 — —w3> dwsduq
1 b
—§s[m11 + mag + 2mq2] (¢, t) //u K (u1) K (w3) K [ u; — S dwsduy
b b
+- mg t t ng u1 wg)K uy — —w3 dwgdul
S
b
-b [m21 + m22] (t, t) ugwz K (ul) K (wg) K ({u — gwg dwsduq

b
+——m22 (t,t) //w3K uy) K (ws) K <u1 — —w3> dwsduq

+0 (s*) + 0 <?> :
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Pero, puesto que
m(t, t) =0, my(t, t) = —ma(t,t), (3.26)

mii (t, t) + mag (t, t) + 2mq9 (t, t) =0,

s + mas] (1.6) = - [(i:—f{g) R (0D (1) <t>] ,

y que
// wK (u) K (u — Lw) K (w) dwdu = 0 para todo L > 0,
entonces
IMA%:bk%Eé%%)gﬂﬂﬂ@ﬂwﬂ BK<S>+0@)+0®%
donde

://wK@ﬂquw—mmmw

En el caso particular en el que b/s — L > 0, entonces E [I;] = O (b), mientras que si

el cociente entre las ventanas es b/s = L,, — 0 entonces
1 2
Br (L) = §LnchK +0(L;) =o(1)

y por tanto E[I1] =o0(s)+0(b).

En cambio, si el cociente entre las ventanas verifica b/s — oo, es decir, s/b — 0,
los cambios de variable que realizaremos en la esperanza de I; son u = t — su; y

vg =t — sws :

/ K (u) K (ws K(b( UL — )) i:fl((i:zzllgp(t—sm)

(t — sws)
H (t — sws)

(p(t —su1) —p(t —sws))h(t — sur) dwsduy
/ K (u) K (ws K(b( 1— wg))m(t—sul,t—swg)dwgdul

Si realizamos un desarrollo de Taylor de grado dos en la funcién m (t — suy,t — sws)

en torno al punto (t,t), y teniendo en cuenta (3.26), entonces

E[ t t / K u1 w3 K <b (u1 )) dwgdul

3 [ml + ma] (t,t) //ulK uy) K (w3) K (b( up — )) dwzduy+0O (%2) =o(s).
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Con respecto a la esperanza del segundo término Io, definimos ahora la funcién

n (-, -,-) de la siguiente manera:

ne.92) = 0= F @) (2505 ) T ()~ ) A ).

Realizamos en primer lugar (paso (a)) los cambios de variable vy = t—sw,v3 = t—sws
y u = v3—buy, y a continuacién sustituimos parte del integrando por la funcién n (-, -, -)

evaluada en el punto (¢t — swy,t — sws, t — sws — buy) (paso (b)):

E [I2] z// K (t —v1) Ks (t —v3) Kp (v3 — u) (1 = F (v1)) (%)I

y —7(3))(19(@ P (v3)) h (1) 1 gy ydvndvsclu

@ // K (w1) K (ws) K (ur) (1 — F (¢ — swy >>(1ffz<_ts—w§2m>/

— F (t — sws)
1 — H (t — sws)

(p(t — sws —buy) — p(t — sws)) h(t — sws — buy)
X Lt g1 >0} Lt —sws >0} L {t—sws —buy >0} L {t— sws—bus <t—swy ydW1dwsduy
© // K (w1) K (w3) K (u1) n(t — swy,t — sws, t — sws — buy)
X Lt sun 203 L ft—sws >0} Lt —sws—bus >0} Ls(wi —ws) <bus ydW1dwzduy .

La funcién n (-, -, ) verifica lo siguiente:

n(t,t,t) =ni (t,t,t) =0

(3.27)
ng (t,t,t) +n3 (t,1,t) = 0.

Si el cociente entre las ventanas es b/s = L, — L > 0, entonces para un t > 0
fijo y para un tamano muestral suficientemente grande para que las tres primeras
funciones indicadoras sean idénticamente uno, y teniendo en cuenta (3.27), mediante

un desarrollo de Taylor podemos concluir que
b 2
E[IQ]:_bn3(t>t7t)CK g +O(8 )+O(b),

donde
= // uK (u) K (v) K (v + zu) dwdu. (3.28)
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Asi, sib/s — L > 0, entonces E [I2] = O (b) mientras que si b/s = L,, — 0 entonces
Ck (Ln) = Lyckdg + O (L2) = 0(1) de modo que

E[l3]) =0(s)+o(b).

Si el cociente entre las ventanas es b/s — oo, entonces para un t > 0 fijo y
para un tamano muestral suficientemente grande para que las tres primeras funciones

indicadoras sean idénticamente uno, y teniendo en cuenta (3.27), tenemos que
E [_[2] = bn3 (t, t, t) /// ulK (wl) K (wg) K (ul) 1{u1§§(w1—w3)}dw1dw3du1
+ 0 (s*) +o(b)=0(b)

Se concluye asfi la demostracién del lema. =

Lema 3.2.14 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene lo siguiente:

a) Si % = L, — 0, entonces
Cov(py (t,2),ws (t, Z,0)) = o(s)+0(b).
b) Si 2 — L >0 o bien g — 00, entonces
Cov(p; (t,2),ws3(t,Z,5)) =0 (b).

Demostracion.
La expresion de esta covarianza, Cov (p; (t,Z) ,ws (¢, Z,)), se obtiene facilmente,

pues la esperanza de la funcién p; (-, Z) es cero, de modo que
Couv (py (t, Z) ,ws (t, 2,5)) = Epy (t, Z)ws (t, Z,6)]

B 1 F(2)
=E |:<Ks (t—2) mp(z)

/K (t— 1) (1— F (v7)) (%) 10 7coydus

—/Ks (t— v) (1 — F (v9)) (%ydm)

/K (t—w3) f Ug/ Ky(vy—Z %dvdvg]

=E Il +E[IQ] E[Ig
La covarianza entre p; (-, Z) y ws (-, Z,9) es, por tanto, la suma de tres términos,

el tercero de los cuales es
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E[l3] = /Ks (t —wv2) (1 = F(v2)) (%) dvy x Ews (t, Z,0)].

Dado que la primera integral es de orden O (1), y que E|ws (t,Z,6)] = O (b2),
entonces este tercer sumando es despreciable. Basta entonces con calcular la esperanza

de los dos términos restantes.

La esperanza de I es

E(L] — ///Ks(t—u)Ks(t—vg)Kb(v4—u)l_—H(u)p(u)

oy P = (03),

1—-H (U4) (U) 1{O§v4§vg}dv4d’l)3du'

Definimos ahora la funcién m (-, -, ) de la siguiente manera:

1—F(x)

m(%%z):m

Entonces, el primer paso en el cdlculo de E [I;] consiste en realizar los siguientes cam-
bios de variable: u =t — suj,v3 =t — sw3 y v4 = u+bwy (paso (a)) y en la sustitucién

de parte del integrando por la funcién m (-, -,-) (paso (b)):

[ [11] (@) ///K(U1)K(w3)K(w4) i:fl((i:zzll))p(t — suy)

p(t—sui) —p(t — su + bws)
1 — H (t— suj + bwy)

X f(t — sws) h(t — suq)

X Lt sws >0y L{t—sur 0y L{0<t—sus +hua <t —sws y dWadwsdu
- ///K(ul)K(w3) K (wa)m (t — su1, t — sws,t — suy + bw)
% l{t_swgzo}1{t—su120}1{t—8m+bw420}1{5(“1_w3)2bw4}dw4dw3dul'

Teniendo en cuenta que

m(t,t,t) = ma(tt,t) =m(t,t,t) +ms(t,t,t) =0,
_ 1_F(t) /
mg (t>t7 t) - (1 —H(t))2p(t)p (t)h‘(t)f(t))

entonces, si el cociente entre las ventanas verifica que b/s = L,, — L > 0, la esperanza

de I es igual a
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E L] =bmg (t,t,t) Ck (Ln) +0(s) +0(b),

donde Ck (-) es la funcién dada en (3.28). Asi, si b/s — 0 entonces E[I1] = o(s)+o (b),
mientras que si b/s — L > 0 entonces E[[;] = O (b).

En caso de que las ventanas verifiquen b/s — oo, la esperanza de I; es igual a

E (1] = bms (£, 1, 1) / / / Wi () K (5) K (1) L, s 0y pdachoscus +0 (s)+o (b),

y por tanto E[I;] = O (b).

La misma idea se aplicard a la segunda esperanza E[I5] :

E[L] = ////Ks(t—vl)Ks (t = v3) Ky (v — w) (1 = F (v1)) <%>/

< f (v3) p(u) —p(v4)h

1-H (U4) (U) l{OSuSvl}l{OSU4SU3}dU4dU3d’U1du'

Definimos ahora la funcién n (-, -,-,-) :

nemnt) == F @) (2 ) 10 52 .

Los pasos en el cdlculo de E [/2] son los cambios de variable v1 = t—swy,v3 = t—sws
y v4a = u+bwy (paso (a)), el reemplazo de parte del integrando por la funcién n (-, -, -, -)

y un desarrollo de Taylor de orden 2 en dicha funcién (paso (c)):

11 @ [ 8¢ o) ¢ ) B ) (1= 6 ) (222 )

p(u) —p(u+ bwy)
1 — H (u+ bwy)

® ////K(wl)K(w3)K(w4)n(t—swl,t—swg,u+bw4,u)

X f(t— sws)

1{0§u§t—sw1 } 1 {0<u+bwy St—swg}dw4dw3dwl du

X 1{—bw4 <u<t—swi} 1{u§t—sw3—bw4}dw4dw3dwl du

@ / ; ns (4,1, 0, u) du / / / Wik (wn) K (ws) K (ws) dwsdwsdw; + O (5%) + o (b)

20(82) +o(b),

puesto que n (t,t,u,u) = ny (¢, t,u,u) = ng (t,t,u,u) = 0. Con esto se concluye la

demostraciéon de este lema. m
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Lema 3.2.15 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene lo siguiente:

a) Si g = L, — 0, entonces
Cov(py (t,2), p3(t,Z,0)) = 0(s) +o(b).
b) 8i & — L >0 o0 bien 2 — oo, entonces
Cov(py (t,2), p3(t,2,6)) = O (b).

Demostracién.

Al ser la esperanza de p, (-, Z) cero, la covarianza entre py (-, Z) y p3 (-, Z, ) es igual
a la esperanza del producto de ambas funciones. Como ademds el 1iltimo sumando en
la expresion de py (-, Z) es de orden O (1), y la esperanza de ps5 (-, Z,0) es de orden

O (b?), el término dominante de la covarianza entre py (-, Z) y p3 (-, Z,8) es el siguiente:

Cov (:02 (t> Z) ) P3 (tv Z? 6)) = E[pQ (t> Z) P3 (t> Z76)]

1 — F(v1)
=E [/K H( 11)]) (7)1) 1{Z§U1}d'l}1

/K £ v9) K (v Z)i_fl((w)) (6= p(v3))duz| +0 (B2) = B[L] + O (1?).

Definimos ahora la funcién m (-, -, ) como

m@0:2) = T () T (0(2) P ) ).

Para calcular la esperanza que representa el término dominante
Cov (py (t,Z), ps (t, Z,6)), tomamos la esperanza de I; (paso (a)), realizamos los cam-
bios de variable v1 =t — swy,v2 =t — swy y u = v9 — buy y sustituimos el integrando

por la funcién m (-, -, ) (paso (b)):

E[L] = // K (t—uv) K (t—vg)Kb(vg—u)%p'(vl)

X —————=(p(u) —p(v2)) h(u) 1{u<v1}dvldvgdu
// K (w1) K (w2) K (u1) m (t — swy,t — swa, t — swa — buy)

X 1go<t—sun} L{0<t—swa} 1{0<t—swo—buy } L{s (w1 —ws) <bus }dWadwiduy,

Un desarrollo de Taylor de m (t — swy,t — swa,t — swa — buy) en torno al punto
(t,t,t) bajo las hipétesis (H2), (pl) y (f1), y dado que
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m (t,t,t) = my (t,t,t) = mg (t,t,t) +m3 (t,1,t) = 0,
podemos concluir que si el cociente entre las ventanas es b/s = L,, — L > 0 entonces

E [Il] = —bmg (t,t,t) Ck (Ln) + 0(8) + O(b) .

En el caso particular en que b/s — 0 entonces E[I1] = o(s) + o(b), mientras que si
b/s — L > 0 entonces E [I;] = O (b) .

Cuando b/s — oo entonces la esperanza de I; es

E (1] = bms (£, 1, 1) / / / K (wn) K (2) K (1) L, < gy ydadindua o (s) 40 (b)

y, por tanto, E[I1] = O (b). De este modo queda demostrado el lema. m

Lema 3.2.16 DBajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene

Cov (w3 (t,Z,0),py(t,Z)) =0(s) +o0(b).

Demostracion.

Como para la covarianza anterior, al ser la esperanza de p, (-, Z) cero, la covarianza
entre py (-, Z) y w3 (-, Z,9) es igual a la esperanza del producto de ambas funciones.
Como ademds el tltimo sumando en la expresién de p, (-, Z) de orden O (1), y la espe-
ranza de w3 (-, Z,0) es de orden O (b2), los términos dominantes de la covarianza entre

Py (+,Z) y ws (-, Z,8) son los siguientes:

Cov (w3 (t,Z,6),p2 (1, Z2)) = Elws (¢, Z,6) py (L, Z)]

_ v 6 —p(v2)
=K [/KS (t— vl)f(vl) /0 K (’UQ — Z) T (o) H(U2)dvgd1}1
1-F (7)3)
X /Ks (t —vs3) T(vg)p/ (v3) 1{Z§v3}dv3 +0 (b2) =E[L]+O (b2) .
Definamos la funcién m (-, -,-) como

1-F(y) ;) —p(z)
t) = ht).

En el primer paso del céculo de E[I;] llevamos a cabo los cambios de variable

v =t — swy,va = u+ bwe y v3 =t — sws y sustituimos el integrando resultante por

la funcién m (-, -, -, +):
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ElL]= /// K (t—v) K (t—v3)Kb(vz—u)f(vl)%

)p’ (v3) h(u) 1{0<vg<1}1}1{0<u<v3}dUdU3dv2dU1
/// K (w1) K (w3) K (w2) m (t — swy,t — sws, u + bwa, u)

X 1{0§u—|—bw2 <t—swi } 1{0§u§t—sw3}dw1 dUJQd’LUgdu.

Mediante un desarrollo de Taylor de m (¢t — swi,t — sws, u + bws,u) en torno al

punto (¢,t,u,u), y teniendo en cuenta que
m(t, t,u,u) =mq (t,t,u,u) = me (t,t,u,u) =0,

la esperanza anterior se puede escribir como

B(L] = [ [ wak (w0) K (w) K ()

X / 3 (E,, 1, 0) 1g g <u<t—swy —buws } L{0<u<i—sws }dudwzdwadwr = O (s?) 4 o (b) .

Se ha demostrado por tanto lo establecido en el lema.

Lema 3.2.17 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene lo siguiente:

a) Si g = L, — 0, entonces

Cov(wy (t,2),p3(t,Z,90)) =0(s)+o(b).

b) Si g — L >0 o bien g — 00, entonces

Cov(wi(t,Z),p3(t,Z,0)) =0 (b).

Demostracion.

De nuevo, calculamos la covarianza entre wy (-, Z) y ps (-, Z,d) mediante la espe-
ranza del producto de ambas funciones, puesto que la esperanza de la funcién w; (-, Z)
es cero. Dado que ademés E [ps (¢, Z,6)] = O (b?) y que w1 (-, Z) se puede descomponer

en dos sumandos, el segundo de los cuales es de orden O (1), entonces:
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Cov (ps (L, Z,6) w1 (L, Z)) = E[p3 (t, Z,0) w1 (¢, Z)]

_E [/K (t — v1) Ky (0n —Z)%(é p (1)) dvs

/K (t —v2) f (v2) 1_;1_() . (Liz<uy — H (v2)) dvs

// K, (t—v) K (t—vg)Kb(vl_u)%

p(v2)

X (p(u) —p(v1)) f (ve) mh (u) 1y<p,ydvadvrdu + O (b%)

=E[L]+0 (b?).

Definamos la funcién m (-, -,-) como

1—F(x)

1—H(x)f(y) L) (p(2) —p(x) h(z).

1—H(y)

m(x,y,z) =

En el cdlculo de E [[;] realizamos ahora los cambios de variable v; =t — swy, vy =
t—swyyu=wv —bu; =t— sw; — bu; (paso (a)) y sustituimos el integrando por la

funcién m (-, -, -) definida antes (paso (b)):

E[n) ¥ // K (w) K (wg) K (u1) i:fl(é:zzi))

p(t — sws)
1— H (t — swa)

X [p(t—swy —buy) —p(t — sw1)] f(t — swa)

X h(t — swy — buy) Lrg(w,— w1)<bul}dw2dw1du1

® // K (w1) K (w2) K (ug) m (t — swy,t — swa, t — swy — buy)

X 1{$(w2—w1)§bu1}dw2dwldul'

Mediante un desarrollo de Taylor de la funcién m (-, -,-) en torno al punto (¢,t,t),
dado que
m(t, t,t) =ma (t,t,t) =my (t,t,t) +ms (¢, t,t) =0,

y si el cociente entre las ventanas es b/s = L, — L > 0, entonces podemos escribir la

esperanza anterior como

E[L] = —bmg (t,t,t) Ck (Ly) +0(s) + o (b),
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siendo Ck (-) la funcién dada en (3.28). De esta forma, cuando b/s — 0 se tiene que
E[I1] = o(s) + o(b), mientras que si b/s — L > 0 resulta E [I;] = O (b).

En caso contrario, cuando b/s — oo, entonces

B[] = bms (¢, ,1) / / / K (1) K (w2) K (12) (10 sy ) ditadndn
+o(s)+o(b)=0(b).

Con esto queda demostrado el lema. =

Lema 3.2.18 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene lo siguiente:

Cov (we (t,Z) ,ps (t,Z,0)) =0 (s) +0(b).

Demostracion.

Para obtener esta covarianza basta calcular la esperanza del producto de ws (-, Z)
y p3 (-, Z,9), puesto que E[ws (-, Z)] =0, con wa (,Z) y ps (-, Z,d) dados en (3.20) y
(3.25) respectivamente. El segundo término en la expresiéon de ws (-, Z) es de orden
O (1), mientras que E[ps (¢, Z,6)] = O (b*), de manera que los términos dominantes
de esta covarianza son los que se obtienen de calcular la esperanza del producto entre

la primera de las integrales de ws (+, Z) y el término p5 (-, Z,0):

Cov (w2 (t,2) , p3 (L, Z,9))
=K [/KS (t—v) f(v) </;%dw> 1iz<ndv X p3(t, Z, 5)} + 0 ()

@R [/ K, (t—v1) f (v1) (% —v(vy) — % +7(Z)) L{z<y3dvr

d —p(v2)

X/Ks(t—W)Kb(U?_Z)(l_F(m))m

dm} o)

. ///Ks (t —v1) K (t — v2) Kp (v2 —w) f (v1) (1 —F(vz))%
X <% = (v1) - 1f(7}?)(u) +v (U)> h (u) 1{y<vydvadur. + O (b2)

sin més que aplicando la propiedad 3.2.1 (paso (a)) y el operador esperanza (paso (b)).
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Definimos ahora la funcién m (-, -, ) como

@z = J @) 6 )

(x) )
x <—1 s ) - T2 +7<z>)

y realizamos los cambios de variable v; =t — swy,v3 =t — sw2 y u =t — swy — buy.

Resulta asi que el término dominante de Cov (w2 (¢, Z), p3 (t, Z,0)) es igual a:
///K (w1) K (we2) K (u1) m (t — swy,t — swa, t — swy — buy)

X (s g1 >0} Lt —sws >0} L{t—swy—by >0} L {s(wy —wo ) <bus yAW3dwiduy .

Haciendo desarrollos de Taylor en la funcién m (-, -,-) en torno al punto (t,t,t),

bajo las condiciones (H2),(pl) y (f1), y teniendo en cuenta que
m (t,t,t) =mq (¢,t,t) =ma (t,t,t) =ms (t,t,t) =0,

se concluye la demostracién. m

Lema 3.2.19 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene lo siguiente:
Cov (w1 (t, Z)ws (t,Z,0)) = o(s)+o(b).

Demostracién.

La esperanza de la funcién w; (-, Z), dada en (3.18), es cero de modo que la cova-
rianza entre wy (, Z) y w3 (+, Z,9) es la esperanza del producto entre ambas. Ademds,
dado que E[ws (¢, Z,8)] = O (b?) y que el segundo sumando en el que se descompone
wi (-, Z) es de orden O (1), entonces la covarianza entre wi (-, Z) y w3 (-, Z, ) es igual

a:

Cov (w1 (t,Z) w3 (t,2,0)) =Ewi (t, Z)ws (t, Z,6)]

= [[[] Eet = =) B g o
p(u)

—p(v3)
X T(Ua)h (u) 1{0§u§1}2}1{0§U3§U1}d03d02dvldu + O (b2) .
Definimos previamente la funcién m (-, -,-,-) como

m(xvi% Z7t) = f(LL‘)

fWp)pt) —p(2)
T—H(y) 1-H) "W
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Con los cambios de variable v1 =t — swq,vo =t — swa y v3 = u+ bws, la covarianza

anterior es igual a
Cov (w1 (t, Z)ws (t,Z,0))

— [ K w0 K () B () ¢ = s, = s+ b

X 1{0§u§t—sw2}1{0§u—|—bw3§t—sw1}dw?)dw?dwldu + O (b2) .

De nuevo aplicamos a la funcién m (-, -,-,-) un desarrollo de Taylor en torno al

punto (¢,t,u,u). Dado que
m(t,t,u,U) =mq (t,t,u,u) = m2 (t,t,u,u) =0

y por las hipétesis (H2), (pl) y (f1), podemos concluir que

Cov (i (£, Z) ws (£, Z,5)) = b/// w3 K (w1) K (w3) K (w3)

X /m3 (t, t,u, u) 1{0§u§t_8w2}1{_bw3Sugt_8w1+bw3}dudw3dw2dw1 +0 (82) +o0 (b)

= b///ng wi) K (we) K (w3)

(n(t,t — swa, t — swy + bws) + n (¢, t — swy, —bws)) dudwsdwadwy + O (s*) + o (b),
si se define la funcién n (-, -,-) como
n(t,x,y) = /m3 (t, t, u, 1) Ljo<u<a) L{o<u<y}du.

Por desarrollos de Taylor de esta funcién en torno al punto (t,t,t), entonces la cova-

rianza anterior es igual a

Cov(wi (t,Z) w3 (t,Z,9)) =0(s)+o(b).

Lema 3.2.20 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene lo siguiente:

Cov (w1 (t, Z)ws (t, Z,0)) = o(s) +o(b).
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Demostracién.
Dado que la esperanza de ws (-, Z) es cero, basta con calcular la esperanza del

producto entre ws (-, Z) y ws (-, Z,8). Pero al ser E[ws (¢, Z,8)] = O (b?) y el segun-
do sumando de la expresién de ws (-, Z), dada en (3.20), de orden O (1) entonces la

covarianza entre wa (-, Z) y w3 (-, Z,9) es igual a

Cov (w2 (t, Z) ws (£, Z,8)) = B |ws (¢, Z)ws (t, Z, 8)]
—B| [ Kelt= ) f () (%—ww— L 1) zzdos
/K (t—v) f 111/ K, (v 5 p dvgdvl]—i-O

/// K, (t—u) K (t—vg)Kb(UQ—u)f(vl)f(vg)%

X (M — 7 (v3) — ﬂ + (u)) h(u) 1{09291}1{u§v3}dudvgdvgdvl]

1 — H (v3) 1—H (u)
+0 (b?) .
Definimos ahora la funcién m (-, -, -, ) de la siguiente manera:

a2t = 1 0) £ ) B2 (2 =) - T2 ) ) o),

y realizamos los cambios de variable v; = t — swy,v3 =t — sw3 y v9 = u + bws, de

modo que la covarianza anterior es igual a

/// K (w1) K (w3) K (uy) m (t — swy, t — sws, u, u + bws)

X 1{0§u+bw2§t_8wl}l{ogugt_5w3}dwa3dw2dw1 + O (b2) .

Teniendo ahora en cuenta que la funcién m (-, -, -, ) verifica que
m (t7 t? u? u) = ml (t’t7 u? u) = m2 (t7 t? u? u) = m4 (t7 t? u? u) = 07
se demuestra lo establecido en el lema.

La ultima covarianza que se necesita calcular es la covarianza entre ws (-, Z,9) y

3 (+, Z,0). Su expresién asintética depende de nuevo de la relacién entre las ventanas

syb.
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Lema 3.2.21 Bajo las condiciones (K1),(H2),(pl) y (f1) se tiene lo siguiente:

a) Si g — 0, entonces

Cov (w3 (1,7,6) .y (1, 2,6)) = . (1) (1 = F (1) (1)
—SUFWIA-F@)a O — 01— F@) a1 ()} exc +0(s) + 0 ().

b) Si g = L, — L > 0, entonces
Cov (w3 (1,2,6) ,py (1, 2,8)) = 3 £ (1) (1 = F () aa () + O (5).

c) Si

» o

— 00, entonces

Cov (w3 (t,7,0),p3(t,Z,0)) = %f @) (L= F(#)q(t) +0(b).

Demostracion.

Las esperanzas E [w3 (-, Z,0)] y E[p3 (-, Z,0)] son ambas de orden O (b?), de modo

que la parte dominante de la covarianza entre w3 (-,Z,8) y p3(-,Z,9) es

Ews (-, Z,9) p3 (-, Z,6)]. El producto entre ambas funciones es

/K t— ’U1 ’U1 / Kb 16_ Z((UQ)) d’Ugd’Ul

X/Ks(t_vg)Kb(vg—Z)%(a p(v3)) dvs

:// K (t—v1) Ks (t —v3) Ky (vo — Z) Kp (v3 — Z) f (v1)

o L= F(vs) (0 —p(v3)) (0 —p(v2))
1—H(3) 1—H(’U2)

1{0§v2§v1}dU3dU2dv1

y, por tanto, su esperanza es

E [w3 (tv Z, 5) P3 (t7 Z7 5)]

/// Ko (t— o) K (t—vg)Kb(vg—u)Kb(vg—u)f(vl)%

—p(u)(p (11)21219(5)12)?;)) +p (v2) p (v3) h () 1<y <vy ) dvsdvadoy du.

Mediante los cambios de variable v; = t — swi,v3 = t — sws,v2 = u + bwy y

u = v3 — buy obtenemos lo siguiente:
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Ews (t, Z,9) ps (t, Z,0)] /// K (w1) K (wa) K (w3) K (u1) f (t — swq)

1 — F(t — sws) h(t — sws — buy)
1—H(t—sws)l—H(t—sws—b(uy —wa))

X {p(t — swg — bur) — p(t — sws — buy) [p (t — sw3 — b(ug —wa)) + p(t — sws)]

+p (t — Sw3 — b (u1 — wg)) P (t — Swg)} 1{0§t—sw3—b(u1—wg)gt—swl}dw3dw2dwldul'

/// K (w1) K (w2) K (w3) K (u1)

X m(t — swy,t — sws,t — sws — buy, t — sws — b(u; —wy))
X L10<t—sws—b(ur—wa)} L{s(w1 —ws) <b(us —ws) }AWsdwadwidus .
donde

1-F(y) h(z)
1—H(y)1-H(t)

m(z,y,z,t) = f () [p(2) —p(2) (p(t) +p(y) +p(t)p(y)].

Realizamos un desarrollo de Taylor de grado dos de la funcién
m(t — swy,t — sws,t — sw3 — bui, t — sws — b(u; —ws)) en torno al punto (¢,t,t,t),
suponiendo que t > 0 es fijo y que el tamano muestral es suficientemente grande para

que la primera funcién indicadora sea igual a uno, de modo que

Ews (t,Z,8) ps (t, Z,0)]

—mtttt/// K (w1) K (ws) K (w3) K (uy)

X 1{s(w1 —w3)<b(us _w2)}dw3dw2dw1 duq

— sma (b, 4,1) //// wi K (1) K (ws) K (ws) K (u1)

X 1{s(w1 —w3)<b(us _w2)}dw3dw2dw1 duy

~slma -+ g (t680) [ [ [ wak ) K @) K () K () (99

X 1{s(w1 —w3)<b(ug— wg)}dw3dw2dw1du1

—bmgtttt////ulK wi) K (ws) K (w3) K (uy)

X 1{3(11)1 —w3)<b(ui —wg)}dw3dw2dw1 duy

—tma (et t.0) [ [ [[ (s = w0) K w0) B () K () € )

X l{s(wl_w3)§b(u1_w2)}dw3dw2dw1dul +0 (82) +0 (b2) ,
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donde

m(t,t,tt) = [0 -F@)aq ()
my(tttt) = f(H)(1-F()aq()
[ma +ms +ma] (41, 81) = FOI1-F@®)a@®)]

y ¢1 (+) dada en (3.23). De nuevo, debemos distinguir dos posibles casos, aquel en el

que el cociente b/s tiende a un nimero L no negativo, y cuando b/s tiende a infinito.

En el primero de los casos, cuando b/s — L > 0, entonces la primera integral en
(3.29) es igual a

1
////K(wl) K(wg)K(wg) K(ul) 1{w1_w3SL(ul_m)}dwldwgdwgdul = 5, (330)
puesto que se puede escribir, como funcién de L, de la siguiente manera:
n (L) = /// K (wg) K (wg) K (ul) K (w3 + L (u1 — wg)) dwgdwgdul,

siendo, por la propiedad 3.2.5, 7 (0) = % Para demostrar (3.30) veamos que la derivada

primera de 7 (+) es idénticamente nula:

a%U(L) = u ///K(w2) K (w3) K (u1) K (w3 + L (u; — w2)) dwadwsdug

—wo ///K(wg) K (w3) K (u1) K (w3 + L (u1 — wg)) dwadwsduy.

El primer sumando de 8_8L77 (L) es igual al segundo, por la simetria del nicleo evaluado

en u; y we (paso (a)) y en wg y wy — L (we — uy) (paso (b)):
U1 ///K (’wg) K (wg) K (ul) K (w3 + L (u1 — ’wg)) dwodwsduq
@ Ul ///K(wg) K (wg) K (ul) K (w3 - L (w2 — ul)) dwgdwgdul
(i) ul ///K (wg) K(wg) K (ul) K (w3 + L (w2 — ul)) dwgdwgdul

Como consecuencia, la funcién 7 () es constantemente igual a % y queda probado

(3.30).
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Entonces, cuando b/s — L > 0, se tiene que

Cov (w3 (t, 2,0),p3 (L, 2,0)) = %f(t) (1=F@®)q () +0(s).

En el caso en el que b/s = L,, — 0, la primera de las integrales en (3.29) es también

igual a

][ K@K 0) K @R+ L (o - ) dudods = 5,

mientras que las otras cuatro son iguales a
][ e () K (2) K 00) K 00) -y sdadon
= — //// w1 K (w1) K (w2) K (w3) K (uy) L3 <wr+ Lo (u1—ws)y dwsdwadwy duy

= - /// w1 K (wy) K (w2) K (u1) K(wy + Ly (u1 — w2)) dwadwyduy
= —ex+0 (L?L)

para la primera de ellas,
//// w3K (wl) K(’wg) K(wg) K(ul) 1{w1§w3+Ln(ul_w2)}d’w3d’w2dw1dul

= /// 'ng (wg) K (wg) K (ul) K (wg + Ln (u1 — wg)) dwgdwgdwldul
= ex+0 (L?L)
en el caso de la segunda, y
/// vK (u) K (v) K (w)K (u+ Ly, (v — w)) dudvdw = Lycgdg + O (L2) = o(1)

y

///(v—w)K(U)K(v)K(w)K(quLn (0 — ) dudvdw
= 2Lncgdig + O (L2) = o(1)

respectivamente para las dos ultimas, de manera que
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Cov (w3 (1,2,6) .y (1. 2,8)) = 3 £ (1) (1 = F (1)) s (1)

—s{fOIA-FO)a®) - OA=-F®)a@®)}ex+o(s)+o(b).

Por tltimo, cuando b/s — o0, es decir, cuando s/b — 0 se tiene que la primera

integral en (3.29) es igual a

/ / / / K (1) K (u2) B (1) K (102) Lz 1y oy s il i
_ ///K(ul) K (un) K (wn) K (w1~ 3 (ur — 2) ) dundusduz = %
Entonces
Cov (w3 (1,2,8) 3 (1, 2,0)) = 5 () (1~ F (5)) a1 (1) + O (b).

Recopilamos todos estos resultados y obtenemos la expresion final de la covarianza
entre w3 (+, Z,0) y p3(-,Z,9). m

Estamos ahora en condiciones de calcular las expresiones asintéticas del sesgo y

varianza de f} (-). Para ello necesitaremos definir previamente las siguientes funciones:

1— F(t)

At) = f(t)m7 (3.31)
: f () £

PO = PO | TR A T (332

Ct) = ) a()ex, (3.33)

D) = 5[1-F0Pa®)] n

F2[fO) A =F @) aa(t) = f (1) (1= F(t) a2 (t) = 2f* (t) a2 (t)] ex,

donde mg se defini6é en (3.15), y ¢1(-),q2(-),ck,dix y ex fueron dados en (2.40),
(2.7), (2.36) y (2.37), en el capitulo anterior.
Teorema 3.2.2 (Sesgo y varianza asintéticos de fF (-)) Bajo las condiciones (K1),
(H3),(f2) y (p2) el sesgo de fP(-) es
— 1
BP0 -] = 380" Odic+ P (1= F®)a(®)  (334)
+0 (s*) + O (b*) + O (5%,

y la varianza es, seqin el cociente entre las ventanas,
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(a) Sib/s — 0

S

var (7F (1)) = %A () cxe + %B () — 2%0 () + D) +o <%> to(2). (339)
(b) Si b/s — L € (0,00)

Var (T 1) = - [A@)p (@) exc + A1) (L p (1) Ax (L] B (10 (). (336)

S
ns n n

(c) Sib/s — o0

Var () = —A@0)p (B ex + - A W) (1 - p (@) ex + B (1) +0 (%) - (337)

Demostracion.

El sesgo del estimador fP (t) = f (t) + B, (t) + on (t) se calcula facilmente, ya que

es igual a

E|fF () = f(6)] =B, (1) + Elon ()],

con f3,, (-) y on (+) dados en (3.2) y (3.3). Usando (f2), podemos efectuar un desarrollo

de Taylor con resto en forma integral, y expresar f (¢t — sv) de la siguiente forma:

ft—sv) = f(t)—svf (t)+ %327)2 f () - ésf”qﬁ 7 (t)

1
+%s4v4/ (1—x)* fW (t — vsz) d.
0

Bajo la hipétesis (K1), entonces
1
B, (t) = 532 " (t)dg + O (s%).

Con respecto a E oy, (+)], empezamos con una integracién por partes (paso (a)) y

con un desarrollo de Taylor de la funcién E[g; (t — vs)]" (paso (b)):

E [0 (£)] :% / Eler (t — sv)] K (v) do @ / Ele1 (t — sv)] K (v) dv

1 (3.38)
Oy [e1 (£)] + 82 //OE 1 (t — svx)]" v K (v) dzdv

donde la derivada de la funcién E [g; (¢)] es igual a

Eler (1) = %[(1 — F (1)) g3 (¢, Z1,61)]]

= —f(t)Blgs(t, Z1,01)]+ (1 — F(t)) %E[g:% (t, Z1,61))]
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Bajo las hipétesis (H3) y (p2), la esperanza de g3 (¢, Z, ) es

Elgs (¢, Z,0)] = E[/:)Kb(U—Z)f:ﬂdv

H (v)

= //OKb (v —u)%h(u)dvdu =dga(t)b* +0 (b"),
y su derivada
%E g3 (t,Z,0)] = % //0 Ky (v—2) pl(u—)—;_f]()zg;))h (u) dvdu

_ /K(v)p(tl__v[g(_t)p(t)h(t—vb) dv

1.1 ! !

_ 2 };(?;Z)(t) ") dg + 0 (b*) =% (t)dx + O (b*).

Entonces,

Ele1 (1)) = b*di [(1 - F () a ()] + O ().

El término de orden O (b4) es funcién de términos residuales provenientes de desarrollos
de Taylor de las funciones h (-),p(:) y f (-) de modo que, bajo las hip6tesis (H3), (p2)
y (f2) y dado que el intervalo [0, t5] es compacto, podemos concluir que

tes[g? | Eer (¢)])'] = O (V). (3.39)

Mediante célculos y argumentos andlogos, obtenemos

sup E[e1 (1)]" = O (V?) (3.40)
tG[O,tH}

y, por tanto,
Eloy, (t)] = b%di [(1— F (£) a @®)] + O (b*) + O (s*b?) .
En resumen,

E [P~ f) = %SQf” (t) dx+b%dc [(1— F () a ()] +0 (s*)+0 (b*) +0 (s*?) .

La expresion de la varianza de f;F’ (-) se obtiene reuniendo los resultados dados en

los lemas 3.2.1-3.2.21 y la expresion (3.9). m
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Propiedad 3.2.11

Cuando la ventana de presuavizado es muy pequenia (b/s — 0), las expresiones

anteriores se reducen a las correspondientes del estimador de la densidad con pesos

Kaplan-Meier:

E[f5M (@) - f)] =

VCL’F( ,f(M (t)) =

Propiedad 3.2.12

%s2f" (t)dx +o (32) ,

()

%f(t) %MCK to(ms)™).

En el caso de no censura, este resultado es una extension del teorema 1 de Cao
(1993) con datos completos, dado que A(t) = f(t), p(t) =1y B(t) = —f2(t):

Bf. () f®)] =
Var (ﬁ (t)) =

3.2.2. Normalidad asintdética

%32f” (t)dg + o (32) ,

%f (t)ex +o ((ns)_l) .

La normalidad asintética puntual del estimador presuavizado fI (-) se probara a

partir de los teorema 3.2.1 y 3.2.2.

Teorema 3.2.3 (Normalidad asintética de fr (-)) Bajo las condiciones (K1), (H3),

(H4),(f2),(p2), (v1) y

(v3), entonces

Vs (fF 6 = £ (1)) % N (B(1),0% (1)),

donde

0
SO 17 (1) dig

1CP2 " (t)dg + CY2B?[(1 -

PO T e

2 @)

1- F (1)

5%0

si ns
sis=Cn Y5 nb® -0

Ft)a(t)]dx sis=Cn Y% b=DBn1/5

si——0
s

h(t)

f2 ()
A0

CK

CK+f(t) (1—H(t>

_ h(t§>AK(L) sig—>L€(0,oo)

Sl — — 00
s

y los términos (), Ak (+), cx y di vienen dados en (2.38), (3.24) y (2.7).
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Demostracion.

En primer lugar, aplicamos el teorema 3.2.1 para obtener una descomposicién de
()= f0)
Fo (8) = f (8) = By (8) + 00 () +en (1),

donde el término despreciable en la representacién verifica que

sup |en (t)| =0 (8_1 (b2 + (nb)_1/2 (log n)1/2)2 (log n)2> c.s.

tG[O,tH}

Puesto que, bajo la hipétesis (v3),

2
Vnss™!t (b2 + (nb)_1/2 (log n)1/2) (logn)* = 0

entonces la distribucién asintética del proceso v/ns (f" (-) — f (-)) coincide con la de
VIS (B () +00 (0) = Vs, () + Visas 3 [ et —vs) K () o
- \/%% é (61 (t — vs) — B e (£ — vs)]) K’ (v) dv
i é Ble: (t — v8)] K' (v) dv + A58, ()
— (D) + D)+ (D)

El sesgo de /ns (fL () — f(-)) viene de los términos (/1) y (I1I). Estudiamos el

ultimo de ellos:

(I11)

VB, ( </K (t - v) dF (v) - f()>
BN <§f i+ () ) = §Vasts” () dic+ o (Vi)
A st vez, el término (I7) es igual a:
(1) = V=3 [Blest=vs)] K (o) dv = sy, [ B (0= vs)] K () do:

La esperanza de la funcién ¢ (+), dada en (3.4), es igual a
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Bler (0] = (1= F (@) Bl (0.20.00] = [[ K0 =0 2R )

=dg (1—F (@) a(t)b*+o0(b?).

Bajo las condiciones de regularidad sobre las funciones A (-),p () y f(-) dadas en las
hipétesis (H3), (p2) y (f2) y aplicando desarrollos de Taylor, podemos permutar el

término o (b2) con la integral y escribir el término (I7) de la siguiente manera:
1
(II) = +/ns <; /dK (1—F(t—ws))a(t—uvs)b’K' (v)dv+o (b2)>
1
= +/ns <—de2 / 1—-F@)al)—vs[(1—F ) a)
S

+%U282 (1—-F@)a®)]" +o (82)> K' (v)dv+o (b2)>

= Vns [PPdi [(1 = F (t) a(t)] +o(sb?) + o (b?)]
= Vasbt[(1— F () at)] dx +o (\/nsb4> ,
puesto que

Ele1(t)] = E[Q-F () (91t 2Z1) —92(t, Z1) + g3 (¢, Z1,01))]
= dx(1—F(t)a)b*+o(b%).

En resumen,
B [Vis (7 (1)~ £ ()] = 5Vstf” (1 dic +Vashidic [(1 = F (1)) a (1))
+o (\/@) +o (v nsb4> .
a) Supongamos que § = Cn=15 40 (n_1/5) yb=Bn 1540 (n‘1/5). Entonces,

%\/Ef" ()i = %CWf” (#) dic + 0 (1),
Vasbldg [(1—F (1) a®)] = CYV2B%dg|[1—F @) a®)] +o(1),

y por tanto,

E[Vns (fa (t) = f ()] = %C"’/Qf” (t)dic +CV2 B (1= F () a (1)) +o(1).
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b) Si s = Cn=1% 40 (n_1/5) y nb®> — 0, tenemos lo siguiente:
1 1
Vst f" () dic = 505/2f" (t)dx +o(1).

Con respecto al término con vnsb?, usamos que b/s — 0 y que ns® — C, y por tanto
b 4
nsb* = ns® <—> — 0,
S

B [vis (£ (1) — ()] = 5C°F" (1) dic +0(1).

es decir,

¢) En el caso en que ns® — 0y b= Bn~'/540 (n‘1/5), tenemos que %\/ns5f” (t)dg =

0(1). Por otra parte, usando que s/b — 0y que nb®> — B, tenemos también que
nsb* = nb5% — 0,

lo que implica que

E Vs (fY ()= f )] =o(1).

d) Sea ns® — 0y nb® — 0, entonces $vns®f” (t) dx = o(1). Distinguimos ahora

tres posibles situaciones, segiin sea el cociente entre las ventanas:

d.1) Si g — 0 entonces

Vasbrdg [(1— F (£) a ()] = o ( nSS) —0(1).
d.2) si g L € (0,00) entonces

Vasbidg [(1 - F (£) a(t)] = O ( nSS) =o(1).
d.3) si g —» 00 entonces

Vasbrdg [(1— F () a@)] =0 ( nb5) = o0(1).

En resumen:

a) Si ns® — 0 entonces
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b) Si s = Cn~1/5 y nb® — 0 entonces
1
E Vs (fa (8) = f ()] = 5C°2f" () dic +o(1).
¢) Si s =Cn~'/5y b= Bn~'/5 entonces

B [V (£ ()~ 1 ()] = 5C°2F" (1) dic + CV2Bdic [~ F (1) a (9] +0(1).

Por tltimo, estudiamos el término (I). Este puede escribirse como una suma de

variables aleatorias i.i.d. de media cero
(I) = ;nz,n (t) 9

donde las variables 7, ,, (t) estdn definidas por
Do (£) = (ns)~Y/2 / (e (t — vs) — B[ (t — vs))) K’ (v) do.

Probando que Var [n;,, (t)] = Uin (t) < +oo para cada i = 1,...,ny o2 (t) =
Yoy Var [nm (t)] es un valor acotado, podemos aplicar el Teorema Central del Limite

para disposiciones triangulares (ver teorema 7.2 de Billingsley (1968), pag. 42) y obte-

St ® 4
S Var @] Y

siempre que la condicién de Lindeberg se verifique.

ner

En primer lugar, probaremos que la varianza Var [n;,, (-)] y o2 (-) son finitas:

b
a) Si — — 0 entonces
s

Var [ma ()] = Var ((ns)_1/2 / e (t — vs) K’ (u) dv)
— (ns)'Var <s / K, (t— v) dey @))

() —i:f[((i))cKJrO(%),

y, en consecuencia,

72 (0) = 3 Var [ ()] = 1 ) T gpen +0(5).
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b) Supongamos b — L € (0,00). Entonces
s

Var [n, )] =n [A®) p(t) cx + A(t) (1 —p(t) Ak (L)] + O (f) .

n
Asi,

o2 (1) = gv in (0] = A1) p(£) cx + A1) (1= p (1) Ax (L) + O (s).

1=

b
¢) Cuando - — oo tenemos que
s

Var [771,n (t)] = n_l‘];T(tt))cK + O (%) ,

y por tanto

O'ZL (t) = leVar [nm (t)] = ];L((tt)) cx +o(1).

1=

En cualquiera de los tres casos, las condiciones o7 ,, (t) = Var [0y, (t)] < oo y op (t)
acotado (como sucesién de n para un t > 0 fijo) se cumplen. Ahora, probaremos que

también se verifica la condicién de Lindeberg:

]_ n
= M, (t)dP — 0 Ve > 0. (3.41)

5,
7 ()= {Inin () >eon(®)]}

Si fijamos € > 0 y definimos las siguientes funciones
S
Iin = 1{|m n(B)>e0n(t)]} Y M= ni,nlz’,m
" i=1
entonces la condicién de Lindeberg dada en (3.41) puede escribirse como

02—@)15 (n,,) — 0.

Puesto que las funciones ¢1 (+,Z),92 (-, Z) y g3 (-, Z,0) estédn acotadas para todo

t € [0,tx], entonces también lo estd la funcién
er(t) =1 -F (@) (91t 2) —92(t,2) +g3(t, Z,9)).
Usando ademds que n — oo, entonces:
dngeN:Vn>ny= Ii,n (w) = 1{’77‘ (w)>€0n(w)’} =0 Yw,Vi=1,...,n

=3dngeN:Yn>ny=n,w) =0 VYw

=dnyeN:Vn>ng=E(n,) =0,



3.2. Propiedades asintdticas del estimador 159

de modo que

Observacién 3.2.3
Si ns® — 0o o bien nsb* — oo, entonces el sesgo dominaria a la varianza, y la

distribucion limite seria degenerada.

3.2.3. Representaciéon asintética del MISE

Todos los métodos de estimacién no paramétricos, y en concreto la estimacién
tipo ntcleo de la funcién de densidad, dependen de forma crucial de la seleccién del
pardametro de suavizacién o ventana. Su adecuada seleccién, por tanto, es de suma

importancia, y se estudiard en profundidad en el siguiente capitulo de esta memoria.

La idea que subyace en la seleccién del pardmetro de suavizacion es la minimizacién
de algiin tipo de error cometido en el proceso de estimacién. En el caso de la estimacién
presuavizada de la densidad con datos censurados, se puede comprobar por (3.34)-
(3.37) que se puede hacer el sesgo de £ () tan pequefio como se quiera tomando las

ventanas s y b arbitrariamente pequenas, pero a costa de aumentar la varianza.

Un criterio razonable para elegir el pardmetro ventana puede ser el de minimizar
algiin tipo de distancia entre la funcién a estimar y su estimacién no paramétrica. Uno
de los criterios globales mas aplicados es la minimizacién del error cuadratico medio

integrado:

MISE(E () = 8| [ (17 0)- 1) e )
= /563902 (ff (v)) w (v) dv+/Va’r (f,f (v)) w (v) dv.

Se ha introducido en la definicién de MISE (fF (-)) una funcién de ponderacion,
w (+), con el fin de poder atribuir una menor importancia a los errores cometidos en
ciertas zonas del soporte de la variable que presenten mayores dificultades de esti-

macion.

En el siguiente teorema se da una representacion asintética para el MISE (fF (-)).
A partir de ella, se dardn expresiones explicitas para las ventanas 6ptimas en el si-

guiente capitulo. Definamos previamente las siguientes funciones:
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M(t)=dxf"(t) vy N(t)=dx[(1-F@®)a®), (3.42)
donde dg y «(-) estédn definidas en (2.7) y (2.38) respectivamente.

Ademsds de las hipdtesis enunciadas al comienzo de este capitulo, se requerird la

siguiente hipétesis sobre la funcién de peso w () :

(wl) La funcién de peso w (+) es una funcién continua, derivable que verifica

Jo@dv<oo y [|(v)|dv< oo

Teorema 3.2.4 (Representacion asintética de MISE (f¥ (-))) Bajo las condiciones
(K1),(H3),(H4),(f2),®2), (1), (v4) y (w1), la funcion MISE del estimador pre-

suavizado fr (-) admite las siguientes representaciones:

a) Si b/s — 0 entonces

MISE (fF () /M2 dv+b4/N2 w (v) dv
+s2b2/M w (v) dv

+ECK/A( Jw(v)dv+ O (s )+o((ns)—1).

b) Si b/s — L >0 entonces

MISE (fF () /M2 dv+b4/N2 w(v) dv
+s2b2/M w () dv
+E;[K/A@nw> ) dv+ Axc (D) [ A(0) (1 =p(e)w () dv
+0 (s +o ((ns)_1> .

c) Si b/s — oo entonces

MISE (fF () /M2 dv+b4/N2 w (v) dv

+S2b2/M ()dv—l—icK/A( )p(v)w(v)dv

+ng/Au»a—pw»wme+0@ﬂ+OUWV§'
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Demostracion.

Bajo las condiciones del teorema 3.2.1, se tiene la siguiente descomposicién del

estimador presuavizado de la funcién de densidad:
S @)= F () + B, (8) + 00 (£) +en (t).

La clésica descomposiciéon del MISFE en el sesgo al cuadrado integrado y varianza

integrada da lugar a la siguiente relacién:

MISE (fF()) = E [ [ @-5e) e dv]

- E [ [ 620 +000)+ e 0P dv}
= S+ S+ S3+2(Sy+ S5+ S6)

siendo
5 =[S
S, — / E [02 (v)] w (v) d
Sy — / B[ ()] w (v) dv
Si = [Ba@Blen ) (0)do
S5 = [ Blow)en ) (w)dv
S5 = / 8, (v)E o (v)] w (v) dv.

El término S7 representa la parte principal del sesgo al cuadrado integrado, y S2 la
parte dominante de la varianza integrada. Se probard que los otros tres términos, Ss, Sy
y S5, son de orden despreciable con respecto a la parte dominante de la representacion,

proveniente de S1, 53 y Sg.

Con respecto a S; se tiene lo siguiente:

2

Slz/ﬁi(v)w(v)dUZ/[/(f(v—US)—f(v))K(U)du w (v) dv.

Bajo la condicién (f2), podemos efectuar un desarrollo de Taylor con resto en

forma integral, y expresar f (v — us) de la siguiente manera:
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f (U — us) =f (v) — ugf/ (v) 4 %S2u2f” (v) o %S3u3f/// (U)
+ %s‘lu‘l fol (1—2) f@ (v — usz) dz.

Sustituyendo esta expresién en S; y dado que, por (K1), K (-) es una funcién

simétrica,

S = is‘ld%(/f" (v)?w (v) dv

—i—és(idK/f” (v) /u4K (u)/o (1—2)% @ (v — suz) dzduw (v) dv

+3_1638/ [/u4K (u) /01 (1= 2)* @ (0 — suz) dzdurw(v) dv.

El primer término es dominante, mientras que el valor absoluto del segundo se puede

acotar por

1 1
S = (/ 'K (u) du) sup ‘f( ‘ sup |f"( !/
6 4 t€[0,t 5] tEOtH

y el valor absoluto del tercero por

L gl ( / " )2 @ [
—s°—= u K (u) du sup |f\Y (¢ w (v) dv
De este modo se llega a
= 4d2/f” v)dv+ O (s /M2 (v)dv+ O (s°).

A continuacién, obtendremos un desarrollo para Sy. Dado que el momento de orden

dos de oy, (+) se puede expresar como
E 02 (t)] = Var (o (1)) + B [0, ()],
obtenemos la siguiente descomposicién para So = Sa.1 + S22, donde

Sy1 = / Var (o0 (1) w (@) dv y  Sas = / B [0 (0))2 w () .

Por el teorema 3.2.2, se tiene la siguiente expresion para Var (o, (1)) :
a) Sib/s — 0

Var o, (t)] = %A (t) ek + %B () +o(nt).
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b) Si b/s — L € (0,00)

Var oy (t)] = % [AM)pt)ex +A#) (1 —p(t) Ax (L)] + %B (t) +0 (%) ,

c) Sib/s — o0

Var [on (£)] = %A (6)p () cxe + %A () (1= p(8) cxc + %B () +o(n ),

siendo A (-) y B (+) las funciones dadas en (3.31) y (3.32) respectivamente.

Todos estos términos despreciables provienen de desarrollos de Taylor, de modo

que bajo las condiciones (H2), (p2) y (f2), la expresién del término S es:

a) Sib/s — 0

5271:%CK/A(v)w(v)dv—i—%/B(U)w(v)dv—i—o(n—l).

b) Si b/s — L € (0,00)

S0 = oo [AWP@wE) i+ Ax (1) [ A0 0= @)w)do
—l—%/B(v)w(v)dv—i—O(%).
c) Sib/s — o0
Sp1 = %CK/A(v)p(v)w(v)dv—k%cK/A(v) (1=p(©)w(v)dv
+%/B(v)w(v)dv+o(n_l).

A continuacién, calcularemos Ss o = [E|[oy, (v)]? w (v) dv. Sustituyendo en Sy la
expresiéon de E[o, (v)] dada en (3.38) (paso (a)), y desarrollando el cuadrado (paso
(b)) resulta

S22 :/E[Un () w

(v) dv
@ / (E [e1 (v)] + 52 //:E[a (v —sv2)]" 22K (2) d:cdz>2w(u) dv (349)

~
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1242 / E[e1 (0)] / / :E o1 (v — sv2)]" 22K () w (v) dadzdo

4 st / ( / / :E[el (v — sz2)]" 2K (2) d:cdz>2w(v) dv.

El término dominante de S3 2, dado por el primer sumando en (3.43), es igual a

/ (Bler (0)]')?w (v) dv,

donde
Eler ()] =b%dr [(1— F(#)a@®)] + 0 (b*) = 2N (t) + O (b)),

siendo N (-) la funcién dada en (3.42). Acotamos el valor absoluto del segundo sumando

en (3.43) de la siguiente manera:

252

/ E[e1 (0)] / / : B o1 (v — 502)]" 22K (2) w (v) dadzdv

< 25% sup |Efe1 ()]| sup !E[el(t)]"'|dK/w(v)dv.
te[0,t ] te[0,t ]

Utilizando las cotas (3.39) y (3.40) podemos concluir que el valor absoluto del

segundo sumando en (3.43) es de orden O (s?b*) .

De igual modo, y repitiendo los mismos argumentos, se consigue con facilidad una

cota para el valor absoluto del ultimo sumando en (3.43):

/ <//: Eler (v — szx)]" 22K (2) da:dz>2 w(v)dv

2
< s4< sup Ele; (t)]'") dK/w(v) dv.
tG[O,tH}

Como consecuencia,

84

Spo = bl / N? (v)w (v)dv+ 0 (b°) + O (s*b*) .

Resumiendo, la expresién final del término Ss es:
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a) Sib/s — 0
Sy = icK/A(v)w(v)dv—i—%/B(v)w(v)dv

+b4d§(/([(1—F(v))a(v)]’)Qw(v)varO(bﬁ) L0 (26N +o(n ).

b) Si b/s — L € (0,00)

Sy = % [CK/A(v)p(v)w(v)dv—l—AK(L)/A(v)(1—p(v))w(v)dv
+%/B(v)w(v) dv+b4d%(/([(1—F(v))a(v)]')2w(v)dv

+0 (1) + 0 (') + 0 ().

S
n

c) Sib/s — o0
S, — %CK/A(U)p(U)w(U)dU—l—%CK/A(U)(l—p(v))w(v)dv
—l—%/B(v)w(v) dv+b4d%</([(1—F(v))a(v)]')%(v) dv

+0 (b6) +0 (82b4) +o0 (n_l) .

A continuacién, demostraremos que los términos S3,S; y S5 son despreciables.
Para S3, se consigue una cota asintética utilizando la tasa para el error ey, () dada en

el teorema 3.2.1:

|S3] < sup E [e% (v)] /w (v)dv =0 <(b43_1 + (nbs)_1>2> )

0<t<tmy

Los érdenes de Sy y S5 se extraen por aplicacién de la desigualdad de Cauchy-

Schwarz:
54| < 511/2531/2 =0 <S2 <b43_1 + (nbs)_l)) =0 <b4s + (nb)~* s) )
S < 8= 0 (8 ) ) (4 () 1) )

- 0 (b%—l Fnlhst Y 2pts8/2 4 n_3/2b_13_3/2>
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Bajo la condicién (v4) podemos concluir que
S3=o0 ((ns)_1/2) , Si=o ((ns)_1/2) y Ss=o0 ((ns)_l/Q) )

Y por tltimo, obtenemos el término dominante de Sg. Para ello recordamos que

B, (+) admite la siguiente representacion

B, (1) = /}u—v@waw—fw
— %SQdKf” () + %34 /’U4K (v) f(4) (t —vswy ) dvu

donde wg s, € (0,1) depende de ¢, s y v.

Por su parte, la esperanza de o, (+) es igual a
E[on ()] = B e ()] + 52 / Ble1 (£ — 5085 .0)]" 02K (v) do.

donde 0y, € (0,1) depende de ¢, s y v. Entonces, podemos expresar el término Sg de

la siguiente manera:

S = [ Bu (@) Blow ) (v)do
= / <—32dKf” (v) + %84/7){1]( (v1) £ (v — v18We5.0,) dv1>

« (E le1 (v)] + 52 / By (t — 50965 1.0,)]" ng(UQ)dm) w () dz

1
d gt [ £ B ler (= s0a8u0,))" v (12) i (o) o

+ ésfﬂ ///E le1 (t— 3v2657t,v2)]'" f(4) (v — V18w 5 0, ) K (v2) U%K (v1) w (v) dvrdvado.

Repitiendo los razonamientos seguidos en la acotacién del término Sz y teniendo

en cuenta (3.39) y (3.40) podemos concluir que

Se = %d%(SQb? j‘ f// (7)) [(1 - F (7))) o (U)]/w (U) dv+ O ($4b2) +0 (82b4)

= %(921)2 [ M (v) N (v)w (v)dv+ O (s*?) + O (s*b*) .
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Recopilando las cotas asintéticas para S;,¢ = 1,...6 y bajo las hipétesis (v4), se

tiene la representacién dada en el presente teorema. m

Observacién 3.2.4
Cuando la ventana de presuavizado es muy pequena (b/s — 0), esta expresion del
MISE de fF (-) se reduce a la correspondiente del estimador tipo miicleo de la densidad

con pesos Kaplan- Mez'er

MISE (fEM () = 4d2 / ' (v dv—l——cK / f ”) w (v) dv
+0<(ns)_ ) + 0 (s9).

Observacién 3.2.5
Asimismo, esta expresion del MISE de fF (-) se reduce a la correspondiente del

estimador de Parzen-Rosenblatt de la densidad cuando no hay censura:

MISE (fF% () _! 15k /f” dv+icK+0( N +0(s%.

3.3. Estudio de simulacién

Hemos realizado un estudio de simulacién para comparar el comportamiento en la
préctica de los estimadores de la funcién de densidad con pesos Kaplan-Meier fEM (.)
y pesos presuavizados f (-). Los modelos con los que hemos trabajado son los mismos

cuatro modelos usados en el estudio de simulacién para la funcién de distribucidn.

En los modelos 1, 2 y 4 la variable observable sigue la distribucién Z <y [0, 1],
mientras que en el modelo 3 se tiene que Z 2w (1.75,5), donde W (a,b) denota la

distribucién de Weibull con pardmetro de escala a y pardmetro de forma b.

Tabla 3.1. Funciones de densidad f (-) y probabilidad condicional de no censura p (+) en

los modelos 1-4.

Funcién de densidad Funcién p ()
- - 2
JO == 0 (B0 -0+ 4t) pt)=4[1-(t-3)]
f () = 3te™®/2" p(t) = [% =3 (t— %)2] Lio<i<ny

_ _ 5
ge £ + 8032t

t) = 3tte=" + 80tte 32 t) =
f(t) = 3tle™™ + 80t P() = {037 (e ¥ + e 32%)

f(t) = (2063 — 1262 4 1) e B +4° p(t) = (2063 — 1262 + 1) (1 — ¢)
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MODELO 1

- ()
| — h)
25 —t (1)

20"

157

107

057 —

0.0 !

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 25

MODELO 4

157

1.0

057

0.0

Figura 3.1. Funciones p (-),h () y f (+) para los modelos 1-4. La funcién peso w (-) es la

funcién indicadora del intervalo marcado por las lineas verticales.

En la tabla 3.1 se muestran las funciones de densidad tedricas a estimar, f(-),
y las probabilidades condicionales de no censura p () para cada uno de los modelos.
Ademds, en la figura 3.1 se representan la funcién de densidad f(-) de la variable
de interés (linea con puntos), la funcién de densidad de la variable observable h (-)
(linea continua gruesa) y la funcién de probabilidad condicional de no censura p (-)
(linea continua fina) para cada uno de los modelos. Para todas ellas, la funcién peso
w (+) es la funcién indicadora del intervalo cuyos extremos vienen dados por las lineas
verticales. Estos intervalos son los mismos que los tomados en el estudio de simulacién

del capitulo anterior.
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Para cada modelo se ha calculado la eficiencia relativa del estimador de Kaplan-
Meier fEM (.) con respecto al estimador presuavizado f!”(-) como el cociente entre

MISE (f,f (1)) y MISE (f,f(M (-)) en funcién de las ventanas de presuavizado s y b,

KM

necesarias para obtener f” (-), y de la ventana s con la que se calcula fEM (.):

MISE (fF (-
RESIE (5,555 = S (%Kﬂg)(?)).

Valores de REXM.P (s, b; sKM ) menores que 1 indican una mayor eficiencia del esti-
mador presuavizado fI () calculado con el par de ventanas (s,b) con respecto al es-
timador tipo micleo con pesos Kaplan-Meier f£* (.) para la correspondiente ventana
KM Para ello se ha simulado mediante Montecarlo el MISE de ambos estimadores
a partir de m = 500 muestras de tamafios n = 50, 100, 200 y 1000.

En el caso del estimador de Kaplan-Meier, se ha obtenido el valor minimo del
MISE, MISEwm (f5M (1)), y la ventana de suavizacion s5/ Y5 en la que alcanza ese
valor. A continuacién, se ha calculado la eficiencia relativa de fXM (-) con respecto
a fI'(-) tomando s&M = sKM . Tos resultados se presentan en las figuras 3.2-3.5,

EEM.P (s, b; sﬁ%E) por debajo del valor 1 indican un mejor

en las que valores de R
comportamiento para las correspondientes ventanas s y b del estimador presuavizado
fF () frente al estimador tipo niicleo con pesos Kaplan-Meier fXM (.) en el caso 6ptimo
en el que se conociese el valor exacto de la ventana 6ptima s]\K/}g g+ € marca con un
aspa (x) el punto que indica las ventanas (s,b),,;¢p donde dicho cociente alcanza su

minimo.

Se puede comprobar con facilidad el mejor comportamiento del estimador pre-
suavizado de la densidad para un amplio rango de ventanas. Ademds, la eleccién de
la ventana de presuavizado b tiene un efecto de segundo orden frente a la de la ven-
tana de suavizado s, sobre todo en el modelo 1. Es decir, una vez elegida la ventana de
suavizado s la eficiencia de 7 (-) con respecto a fXM (.) varfa muy poco para ventanas
de presuavizado b muy diferentes entre si. Esto es debido a la forma aproximadamente
plana de la funcién p(-) en dicho modelo, de modo que no varfa mucho la estimacién

de p () usando diferentes ventanas b, y por tanto, tampoco la estimacién final de f (-).
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25 150

1257
207

100

0.757

0.507

0.251

Figura 3.2. Eficiencia relativa, REXMF (3, b; SJ\K/}/{S‘E)v para el modelo 1 con tamafios

muestrales n = 50, 100, 200 y 1000. El valor minimo est4 marcado con un aspa (X) .

Tabla 3.2 Eficiencia relativa de fXM (.) con respecto a f (-) obtenido por simulacién

para el modelo 1, usando ventanas 6ptimas.

0.00
01 07
n=1000
150 T
3
1257
10017
0.75
s
050
0.6956
X 22
025 %
000 9'5\2(}'7\\15 \12 ~—11-T10—_ _— 20
! T T
0.02 0.05 0.10 015

n=50 n=100 n =200 n = 1000

REXMP (s 165, Ohi1sE: ShISE) 0.5650  0.5630  0.7005  0.6956
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Figura 3.3. Eficiencia relativa, R s, b; Sﬁ%E), para el modelo 2 con tamafios

muestrales n = 50, 100, 200 y 1000. El valor minimo est4 marcado con un aspa (X) .

Tabla 3.3. Eficiencia relativa de fXM (-) con respecto a f (-) obtenido por simulacién

para el modelo 2, usando ventanas éptimas.

n=>50 n=100 n=200 n=1000

REXMP (s 165, Ohi1sE: ShISE) 0.7704 0.7825  0.8073  0.8275
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Figura 3.4. Eficiencia relativa, R s, b; Sﬁ%E), para el modelo 3 con tamafios

muestrales n = 50, 100, 200 y 1000. El valor minimo est4 marcado con un aspa (X) .

Tabla 3.4. Eficiencia relativa de fXM (.) con respecto a f (-) obtenido por simulacién

para el modelo 3, usando ventanas éptimas.

n=>50 n=100 n=200 n=1000

REXMP (s 165, Ohi1sE: ShISE) 0.8874  0.8622  0.8350  0.9320
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EEMP (s, b; sﬁ%E), para el modelo 4 con tamanos

Figura 3.5. Eficiencia relativa, R
muestrales n = 50, 100, 200 y 1000. EI valor mi{nimo est4 marcado con un aspa (X) .

Tabla 3.5. Eficiencia relativa de fff M (+) con respecto a f,f (+) obtenido por simulacién

para el modelo 4, usando ventanas éptimas.

n=>50 n=100 n=200 n=1000

RE"ME (s3] 155, Uhirsms shilse) 0.874 0852 0859  0.976
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MODELO1 MODELO2
0.10
0.06 1 =mgum Presuavizado
: — Kaplan-Meier
0.087
0067 0047
0.047
0.02
0.027
0.00
0.00 T T T T T T T T T T T T T
0.00 015 0.30 045 0.60 0.75 0.90 0.00 015 0.30 045 0.60 0.75 0.90
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Figura 3.6 Error cuadritico medio del estimador presuavizado f!” (-) (Imea con puntos) y

del estimador con pesos Kaplan-Meier (linea continua) en los modelos 1-4 con n = 200.

En las tablas 3.2-3.5 figuran los valores miimos de MISE ( e () ¥
MISE (fEM(.)) obtenidos por simulacién para los cuatro modelos y con tamaiios
muestrales n = 50,100,200 y 1000 respectivamente. Estos valores aumentan con el
tamano muestral hasta aproximadamente 0.7 en el modelo 1, y hasta 0.83, 0.93 y 0.98
en los demds modelos. Como se verd en el siguiente capitulo, esto se debe a la eficiencia
de £ () con respecto a fEM (.) de primer orden para el modelo 1, y de tercer orden

para los demds modelos.
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Ademds, para un tamano muestral igual a n = 200, se ha estimado el error cua-

dratico medio:

wse (F0) =8 | (F.0 -1 @)’

para cada uno de los modelos anteriores, con las ventanas (s,b),,;¢p ¥ S5 sk que mi-
nimizan MISE (fF (-)) y MISE (fEM (.)) respectivamente, obtenidas anteriormente
por simulacién. En la figura 3.6 se puede comprobar cémo, eligiendo adecuadamente
las ventanas de suavizado y presuavizado (s,b), el estimador fI (-) comete un error
menor que fEXM (.) en una amplia regién del intervalo de observacién. Este mejor
comportamiento de f (-) es muy llamativo en el modelo 1, en el que la estimacién
de f(-) es mejor mediante la presuavizacion en la practica totalidad del intervalo de

observacion.






Capitulo 4

Seleccion del parametro de

suavizacion

Mientras la eleccién en la prictica de la funcién niicleo no es muy importante, la
seleccién del pardmetro de suavizacién o ventana es un problema crucial, y el estudio de
procedimientos que permitan elegir la ventana éptima segin algin criterio constituye
uno de los problemas mds importantes en la estadistica no paramétrica. En todos
ellos se escoge el pardmetro de suavizacién de manera que minimice alguna medida de
distancia entre la funcién de densidad verdadera y su estimador. Sin embargo, no existe
ningtin método que proporcione una expresién para la ventana éptima de manera que
en su cdlculo sélo se utilice la informacién proporcionada por la muestra, puesto que,
generalmente, la funcién de discrepancia depende de la curva tedrica, inobservable, y

por tanto también la expresién de la ventana.

Existe una gran variedad de técnicas de seleccién automadtica de la ventana: méto-
dos plug-in, de validacién cruzada (o cross-validation) suavizada o no, métodos basados
en el remuestreo bootstrap, de los puntos de inflexién, de doble nicleo ... Ademds, en
funcién de la medida de distancia, el selector puede ser de dos tipos: global o puntu-
al, seguin el interés se centre en la estimacién de la curva por entero o en un punto

particular.

En este capitulo, se estudiard la expresiéon de las ventanas que minimizan, como
medida global de error, el error cuadratico medio integrado, y puesto que dependerdan
de la funcién de densidad tedrica que se desea estimar, propondremos dos tipos de
selectores de las ventanas, unos de tipo plug-in y otros bootstrap. Demostraremos
que el selector plug-in es consistente, y finalmente estudiaremos el comportamiento de

todos ellos en un estudio de simulacién.
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4.1. Representacién de las ventanas MISE

La medida de distancia global entre la funcién de densidad verdadera y su estimador
probablemente mds estudiada y usada en la préctica es el error cuadritico medio
integrado (MISE):

MISE(E () = B [(F 0 - @) 0] (41)
- /E(f,f () = f () w(v) dv—l—/Var [£F (v)] w (v) d,

donde w (-) es una funcién de peso no negativa. Esta funcién es muy 1til en el contexto
de censura, puesto que es probable que existan zonas del soporte de la variable de

interés en las que sea particularmente dificil la estimacién.

Los pardametros de suavizacién s y b que minimizan la expresion (4.1) se denominan
ventanas MISFE, y se denotardn por syrrsg v barrse. Sin embargo, al desconocer la
expresién exacta de la funcion MISFE ( fF ()) y disponer tunicamente de su parte
dominante asintéticamente, AMISE (-,-), més términos despreciables, obtendremos
la expresién de las ventanas que minimizan el AMISE (-,-), y que se denotardn por
samiSE vV bavrse. No obstante, como se verd mdas adelante, la expresién de estas

ventanas AMISE serd precisamente el término dominante de las ventanas MISFE.

En la siguiente propiedad se da, a partir del resultado del teorema 3.2.4 del capitulo
anterior, la expresion de la funciéon AMISE (-, ), distinguiendo de nuevo tres casos,
segin sea la relacién entre las ventanas s y b. Dicha expresién depende de las siguientes

funciones, algunas de ellas ya definidas previamente en capitulos anteriores:

AW = O
M(t) = dxf"(t), (4.2)
N(t) = dg[1-F()a(®)], (4.3)
[t (W) h (U) +p' (v) W (v)
alt) = / o v, (4.4)
Ak (L) = ///K v) K (w) K (u+ L (v—w))dudvdw,
A(t,L) = A)p@t)ex + A1) (1—p(t) Ak (L), (4.5)

y de las constantes que dependen de la funcién nicleo

k= [K*(W)dv, dg= [v’K()dv yex= [vK (v)K(v)dv.
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Propiedad 4.1.1
Bajo las condiciones del teorema 3.2.4, se tiene lo siguiente
(a) Si b/s — 0, entonces

AHSE(ﬁRJ):AAHSE@&)+O(§)+o(m@—§,
donde
AMISE (s,b) = /Aﬁ (m+w{/N2 w (v) dv (4.6)
+s2b2/M e )dwicK/A( ) (v) do.
(b) Si bjs — L >0, entonces
AﬂSE(ﬁXq):AwnSE@my+o(§)+o(m@—ﬁ,
donde
AMISE (s,b) = /AF <m+w{/N2u¢Mmdv (4.7)
4#§/M m+—/AvL
(¢) Si b/s — oo, entonces
AﬂSE(ﬁ%q):AwnSE@my+o(w)+o(mm—ﬁ,
donde
AMmE@w:i&/Mwmwmm+w/N%mwmm
+§¥/M w (v) dv
+ECK/A<v>p< Jo (v >dv+ich/A< ) (1 p (0))w (v) do.

Demostracion.
Es inmediato teniendo en cuenta la expresién de MI1SE ( e ()) dada en el teorema

3.2.4. del capitulo anterior. m

Las ventanas AMISE son las que minimizan la funcion AMISE (-,-). Su expre-

sién, que depende de la relacién entre las ventanas, viene dada en la propiedad 4.1.2.
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Observacién 4.1.1

Cuando la relacion entre las ventanas es b/s — 0, el orden del término despreciable
en (4.6) no admite un balance entre el sesgo y la varianza que permita calcular la
ventana de presuavizado b de manera que minimice AMISE (-,-), asi que en este
caso obtendremos las ventanas s y b de forma que minimicen la parte asintéticamente

dominante de MISE (ﬁ ()) hasta términos de orden superior, y las denominaremos

por SamISE Y banisE respectivamente:

MISE (ﬁ(-)) — MISE (s,b) = AMISE (s,b) + 0 (s*) + 0 (s%?) + o (n~b),
donde

ADIISE (5,b) 334/1\42 (v) w (v) dv+b4/N2 (0)w (v) dv

+ 202 / M (v) N (v)w (v) do (4.8)

+ECK/A( Y (v) dv + 1/B(v)w(v)dv—2%/0(v)w v) dv

con B(-) y C(:) dados en (3.32) y (3.33) en el capitulo anterior.

Observacién 4.1.2

Cuando la relacion entre las ventanas es b/s — oo, mediante la minimizacion en
la expresion de AMISE (-,-) con respecto a s y b se obtiene que ambas ventanas deben
ser de orden n=5, lo que contradice la hipdtesis de que el cociente entre las ventanas
es b/s — oo. Por lo tanto, las ventanas dptimas sanise y bamise no pueden guardar

esta relacion asintdtica.

Propiedad 4.1.2
Bajo las condiciones del teorema 3.2.4, las ventanas AMISFE vienen dadas por las
stguientes expresiones

(a) Si BAMISE/EAMISE — 0, entonces

1/5

CK/A(v)w(v)dv

SAMISE =
/M2 (v)w (v) dv

2/5
/ v dv:gg)/ e > n=3/%, (4.10)
(cK/A > X/M(U)N(v)w(v)dv

n~45, (4.9)
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Ademds,

MISEFE (SamisE,bAMISE)

:Z <CK/A( ) dv>4/5 (/M2 )1/5n_4/5+%/3(v)w(v)dv
2/5
(o) (e
(cK/A(v)w(v)dv> : /M(v)N(v)w(v)dv

(4.11)
(b) Si bAMISE/SAMISE — Lo > 0, entonces 15
/A (v, Lo) w (v) dv
SAMISE = n 5 n~45, (4.12)
4/ <§M(v) + LAN (v)) w (v) dv
bamise = Lo X samise- (4.13)

donde Lo = arg an>1%11/1 (L), siendo

1/5

(L) = (/A(U,L)w(v) dv)4/5 [/ (%M(v) +L2N(v))2w(v) dv] (4.14)

5
MISFE (SAMISE7bAMISE) 44/57,/1(1/0) 4/5+0<n_4/5) . (415)

Demostracion.
(a) Sib/s — 0, entonces derivamos (4.8) respecto a s y a b, resolvemos el sistema
y obtenemos las expresiones de las ventanas AMISE dadas en (4.9) y (4.10), lo que

implica que el error minimo cometido con estas ventanas es (4.11).

(b) Si las ventanas s y b son del mismo orden, entonces tomando asintéticamente
b= L X s, la expresion de AMISE (-,-) dada en (4.7) se reduce a la siguiente:

AMISE (s,Ls) = 84/ (%M(v) + L*N (v)>2w (v) dv (4.16)
+% A(v,L)w (v) dv.

El balance cldsico entre los términos con s? y (ns)™' en (4.16) proporciona las
ventanas 6ptimas (4.12) y (4.13), que dependen de L > 0. Sustituimos en (4.16) el
pardmetro s por una expresién andloga a (4.12) pero con L en lugar de Ly, de forma
que el miimo de AMISE (-,-) como funcién de L, se alcanza en Ly = arg an>1%1 v (L).
|
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Observacién 4.1.3
Estos resultados extienden a los del teorema 3.2 de Lo, Mack y Wang (1989) sin

presuavizar, y al teorema 1 de Cao (1993), aplicable al caso sin censura.

Observacién 4.1.4
En el caso particular en el que L = 0, es decir, cuando b = 0 de modo que no se

presuaviza en absoluto, el término dominante en (4.15) es

° <CK / Av)w(v) dv) v ( / M2 (v)w (v) dv) "

que coincide con el término dominante de la funcion MISE para el estimador tipo

niicleo con pesos de tipo Kaplan-Meier fEM (.).

Observacién 4.1.5
Si la funcion nicleo K () es log-concava, es decir, su logaritmo es una funcion

concava, entonces

/K(u)K(u—l—t)du(i)/K(u—%>K<u+%> du(g/KQ(u)du:cK.

En la primera igualdad (paso (a)) se realizé un cambio de variable, mientras que en

el paso (b) se ha aplicado la log-concavidad de K (-), ya que entonces

con lo cual , .
K <u — 5) K <u + 5) < K% (u) para cualquier t.

Podemos concluir ast lo siguiente,
Ak (L) < Ak (0) = ck, y por tanto A(t,L) < A(t,0)=A(t)cxk VL >0,

lo que implica
< / A, L)w(v) dv>4/5 < (cK / A)w () dv>4/5 VL > 0. (4.17)

Las principales funciones nicleo usadas en la estimacion no paramétrica, entre ellas

las dadas en la tabla 1.1 del primer capitulo, son log-concavas.
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Observacién 4.1.6
Cuando las ventanas s y b son del mismo orden, es decir, b/s — Lo > 0, la eficien-
cia del estimador presuavizado, f,f (+), es de primer orden con respecto al estimador
de Kaplan-Meier fEM (\), dado que y
5

w7 ([AwL0ww dv)4/5 ( [ (GM e +L3N<v>)2w<v> dv) = g5 ()

< %zp(O) :Z (cK / A)w (v) dv>4/5 (i / M2 (v)w (v) dv) "

de modo que el término dominante de MISE (ff ()) es menor que el término do-
minante de MISE (f5M () cuando Lo # 0. Si Lo = 0 estamos en el caso (a), en el
que se puede comprobar facilmente que la eficiencia del estimador presuavizado fr (.

es de tercer orden.

Observacién 4.1.7
St la integral [ M (v) N (v)w(v)dv es negativa, entonces la  funcion
[ (3M (v) + LN (v))Qw (v) dv tiene un minimo en

= _lfM(”)N(U)w(v)dv 1/2
L_< 2 fNQ(U)U)(’U)dU ) >0,

con lo cual, para un nicleo log-concavo, usando (4.17) se tiene ¥ (E) < (0).

Por tanto, si [ M (v) N (v)w(v)dv < 0 entonces el valor dptimo en (4.14) se
alcanza en algin Lo > 0 y la eficiencia del estimador presuavizado fL (-) es de primer
orden con respecto al estimador de Kaplan-Meier fEM (.). Obviamente, también podria
haber situaciones en las que [ M (v) N (v)w (v)dv >0y Lo > 0.

El siguiente teorema proporciona la parte dominante de las ventanas que mini-
mizan MISFE ( ff ()), que coincide con la expresiéon de las ventanas que minimizan
AMISE (-,-), en el caso en el que ambas ventanas sean del mismo orden. En el caso
en que byrrse/smrse — 0, la demostracion es més laboriosa, puesto que habria que
considerar el MISE (ﬁ()) en lugar de MISE (fF (-)).

Teorema 4.1.1 Bajo las condiciones del teorema 3.2.4, y si las ventanas dptimas son

del mismo orden, entonces

SMISE — SAMISE __ g v brvise —bamise 50
SMISE brmise

donde las ventanas sayise Y bamise vienen dadas por (4.12) y (4.13) respectiva-

mente, siendo Lg el unico minimo de la funcion 1 (-).
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Demostracion.

En el caso en el que las ventanas ¢ptimas son del mismo orden (supondremos

b= s x L), mediante una reparametrizacién de (4.7) se tiene que

MISE,, (s, L) = AMISE,p (s, L) + O (s°) + o ((ns)_1> , (4.18)
AMISE, (s,L) = s*c; (L) + %CQ (L), (4.19)
siendo
2
o (L) = / <%M (v) + L2N (u)> w (v) dv (4.20)
e (L) = / A, L)w (v) dv (4.21)

y donde M (-), N (-) y A(,-) han sido definidas en (4.2), (4.3) y (4.5) respectivamente.

El balance clésico entre los términos con s* y n=1s™! en (4.19) proporciona las

siguientes ventanas AMISE 6ptimas (dependientes del pardmetro L):

s (L 1/5
samise (L) = @) ) s co (Lyn™ %y banise (L) = L x sayise (L)
461 (L)
donde s
¢z (L)
L) = . 4.22
o) - (252) (1.2
Sustituyendo estas ventanas en (4.19) obtenemos
) /5 ) _
AMISE,, (sanse (L), L) = 77z (cl (L) e (L)4) S = e (L),
donde 9 (-) ha sido definido en (4.14). Si tomamos
Ly = argmin AMISE,r, (samise (L), L) =argmin v (L), (4.23)
L>0 L>0

tenemos que las ventanas AMISFE éptimas son las siguientes:

1/5

samrise = co (Lo)n™ v bamise = Lo X samrse = Lo X co (Lo) n~ /.

Por otro lado, por definicién, las ventanas M ISE (en funcién del pardmetro L) son

spise (L) = argrgn’nMISEsL (s,L) 'y burse(L)=Lxsyise(L).
>
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Sustituyendo estos valores en la expresion de MISE,y, (-,-) dada en (4.18), tenemos

que las ventanas MISE son syrrse = smise (Lyvrsen) ¥ bvise = byvrse (Lvisen)
donde

LMISE,n = ar% min MISESL (SMISE‘ (L) ,L)
>0

es un valor que varfa con n. Vamos a demostrar que las ventanas que minimizan la
funcion MISEy (+,-) dada en (4.18) (syrse ¥ bymrse) v 1las que minimizan su parte
dominante AMISE;y, (-,-) dada en (4.19) (samr1se ¥y bamise) guardan la siguiente
relacién:

syise = co (Lo)n™ Y2 + 0 (n7Y5) = sanrse + o (n71/7),

burse = Lo % co (Lo)n™ Y% + 0 (n7Y5) = banrse + o0 (n71/7).

En primer lugar demostraremos que la parte dominante de Ljrsg,, es precisa-

mente el valor Lo dado en (4.23), es decir, lim, .o Larrse.n = Lo. Para ello definimos

la siguiente funcién

MISE;, (L) = MISE,r, (sarrsp (L), L) = %zp (L)yn™° +o (n—4/5) . (4.24)

que por construccién alcanza su minimo en LMISE‘,n- Entonces
anl,Bl MISEL (L) = MISEL (LMISE,n) .
>

Por otro lado, tenemos que

lim n*5MISEL (L) = %w (L) (4.25)

n—oo

a su vez alcanza su tnico minimo en Ly < 00.

Supongamos que existe Lyrsp = limy, o0 Larrse,n- Entonces, de existir el limite,
éste tiene que ser igual a Lg. Para probarlo, en el paso (a) aplicamos que la funcién
¥ (+) es continua, el paso (b) se debe a la expresién de MISFE} (-) dada en (4.24), y el
paso (c) es directo puesto que, por definicién, Lysrse , es el argumento que minimiza
MISEy (+):

5 ; 5 b -,
WT/J (Lmisk) @ lim m?ﬂ (LymisEn) © Iim n*SMISEy (Lyise.n)
(C n o0 n o0 (4.26)

) 5
< lim n*>MISE; (Lo) = Y (Lo) -

n—oo

Por tanto, ¥ (Lyrse) < 9 (Lo) < oo. Puesto que Lo es el unico argumento que

minimiza v (-), la anterior desigualdad permite concluir que

Lyrse = 1m Lyisen = Lo. (4.27)
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Veamos ahora que existe 1im,, .o Lyrrsen- Esta sucesién estd acotada inferior-
mente por el cero, de modo que existe L1 = liminf, .o Larsg,n- Definimos entonces
Ly = limsup, .., Lumrsen. Comprobaremos que Ly < 00 y, posteriormente, que

L; = Ly lo que implica finalmente (4.27).

Para demostrar que Lg < oo en primer lugar (paso (a)) consideramos la forma de
la funcién ¢; (-) dada en (4.20), en el paso (b) aplicamos la definicién de 9 (-) dada en
(4.14), a continuacién tenemos en cuenta la continuidad de 1 () y la definicién de Lo
(paso (c)), la igualdad (4.24) en el paso (d), el hecho de que, por definicién, Larsen
es el argumento que minimiza la funciéon MISEy (-) (paso (e)) y, por tultimo, en el

paso (f), la relacién (4.25):

1/5 (4
<Lg X /M(v) N (0)w (v) dv x ¢ (L2)> @ (c1 (La) c (L))" & o (Lo)
©

o) 5 (d) ,
< lim sup mw(LMISE,n) < lim sup n*5SMISE; (Lmisen)

n—oo n—oo

(e) 5
< hmnsggo n*5MISE] (Lo) = mz/}(Lo) < 0.

—
~

Para ver ahora que L1 = Ly = Lo, usamos el mismo razonamiento que en (4.26)

con Iy y Ly respectivamente en lugar de Lysrsg para concluir

Y (L) < (Lo) v ¥ (L2) <9 (Lo)-

Pero dado que, por definicién, Lo es el tnico minimo de la funcién 9 (-), entonces
Ly = Ly = Ly, demostrando asf (4.27).

A continuacién, demostraremos que el término dominante de sp;;gg es precisa-

mente de la forma ¢y (Lo) n~'/® donde ¢q (-) viene dado por (4.22), es decir,

lim nt/?
n—oo

smise = co (Lo) -
La ventana sps7sg es, por definicién:

smise = smise (Lyvisen) = argmin MISE,r (s, Lyrrsen) -
s>0

Evaluamos la funcién MISEy (-,-) en una ventana s elegida de la forma kn—1/5

yen Lyrsen:

MISE (kn_1/5,LMISE,n> = (1 (Latzsen) K* + 2 (Larsen) k™) n™*P 40 (n_4/5> .
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Por la continuidad de las funciones ¢; () y ¢2 (+), y puesto que limy, o Lyrrsen = Lo,

entonces
lim TL4/5MISESL (kn_1/5, LMISE,n) =cC (Lo) k4 + c2 (Lo) Bt (4.28)
n—oo

Pero la funcién ¢ (Lo)z* + ca(Lo)x~! alcanza su minimo en el punto

z = (ca(Lo) /4cy (Lo))Y® de modo que la mejor eleccion para la constante k es
k= Co (Lo) .

Se ha probado que, de existir el limite lim,,_,oo n'/%s 1755, éste tiene que ser ¢ (Lo).

Veamos ahora que ese limite existe. Para ello, en primer lugar veremos que

0 < Uy = liminf ’I’Ll/5SM[5E < limsup ’I’Ll/5

n—oo n—00

spmise = Uz < oo,

y en segundo lugar que Uy = Uz = ¢y (Ly), lo que implicaria que

lim n/®

symise = co(Lo) -
n—oo

Asi, en el paso (a) aplicamos la definicién de Uz, que la funcién ¢ (-) es continua
en L y que lim, oo Lyrrsen = Lo, en el paso (b) tenemos en cuenta que la parte
dominante de MISFE,r, (s, Lyrsen) es igual a c1 (Larrsen) s* més términos positivos
que provienen de la integral de la varianza, el paso (c¢) es directo sin més que recordar
que syrrsg es por definicién la ventana que minimiza MISEqy, (-, Larrsen) y en el
paso (d) consideramos la igualdad (4.28):

c1 (Lo) Us @ limsup n*5¢; (Lmisen) S%MSE
n—oo
(b)

< limsup n*5MISE;; (syp1sm, Lavisen)

(C) n—oo

< limsup n*>MISE,;, (co (Lo) n_1/5,LMISE7n)

n—oo

D e, (Lo) (o) + 2 (Lo) 5" (Lo) = 7o (e1 (o) 4 (L)

lo que implica que Us < oo.

A continuacién, por un argumento similar, se obtiene que U; > 0. En el paso (a)
usamos la definicion de U;, en el paso (b) consideramos la igualdad
liminf,, n1/5sMISE = (h’m SUD;, 00 n_1/5sJT/[1[SE) _1, en el paso (c) tenemos en cuen-
ta que la parte dominante de MISFEy, (s, Larrsen) esigual a ca (Larrsen) n~ts™! mds
términos positivos que provienen de la integral del sesgo al cuadrado, el paso (d) es
directo puesto que syrrse Yy Larsen son, por definicién, los valores que minimizan

MISE,L (+,-) y en el paso (e) usamos la igualdad (4.28):
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—1
ca (Lo) Ul_1 @ c2 (Lo) (h’m inf n1/5sM15E> © c2 (Lo) lim sup n_l/SSJT/[lISE
n—00 n—00

= limsup n*%cy (Lyrsen) n sy frsp
n—oo

(0 4/5

< limsup n*° MISE,, (smise, Lvisen)

n—oo

(d)
< limsup n*5MISE,;, (co (Lo) n=1/5, Lyisen)

n—oo

e) O
= M (61 (Lo) C% (Lo))1/5 .

—
~

Una vez probado que la sucesién n'/®

sy1ske tiene limite inferior y superior, veamos
que ambos son iguales a ¢ (Lg). Para ello, consideramos ahora dos subsucesiones

{SMISEnl(k)} y {SMISEn2(k)} verificando
, 1/5 . , 1/5 -
Hm nygsyrse =Ur y - Hm nyg spisp = Us.

Entonces

cl (Lo) Ug + c2 (Lo) U2_1 — klirgon;l{]i)MISESL <3M15En2(k)7LMISE,n)

. 4/5 1/5
< klglélOHQ(k)MISEsL (Co (Lo) nggy) :LMISE,n)

= 1 (Lo) c§ (Lo) + c2 (Lo) g " (Lo) -
Del mismo modo

C1 (Lo) U{l + 2 (Lo) Ul_l < C1 (Lo) Cé (Lo) + 2 (Lo) Cal (Lo) .

Pero como ¢y (Lg) es el unico real positivo donde se alcanza el minimo de la funcién
c1 (Lo) x* + 2 (Lo) 1 entonces cq (Lg) = Uy = Us, es decir

lfm n!/5 ~ e (Lg) = (2 20) " (4.29)
Jm ' Csarse = co (Lo) = Ter (Lo) . .

Por tltimo, de (4.27) y (4.29) se obtiene que
lim ’I’Ll/5bM[5E = lim LMISE,n X ’I’Ll/5bM[5E = LO X Cp (Lo) .
n—oo n—oo

Queda asi demostrado el teorema. m
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4.2. Comparacion de las ventanas MISE y AMISE por

simulacién

Se ha realizado un estudio de simulacién para ilustrar el comportamiento en la
préctica de las ventanas MISE y AMISE, y comprobar como las ventanas AMISFE
se aproximan a las correspondientes M ISE cuando aumenta el tamafio muestral. De
nuevo, hemos considerado los cuatro modelos simulados en los capitulos anteriores. En
los modelos 1, 2 y 4 la variable observable sigue la distribuciéon Z 4y [0, 1], mientras

que en el modelo 3 se tiene que Z Ly (1.75,5).

En la tabla 4.1 se muestran las funciones de densidad tedricas a estimar f(-) y
las probabilidades condicionales de no censura p(-) para cada uno de los modelos.
Ademds, en la figura 4.1 se representan la funcién de densidad f(-) de la variable
de interés (linea con puntos), la funcién de densidad de la variable observable h (-)
(linea continua gruesa) y la funcién de probabilidad condicional de no censura p(-)
(linea continua fina) para cada uno de los modelos. Para todas ellas, la funcién peso
w (+) es la funcién indicadora del intervalo cuyos extremos vienen dados por las lineas
verticales. Estos intervalos son los mismos que los tomados en el estudio de simulacién

de los capitulos anteriores.

Como se vio al comienzo del presente capitulo, la expresion de las ventanas AMISE
depende de la relacién asintética entre las ventanas s y b. Por eso, en primer lugar
estudiaremos para cada modelo si, en el 6ptimo, el cociente b/s tiende, cuando n tiende
a infinito, a un nimero positivo L > 0 6 a cero. Esta relacién asintética entre s y b
también indicard, para cada modelo, si la eficiencia del estimador presuavizado fI (-

con respecto a fEXM (.) es de primer orden (L > 0) o de tercer orden (L = 0).

Tabla 4.1. Funciones de densidad f () y probabilidad condicional de no censura p () en

los modelos 1-4.

Funcién de densidad Funcién p (t)
- - 2
f(t):(l_t)S/Se 1/4t2<%(1—t) 1—|—%t) p(t):%{l—(t—%)]
_ —3/2t2 _[s 12
f(t) = 3te p(®) =[3-3(- 1] Loy

B %e‘ts + 80e 3217
- 41.0327 (e?° + e7321%)

f(t) =5the™® 4 80t1e 32 p(t)

£ )= (2063 — 122 4 1) =5t H4° p(t) = (20 — 1262+ 1) (1 — t)
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MODELO 1

_— ()
| — h)
25 —t (1)

20"

157

107

0.5

0.0

25

MODELO 4

157

1.0

057

0.0

Figura 4.1. Funciones p (-),h(-) y f () para los modelos 1-4. La funcién peso w (+) es la

funcién indicadora del intervalo marcado por las lineas verticales.

El valor de la constante Lg es aquel que minimiza la funcién

¥ (L) = (/A(U,L)w(v) dv>4/ (%M(v)—I—L2N (v))2w(v) v,

siendo A (+,-), M (-) y N (-) las funciones dadas en (4.5), (4.2) y (4.3) respectivamente.
Se ha calculado la expresion exacta de esta funcién para cada modelo (ver figura 4.2)
y se han obtenido los valores Ly > 0 que minimizan dichas funciones. Este valor es
Lo = 3.56 para el modelo 1y Ly = 0 para los modelos 2-4. La eficiencia del estimador

presuavizado es de primer orden tnicamente en el modelo 1.
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MODELO 1 MODELO 2
0.77 401
20
051
20
0.3
10
0.1 01
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
MODELO 3 MODELO 4
4000 6000
30001
40001
20001
20001
1000
0 0
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 4.2. Funcién ¥° (-) para los modelos 1-4 para valores de L € [0, 8].

Para los modelos 2-4, en los que la relacién asintética entre las ventanas AMISE
es b/s — L = 0, la expresién de las ventanas éptimas Sayrrse vy banvise viene dada
por (4.9) y (4.10) respectivamente. Aunque ésas son las expresiones de las ventanas as-
intéticamente 6ptimas, para tamafios muestrales finitos, el valor de la ventana bayrse
puede llegar a ser extraordinariamente pequenio. Por esa razén, en la prictica se ha
considerado que las ventanas éptimas verifican que b/s = L, — L = 0, y se han

tomado como ventana AMISE de suavizado Sanrsr dada por (4.9) y

bamise = Ln X SAMISE-

Para cada tamano muestral n, el valor de L,, se ha calculado como aquel que minimiza
la funciéon AMISE (-,-) dada por (4.8).
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Para cada modelo, y para los tamanos muestrales n = 50,100,200 y 1000 se ha
calculado el valor de sfﬁ‘f 1sp la ventana AMISE para el estimador de Kaplan-Meier
suavizado fff M (). Con dicha ventana, y mediante una aproximacién de Montecarlo
con m = 500 muestras, se ha obtenido el error cuadratico medio integrado cometido,

: KM
es decir, MISE xum (fEM().

ISE
Definimos ahora la eficiencia relativa AMISE del estimador de Kaplan-Meier
FEM () con respecto al estimador presuavizado fI (-) como el cociente entre
MISE (fF () y MISE m  (fEXM (), que depende de las ventanas s y b:

SAMISE

P
RE s (5,b) = Mlgigii (fn( (I)()M O
SAMISE T

Valores de REfﬂj\f I’ISDE (s,b) menores que 1 indican una mayor eficiencia del estimador
presuavizado f! (-) calculado con el par de ventanas (s,b) con respecto al estimador
tipo nticleo con pesos Kaplan-Meier fX (.) para la correspondiente ventana AMISE.
Para ello se ha simulado mediante Montecarlo MISE ( e ()) a partir de m = 500
muestras de tamanos n = 50, 100, 200 y 1000.

En las figuras 4.3-4.6 se representa, mediante curvas de nivel, el valor de
RE,Z(]\J%IJ;E (,+) en una rejilla de valores de s y b para los cuatro modelos conside-
rados y con los cuatro tamanos muestrales n = 50, 100, 200 y 1000. Se marca con un

aspa (x) el punto que indica las ventanas s,,;;65 v 41795

En todos los modelos simulados existe una regién muy amplia de valores para el
par de ventanas (s, b) con las que el estimador presuavizado f1 (-) es més eficiente que
el estimador de Kaplan-Meier suavizado. Esta ineficiencia del estimador fXM (.) es ex-
cepcional en el modelo 1 puesto que, dependiendo del tamano muestral, REfJ\]\f I’I;E (+,°)
puede tomar valores incluso menores que 0.5. Podemos ver ademds en las figuras 4.3-
4.6 que el valor tedrico de las ventanas sapyrsg v baymise se encuentran, con holgura,
dentro de la regién de ventanas para las que REfj\Af I’gE (+,+) < 1. Se espera, por tanto,
que cualquier selector consistente para las ventanas s y b proporcione estimaciones
presuavizadas de f (-) més eficientes que el estimador de Kaplan-Meier suavizado atin
con el valor exacto de su correspondiente ventana AMISFE, independientemente de si

los datos proceden de un modelo con eficiencia de primer o tercer orden.

El buen comportamiento de las ventanas AMI.SFE mostrado en estos graficos mo-
tiva la definicién y estudio, en la siguiente seccién, de un selector de las ventanas de

tipo plug-in.
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Figura 4.3. Eficiencia relativa REIIL‘(A]}/[ I’I;E (s,b) para el modelo 1 con tamafos muestrales

n = 50,100, 200 y 1000. El valor de las ventanas sAy7sE ¥ bAmIsE estd marcado con un
aspa ().
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=100

0.100

0.075
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0.025
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Figura 4.4. Eficiencia relativa REfJ\]\J/[ IJ;E (s,b) para el modelo 2 con tamafios muestrales
n = 50, 100, 200 y 1000. El valor de las ventanas sAyrse v bamise estéd marcado con un
aspa (X).
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Figura 4.5. Eficiencia relativa RE{{‘(J\]\J/I I’I;E (s,b) para el modelo 3 con tamafios muestrales

n = 50, 100, 200 y 1000. El valor de las ventanas sAyrse v bamise estéd marcado con un
aspa (X).
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r=100

0.00 T

o® / ?\P \}'1,

X / v
\( \/
010 0.15

Figura 4.6. Eficiencia relativa REEA]}/[ I’ISDE (s,b) para el modelo 4 con tamafios muestrales
n = 50,100, 200 y 1000. El valor de las ventanas sAy7sE ¥ bamisE estd marcado con un
aspa ().
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4.3. Selectores de las ventanas de tipo plug-in

En esta seccién estudiamos selectores de tipo plug-in de las ventanas s y b en
el caso en el que ambas son del mismo orden, es decir, b/s — L > 0, y por tanto
la eficiencia del estimador presuavizado fI (-) es de primer orden con respecto al
estimador de Kaplan-Meier fXM (.). Este selector se obtiene reemplazando, en las
expresiones (4.12) y (4.13) de las ventanas éptimas, las integrales que dependen de

funciones tedricas desconocidas por estimaciones adecuadas de las mismas.

Observacién 4.3.1

En la definicion de las ventanas plug-in se hard uso de la relacion que hay entre
las funciones razén de fallo de la variable observable \py (+) y la de interés Ap (-) por

medio de la funcion p(-):

Ap(t) =p () Au (t) = p(t) =

Esta relacion de p(-) con las funciones f(-),F (-),h(:) y H () permite escribir la
funcién A(-,-) dada en (4.5) de la forma:

A, L) = A@)p{t)ex + A1) (1 —p (1)) Ax (L)

/20 L_F() ()
) C“(f“)l—H(t) - h(t))AK(L)'

Las ventanas plug-in propuestas son

& (E) - n-1/5
4e, (Z)
1

a(L) = / <§Mn(v)+L2Nn(v)>2w(v)dv:id%( / P (o) 0o (v) do (4.31)

y b=Lx5 (4.30)

5=

P v 2
&(L) = / A (0, L) w (v) dv = cxc ];Ln((v)) (v)d (4.32)

1-F (v) 2 (v)°
+Ag (L (/fP “H o)+ %w(v) dv — /Ww(v) dv)
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Estas funciones dependen del estimador presuavizado de la densidad f! () con
ventanas piloto sg y b, y del estimador presuavizado de la funcién de distribucién con

ventana piloto by, siendo p, (+) el estimador de Nadaraya-Watson de p (-):

]_ n
oty = T v

Z:Kbo(t—Z)

S
=
S
—~
~
~—

1
n

y hn () el estimador de Parzen-Rosenblatt de A (-), ambos calculados con ventana by.
Ademés, el estimador £ (-) no es més que la derivada segunda de £ (-), H, () es
el estimador empirico de H (-), y los estimadores de las funciones « (-), dada en (4.4),

y o () son

@ @) R @B @) Sl ()
ol = [ T v ()= |

Las funciones p), (-) y p» () son las derivadas primera y segunda, respectivamente, del

estimador py, (+):

W (8) B () =y, (£) B, (1)

pp(t) = 20 :
won o n (&) B2 () =y (8) iy () P (8) — 200, (8) By, (8) o (8) + 200, (2) By, (8)?
P (1) D) :
siendo

WO () = 2 3K (=20 D (0 =+ S K (- 205,

0

Las ventanas plug-in dependen entonces de dos ventanas piloto: la ventana de
presuavizado by, necesaria para estimar no paramétricamente las funciones p (+),p’ (+),
" (), F(),h(:),n (-)y h" (), yla ventana de suavizado s, que se usara para estimar
fF () a partir de FF (-).

Observacién 4.3.2

En el caso en que L= 0, la ventanas plug-in propuestas son

1 1/5 L
:9\0 = (ZEQ (0)&?1 (0)) n_1/5 Y bop = L x §0,

siendo L el argumento donde alcanza su minimo la_funcion
~ ~ 1 x L
D) =8 x e (L) + 2 (1)~ 2L [0, ) ),
50
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es decir, la estimacion tipo plug-in de AMISE (-,-) (menos el término en %), y donde

2 Pn (t) (1 = pn (t)) hn (2)
(1—H,(t)+1)>

n

4.3.1. Consistencia de las ventanas plug-in

Para comprobar la consistencia de las ventanas dadas en (4.30), probaremos que
las ventanas plug-in 5y b se aproximan en probabilidad a las respectivas ventanas
tedricas MISFE, es decir,

S —SMISE P b—bymise P
STOMISE P g 2TOMISE P
SMISE bymise

que, en virtud del teorema 4.1.2, equivalen a

~

S — SAMISE P b—bamrise P
caMer B —_— 0.
SAMISE bamISE

Para ello basta demostrar
I 2L, & (Z) Lo (Lo) v & (Z) L (L) (4.33)

En la demostracién serdn necesarias las hipétesis sobre las funciones K (), H (-),

p(-) y f () ya enunciadas en capitulos anteriores, junto con las siguientes adicionales:

(p3) La funcién p (+) verifica que p (0) = 1, y existe una constante positiva € > 0 tal
quee =sup{t>0:p(z)=1 Vre[0,t)} >0.

Las ventanas piloto sg de suavizado y by de presuavizado verifican

2

v5) s — 0y ns® — oo.

(v5)

(v6) b — 0y nb — .
(v7) nb®log (1/b) " — .
(v8) nbs® — ooy bts™3 — 0.
(v9)

3

v9) nbs (logn) > — oo, bts™1 (logn)? — 0y nb~3s2 (logn)® — oc.

La condicién (p3) es de tipo técnico, pero no excesivamente restrictiva en la apli-
cacién a datos reales, puesto que implica que un tiempo de vida no puede estar cen-

surado por un nimero arbitrariamente pequeno.

Por su parte, la hipétesis (v7) implica la consistencia uniforme de las segundas
derivadas de los estimadores tipo nicleo py, () v hy, (+). Finalmente, (v9) garantiza la
despreciabilidad del término de error e, (-) dado en la representacién del teorema 3.2.1.

La hipétesis (v4), o también (v8), implican (v9).
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Propiedad 4.3.1

Sea 1 {E, LO} el intervalo de extremos L y Lo. Si las funciones €1 (-) y ¢ () son

derivables con derivada uniformemente acotada, en probabilidad, en L € I [E,LO},

entonces para probar las convergencias (4.33) basta demostrar lo siguiente:
(i) L5 Ly
(i) & (L) 25 ¢ (L) YL >0
(ii3) & (L) 5 e (L) VYL >0
Demostracién.

Por el teorema del valor medio, se tiene

‘/C\l (E) — /0\1 (L() ‘ ‘L L() sup ‘—01 ‘
LGI L L

Dado que, por hipétesis, ¢; () es derivable con derivada uniformemente acotada en
probabilidad en L € I [E, Lo}, la, condicién (¢) implica ¢; (E) —¢1 (Lo) 0.

Por otra parte, de la condicién (ii) se obtiene ¢; (Lg) Lo (Lg). De esta conver-

gencia y de la anterior, se deduce la convergencia deseada:
/C\l (E) i) C1 (Lo) .

La demostracién para ¢; () es andloga. m

Propiedad 4.3.2
Bagjo las condiciones (K1),(H3),(H4), (p2),(p3),(f1), (wl), (v5) — (v8) y supo-

‘ ~ P ‘ . . ‘ : ‘
niendo L — Ly, las funciones ¢1 (+) y ¢ (+) son derivables con derivada uniforme-

mente acotada en probabilidad.

Demostracion.

La funcién ¢; (-) es derivable con derivada uniformemente acotada en probabilidad,

puesto que

spa 0 = g {gd [re
+L4d%</[(1—FP<>) [ @) = £ (©) (1) (v) o
+Ld [ 177 0) (1= B 0) 0 (0) = £ 0) 0 ()] () o}
- 4L3d%(/[(1—FP<>) () — £F () o (0)] " (v) o
2L [ 15 0) (1= B ) 0y (0) = 57 (0) 0 (0)] 0 0) o
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estd uniformemente acotada en L € 1 [E, Lo] por

sup

LEI[L,Lo] oL

iq(m' = AP [ (- F @) 0 0) — I ) e ()] ) do (43
2Ly [ 127 0)| (1= FF ) o) (0) = £ (0) 0 (0)] 0 (o) do

donde L = max {E, LO} = Op (1). Bajo las condiciones (K1), (H3), (p2),(p3),(f1),
(wl), (v5), (v7) y (v8), y en virtud de la observacién 4.3.3, la desigualdad de Cauchy-
Schwarz y los lemas 4.3.10, 4.3.11 y 4.3.12 que se demostrardn en la siguiente sub-

seccion, las integrales que aparecen en (4.34) son de orden Op (1).

La funcién ¢; (-) es también derivable con derivada acotada en probabilidad, puesto

que su derivada

iR . fE (v)?
a—LC2 (L) = oL [CK B (0)

— FP(y P ()2
+AK (/fn 1Hf1(1v)(_31w(v)dv—/f;;n((v)) w(’U)dU)]
— FP(y P ()2
= (/ff (v) %w (v) dv_/fi?n((v)) w(v) dv) 8%14[( (L)

estd uniformemente acotada en L € 1 [E, Lo] por

5o W)= </f 1;5)(12%”(””“/ffi(@);“(”w)'C

sup
LeI[E,LO]
(4.35)
donde la constante C' es igual a
0
C = sup —AK (L)‘
L>0
= sup ///K K (w )K(u—l—L(v—w))dudvdw'
L>0|OL
= sup ///K(u)K(U)K(w) (v—w)K' (u+ L (v —w))dudvdw‘
L>0
< /\u!K ) du sup !K’ !
—1,1]

Bajo las condiciones (K1), (H3),(H4),(p2),(p3),(f1),(wl),(v5) y (v6), y por
los lemas 4.3.8 y 4.3.9 que establecen la acotacién en probabilidad de las integrales en
(4.35), el supremo en L € [ [E, LO} de la derivada de ¢3 (+) es de orden Op (1). ®
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Propiedad 4.3.3

Si las funciones ¢ (+) y ¢a () verifican

a@) e (L) y (L) (L) VL>0, (4.36)

entonces L i Lo.
Demostracion.
Usando (4.36) se obtiene

. /5 P 1/5
U (L) = (@ (L) (D) L5 (L) = (e (L) 4 (1)® VL >0. (4.37)
Tendremos demostrada la convergencia en probabilidad L5 Lg cuando probemos
Ve > 0, P((E—Lo( >5> 0.

Fijemos un € > 0. Puesto que Ly = argminy~o v (L), existe un 6 > 0 y existen dos

valores 0 < a < b tales que

W(L) > (Lo)+8 VL€ [a,b]\ (Lo —¢,Lo+e). (4.38)

Sea el suceso Ap, = {|v, (Lo) — ¢ (Lo)| > g} Por la aplicacién de (4.37) en Ly,

tenemos que lim P (A4;,,) = 0. Ademds,
— J
VYwe A, = ¢, (Lo) <9 (Lo) + >

Definimos ahora el suceso

0
Bn:{ sup |wn<L>—w<L>|z§},
Le(a,b]\

(Lo—¢,Lo+e)

del que también se tiene que lim P (B,,) = 0, puesto que, por (4.37) y la continuidad
de las funciones v, (-) y ¥ (+), se tiene

sup e, (L) — ¥ (L) 2> 0.

Le[a,b)\(Lo—e,Lo+e)

Ademds, considerando la desigualdad (4.38)

e B =, (L) 26 (L) 3 > w(Lo) + o VL€ a b\ (Lo = Lo+e).

En resumen,

w € A, N B, =, (L) <¢(Lo)+g <ap, (L) VL€ [a,b]\ (Lo —¢, Lo +¢).
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Pero teniendo en cuenta que L = argminz~q,, (L), entonces

weA_nﬂB_n:>Ee[Lo—s,LoJrs](:)‘f—LO‘gs,

de modo que

P(‘E—LO‘ >€) :P(A_nﬂB_n) — P (A, UB,) < P(A) + P (By) — 0.

Antes de afrontar la demostracién de las convergencias en probabilidad:
~ P ~ P
a(l) (L) vy (L) Doe(l) VL>0,

probaremos previamente algunos lemas que se utilizardn en dicha demostracién.

Lemas previos

En las demostraciones de la siguiente seccién, serd necesario aplicar el teorema de
la convergencia dominada para calcular el limite cuando n — oo de distintas integrales
que dependen de n a través de las ventanas piloto. Por ello, en los siguientes lemas se
demuestra que ciertas funciones, que aparecerén en los integrandos de dichas integrales,

estdn acotadas por otra funcién, y se calculan sus limites cuando n — oc.

Lema 4.3.1
Supongase la condicion (wl) y sea g(-) cierta funcion y g () un estimador de
la. misma. Si la funcion g (-) y los momentos B [gy, (-)] y B [g2 ()] son continuos, sus

valores absolutos estdn acotados en t y ademds

Im Blg, (1) =g(t) y lm Blg (t)] =g°(t),

n—oo n—oo

entonces
/(gn (v) — g (v)?w (v) dv 20 y, por tanto, /g,% (v)w (v) dv il /92 (v)w (v) dv.

Demostracion.
Si definimos la norma |[|g||, = [ ¢? (v)w (v) dv, entonces por la desigualdad trian-

gular se tiene que

llgnlly = llgllal < llgn = gll2

y por tanto

[ (g0 (0) = g (@)?w @) dv 25 0= [ g2 ()w () do T [ ¢ (v)w(v)do.



204 Capitulo 4. Seleccién del pardmetro de suavizacion

Pero al ser [ (gn (v) —g (v))*w (v) dv una sucesién de variables aleatorias positivas,

para demostrar su convergencia en probabilidad a cero basta probar que

n—oo

lin B [ [ -g@rewal -o
donde

in 8| [ (90(0) =9 )0 1) o

n—oo

= lim [ B |(n (v) = g (v))’] w (v) dv

= lim [ (Sesgo(gn () + Var (g (v)) ) w (v) do
= Jin [ (Blo. @) -9 )P0 @) v+ lim [ (B[520)] ~Blon (o)) (0) dv

Si la funcién g () y los momentos E [g,, (-)] y E [g2 (-)] son continuos, su valor absoluto

estd acotado en t y si ademads

lim Blg, ()] =g(t) y lim E[g; ()] =g° (1),

n—oo

entonces, gracias a (wl), el teorema de la convergencia dominada garantiza que

lim B [ [ -g0)Pww dv] = [ Jim ®lon (0] = g )0 () e

+ / lim (B [g2 (v)] ~ B g (v))*) w (v) dv =0,
|
Lema 4.3.2

Sea €1 (+) la funcion dada en la representacion i.i.d. del estimador presuavizado

fE () en el teorema 3.2.1 del capitulo anterior:

e1(t) =1 —=F @) (91 (t, Z1) — 92 (t, Z1) + g3 (L, Z1,61)) (4.39)
donde
0n(t.7) = % (Lizen — H (1)) . (4.40)
wt2) = / ; 1{Zl<j} - (i[ )(“) P (v) do, (4.41)
g5 (4 2,5) = / ; Ky (v — 2) %dv. (4.42)

Entonces, bajo las hipétesis (K1),(H2),(p2) y (p3):
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a) La funcion E e ()] es continua, acotada por una constante y verifica

lim (1 (1)) = o (£) dc,

n—oo b2

siendo « (+) la funcién dada en (4.4).

b) La funcion m (t1,...,tn,) = Ele1(t1)...€1(tn,)] es medible, acotada por una
constante y su limite cuando n — oo es finito.

Demostracién.

Las funciones g1 (-, Z), 92 (-, Z) y g3 (-, Z, ) son continuas para todo ¢t > 0, excepto
la funcién g1 (-, Z) que lo es en todo ¢ > 0 salvo en un conjunto de medida nula.
Ademsds, dado que E[g; (¢, Z)] = E[g2 (t, Z)] = 0, se tiene que

t

i P —pQ)
Ele: (t)]) =(1 F(t))/ OKb (v—u) 1~ (0) h (u) dvdu. (4.43)
Entonces, E[e1 (+)] es continua y la funcién m (-, ..., -) es medible. Ademds, bajo la

condicién (p2), el valor absoluto de ambas funciones estd acotado por una constante,

puesto que para todo t € [0,ty] y para todo par (Z,0), se tiene

1

t,Z —_—

Z ! Y d
t < -
‘92(7 )‘ = 1—H(tH) /0 {p (,U){ U,

1

t,7,0) < ———.

’93(a ) )‘ = 1—H(tH)

Por tanto, también lim,, oo [m (t1,...,tn,)| < 00.

Con respecto al limite cuando n — oo de E [¢; (+)], realizamos un cambio de variable

(paso (a)) y deshacemos la integral en dos sumandos segun el intervalo de integracién

(paso (b)):

Tim b_gE[q( )= (1—F(#) lim —/ Ky (v —) pl(“_) szlg;])h(u) dvdu
@ ) lim - / / K (w e wa) (v)p Wy (v — bw) 1y _pysopdvdw
® ) lim = / / K (w) 2= bl;; (U)p(v)h(v — bw) dwdv

— (1= F () lim / / K (w) 2= blg (v)p ) h (0 — bw) dwd

= (1— F(t)) lim <b211 (t,b) — bIQI (b)>

n—oo
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Gracias a las condiciones (H2) y (p2), realizamos un desarrollo de Taylor de orden
dos, con resto en forma integral, de las funciones p (-) y h (+) que aparecen en la integral

I (+,-), y por las propiedades de simetria del micleo, se tiene

Jim g 6= Jim g [ K
X—bwp (v) + 202w?p” (v) — $H3w? fo (1—21)*p" (v — bwzy) day
1—H (v)

« (h (v) — bk’ (v) + bPw? / : (1= 29) B (v — bwzs) d:c2> dvdw = o (t) dic.

En el segundo término, I3 (-), llevamos a cabo el cambio de variable v = { (paso
(a)) y un desarrollo de Taylor de las funciones p(-) , H (-) y h (-) en torno al cero (paso

, junto con la condicién (p3) que implica p = 0, se tiene
b)), j 1 dici 3 impli "(0)=0 i

lim —1, () 2 lfm / / K (w b“__bw)(bu) B 1 (b — b dudo

n—00 b2 n—00

nh_}r{.lo/ / K (w [ )/:p’ (buxy — bwxy) dry — u/:p’ (byu) dy}
! u
- (1—H(O) +b“/o( —hff?b;u)fdy)

1
X (h (0) +b(u—w) / B (buxe — bwzxa) d:@) dudw = 0.
0

Se demuestra asi lo establecido en el lema. m
Lema 4.3.3

Sea oy, (+) el tercer término en la representacion i.i.d. del estimador presuavizado

fF (") dada en el teorema 3.2.1 del capitulo anterior:

on (t) =— Z gi (t — sv) K' (v) dv. (4.44)

ns ;=1

Entonces, bajo las hipdtesis (K1),(H2),(p2),(p3) y (f1), su esperanza es continua,

su valor absoluto estd acotado y

lim Eo, ()] = 0.

n—oo

Demostracion.

La esperanza de la funcién oy, (+) es igual a

E [0 (£)] :% / E[e1 (¢ — s0)] K’ (v) d, (4.45)



4.3. Selectores de las ventanas de tipo plug-in 207

siendo €7 () la funcién dada en (4.39). Por el lema 4.3.2 y teniendo en cuenta las
hipétesis (K1) y (pl), entonces para todo ¢t € [0, ty] la esperanza E [0y, (-)] estd acotada
por una constante. Ademds, es continua por serlo la funcién E[e; (-)] dada en (4.43).
Para calcular el limite, cuando n — oo, de E [0y, (+)] realizamos un desarrollo de Taylor

de orden 1, con resto en forma integral, de la funcién E [e; (t — sv)]:
1
Elon, ()] = %/ (E [e1 (t)] — vs/ Ele (t — vs:c)]/d:v> K’ (v) dv
0
1
= /UKI (v)/ E ey (t — vsz)] dadv,
0

donde, aplicando el cambio un variable,

GEE O] = ~1 0 [[ K- 0P ) dua

+1‘—F“>/Kb<t—u> (0 (1) — p (£)) h (1)

— // K (w U_wg(v)p(v)h(v—wb)dwdu

/K p(t—vb) — p(£)) b (t — vb) do

es, por las hipétesis (H2),(p2) y (f1) continua y acotada en t € [0,¢]. Aplicamos

entonces el teorema de la convergencia dominada:

lim B [on (£)] = / K’ (v) /0 lim B [e; (£ — vsz)] dadv = — lim Ble, (1) .

n—oo n—oo n—oo

Para demostrar que lim,,_,oc E [0, (t)] = 0 probaremos que el limite cuando n — oo de

cada uno de los sumandos en los que se descompone %E [e1 (t)] es cero.

Dada una funcién genérica m (-) dos veces continuamente diferenciable en el inter-

valo compacto [0, tz], usando desarrollos de Taylor se tiene que

trr
Ky (£ — u)m (u) du = +b2// V(1= 2)m” (t — vbr) dwdo,
0
de modo que, si m (t) = 0 entonces se tiene que

1 /
nangoﬁ/Kb (t —u)m (u) du :§de’ (t) < 0.

Aplicamos este resultado al segundo sumando de %E [e1 (t)], de manera que

lim /K (t— ) (p (u) — p (£))  (u) du < oo.

n—oo b2 1—H(t)
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El primer sumando es también despreciable, puesto que para todo ¢t € [0,tg], y

aplicando de nuevo el teorema de la convergencia dominada, se tiene que

nll_{g()f (t) / /Kb (v—u) L;I]z(;)h (u) dudv

(v — bw) p(v)
nh_}r{)lo/ /K —H ) h (v —bw) 14y _py>oydwdv = 0.

De esta forma, se obtiene E [0, (t)] =op(1). ®
Lema 4.3.4

Sea oy, (+) la funcion dada en (4.44). Bajo las hipdtesis (K1) ,(H2),(p2), (p3), (f1)

y (v5) su momento de orden dos es continuo, su valor absoluto estd acotado y

lim E [0}, (t)] =0.

n—oo

Demostracion.

El momento de orden dos de la funcién o, (+) es igual a

BlA0] = o X 1// [e1 (£ — us) e (¢ — vs)] K’ (u) K’ (v) dudv

n n—l

_ 7// (o1 (t — us) ea (t — vs)] K (u) K’ (v) dudv

n?s?
+% //E [e1 (t —us)e1 (t —vs)] K' (u) K (v) dudw.

Puesto que las variables Z; y Z3 son independientes también lo son €3 () y €2 (+), de

modo que, aplicando (4.45), el primer sumando es igual a

n—1 / 2_n__13 o 2_n—-1 o 2
</E[51(t—us)]K(U)dU> =2 L B 1) = 2B o, (1)]2,

ns?
que es, por el lema 4.3.3, continuo, acotado y con limite cero.

Con respecto al segundo sumando de E [a% ()], aplicamos el lema 4.3.2 de modo

que también es continuo, acotado y, bajo la condicién (v5), su limite es cero. m

Lema 4.3.5

Sea fP(-) la representacion i.i.d. del estimador presuavizado fF (-), dada en el
teorema 3.2.1 del capitulo anterior. Entonces, bajo las hipdtesis (K1),(H2),(pl) y
(f1) su esperanza B [ﬁ()} es continua, su valor absoluto estd acotado y

lim E [ﬁ (t)] —f(b).

n—oo
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Demostracion.

La esperanza de la funcién fP (-) es igual a

E [f_;; (t)} — () + B, (t) + B0, ()],

siendo
0= [ Fe-s0) K@) 1),

y o (-) dada en (4.44). Bajo las hipétesis (K1) y (f1), los dos primeros sumandos en

la expresion de B | fP ()} son continuos y acotados en t € [0, ty]. Ademds,

i (5, () +f (1) = lm [ K (t =) f(v)dv
/s
= lim t K (u) f(t—su)du= f(t).
n—oo [_4

La demostracién concluye teniendo en cuenta el lema 4.3.3. m

Lema 4.3.6

Sea fP (-) la representacion i.i.d. del estimador presuavizado fF (-), dada en el teo-
rema 3.2.1 del capitulo anterior. Entonces, bajo las hipétesis (K1), (H2), (p2), (p3),(f1)

y (v5) sumomento de orden dos E [ﬁ ()2] es continuo, su valor absoluto estd acotado

! 1 B[TF 0] = 72 0).

Demostracion.

El momento de orden dos de fP (-) es
BTF (7] = (f () + B, (1)’ + B [02 (O] +2(f (1) + B, (1) Blow (1))

El primer sumando es continuo, acotado y su limite es

lim (f (t) + B, (£))> = lim (/K (t—v)f )d>2=f2(t),

n—oo n—oo

mientras que, a partir de los resultados de los lemas 4.3.3 y 4.3.4, se tiene que también

los dos tltimos términos de E [ﬁ ()2] son continuos, acotados y de limite cero. m

Lema 4.3.7
Bagjo las condiciones (K1), (H3),(p2) y (f1), el momento de orden dos de ol ()

es una funcion continua, acotada para todo t € [0,ty] y

lim E [a;; (t)ﬂ = 0.

n—oo
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Demostracion.

La derivada segunda de la funcién o, (+) es igual a
" "
70 =5 3 [t =5 K7 () do,

siendo €1 (+) la funcién dada en (4.39). Entonces, el momento de orden dos de o’ (-) es

E [0} (1) ! / / (61 (t = us) e (t — vs)] K" (u) K" (v) dudv

2.6
nszljl

_ nn-l (%3 / E [e1 (t — )] K" (0) dv>2

n

b / / le1 (t — us) &1 (t — vs)] K" (u) K" (v) dudv.  (4.46)

Probaremos que cada uno de estos sumandos es continuo, acotado y que su limite

cuando n — oo es cero.

Bajo las hipétesis (H3), (p2) y (f1), la esperanza de la funcion ¢; (-) dada en (4.43)
es una funcién tres veces derivable en ¢ € [0, ], de modo que para calcular la integral

del primer sumando en (4.46), realizamos una integracién por partes:
1
= / B e (t — vs)] K" (v) dv = / Ele1 (¢ — vs)]" K (v) dv.

Basta probar que la derivada tercera de E[e1 (+)] es continua, acotada para todo ¢ €

[0,t5] v lim, oo B[e1 (£)]" = 0. Calculamos ahora la derivada tercera de E [e1 ()] :

83

B (0] = 1 (Bl (1, 21,60)] ~ 3 (1) 5B lgs (1, 71, 60)
85 (1) DB lgs (1 Z1,00)] + (1~ F () DBl (1, 21,00
donde
E[gs (¢, Z, )] // Ky (v — ) f“) quf;’) (u) dvdu,
5Bl (0.2.0)) = T [ Ko (6= ) (0 (0) = p(0) (),
2 Bl (. 2.0)] = #/m (t —u)p (u) h (u) du

+1_—;W/Ké(t—u)p(u)h(u)du—<%) /Kb(t_u)h(u)du
—%/Ké(t—u)h(u)du,
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3

0 _ h(t) / —u u u)au
ﬁE[gg(t,Z,é)]—((I_H(t))2> /Kb(t )p(u) b (u)d

+2(1_h7;;)(t))2/K{)(t—u)p(u)h(u)du— <%>”/Kb(t—u)h(u)du
—2<%>,/K{)(t—u)h(u)du

+1_;H(t)/Ké,(t—u)P(u)h(u)du—%/Kﬁ(t—u)h(u)du.

Aplicando un cambio de variable (a) e integracién por partes (b), la siguiente

integral dependiente del nicleo, K (+), y de una funcién genérica, m (-), es igual a:

/K (t—u)m _bk‘/K m (t — vb) dv—/K k) (t — vb) dv

= m®) (t) 4 b // (1 —2)v’K (v) m*+2) (t — vbz) dzdo,
0

de modo que es continua y estd acotada sim (-) es k+2 veces derivable con m(*¥+2) (.) con-

tinua y acotada. Ademaés,

lim Klgk) (t —u)m (u) du = m® (¢).

n—oo

Teniendo esta propiedad en cuenta, y bajo las hipétesis (H3) , (p2) y (f1), la deriva-

da tercera de la esperanza E [e1 (-)] es continua, acotada y lim, .. E[e; (¢)]” = 0.

Por tanto, el primer sumando en (4.46) también es continuo, acotado y su limite
cuando n — oo es cero. Demostraremos que el segundo sumando verifica las mismas

propiedades.

Definamos ahora la funcién m (-, -) de la siguiente manera:
m(z,y) = Blei (z) a1 (y)],

de modo que el segundo sumando en (4.46) es

(/m (t — us,t — vs) K" (u )du> K" (v) dv.

ns6

La expresion desarrollada de la funcién m (-, ) es

m(z,y) = (1-F()(1-F(@){Elg(z,2)a(y,2)] - Elg (z,2) g2 (y, Z)]
Elg (z,2) g3 (y. Z,0)| + Elg2 (2, Z) 92 (y, Z)] — B g2 (%, Z) 91 (y, Z)]

—Elg2 (z,2) g3 (y. Z,0)| + Elg3 (2, Z,6) g3 (y, Z, 6)]

Elgs (2, Z,6) 91 (y, Z)] — Blg3 (x, Z,6) g2 (y, Z)]} ,
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siendo g1 (-, ), 92 (-,-) y g3 (-, -, -) las funciones dadas en (4.40)-(4.42). Calculamos ahora

cada una de las esperanzas en las que se descompone la funcién m (-.-):

Bl (2.2)01 (5.2)] = p@()lsz;}y) (H (x A y) ~ H () H (3).
Elgo(x,Z) g2 (y, Z)] = //yH u/\v ((U)) P (u)p (v) dudv.

Blgs (3, 2,0) g3 (9, 4,0)] = /O/O/wa—u)m(w—u)

(2 =P ) (0(©) +p )t @@, g
“HO) (- Hy W dudvdw

—r) h (u) dvdu

E(g1(z, Z) g3 (y, Z,0)] = 119() )pl—Tv)

p(uw) —p©)
—u) mh (u) dvdu.

Para calcular la esperanza de g1 (x,2) g2 (y, Z) v 92 (x, Z) g3 (y, Z,9) usamos las
propiedades 3.2.1 y 3.2.3 del capitulo anterior:

Bln 020 0.2)] = 28 (e -1 @) [ T
_ p@)H() ([ py)
- LT (2 )~ @

H
P@HE) [PHOA ),
[ H (@) /o T H@w "

Blgs (2, 2) gs (4, Z,0)] — B [ / 0 e o) dv / Ky (v — 2) ))d

:< )/ Ky(v—u pl(“ H(())h(u)dvdu
b

/ Ky(v—u <1_ H @) fy(u)) ﬁ;]zvv)h(u)dvdu

p(u) —p(v)

v)

01—

siendo
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Bajo las hipétesis (H3), (p2) y (f1), todas estas esperanzas son funciones conti-
nuas (salvo en una regién de medida nula) y derivables hasta, al menos, el tercer orden.

Por lo tanto, mediante sucesivas integraciones por partes, se tiene

n36/</m (t —us, t —vs) K" (u )du>K’”( ) dv

:L/< %m(t—us,t—vs)K(u)du) K" (v) dv

nsd

// azda \us,t —vs) K (u) K (v) dudv.

Puesto que m (-, -) tiene las derivadas parciales terceras continuas, acotadas y con
limite finito, el segundo sumando en (4.46) también es continuo, acotado y su limite

cuando n — oo es cero. De todo ello se concluye la demostracién del lema. =

Demostracién de la consistencia

Para demostrar la consistencia de las ventanas plug-in, dadas por (4.30), comen-

zaremos demostrando que
~ P
(L) — (L) VL>0,

siendo ¢z (+) y €2 (+) las funciones (4.21) y (4.32) respectivamente. Para ello probaremos,
en los lemas 4.3.8. y 4.3.9, la convergencia en probabilidad de cada una de las integrales

en las que se descompone ¢; (+).

Lema 4.3.8
Bajo las hipdtesis (K1),(H2),(H4),(p2),([3),(f1),(wl), (v5),(v6) y (v9) se

tiene

WP e [P

Demostracion.
Paso 1. El primer paso consiste en sustituir el denominador aleatorio hy, (+) en la

integral por la densidad teérica h (-) méds un término despreciable en probabilidad:

PP PR
. hn(v)w(v)dv— . ) (v)dv+op(1).

2 2

Para ello descomponemos la integral de la siguiente manera:

WP R @R k()
0 R A I 100 B P 10 R 1O
o [ @ I @)F ) g, (4.47)

h? (v) b, (v)

£
2
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Veremos que los dos dltimos sumandos son op (f Pt (v)w (v) dv) y por

tanto, aplicando el lema 4.3.6 por el cual [ f7 (v)? dv = Op (1), son de orden op (1).

Empezamos acotando el segundo sumando. Para ello, en el primer paso (paso (a))
extraemos los supremos de las funciones h(-) y h(-) — hy, () y usamos la condicién
(H4), mientras que en el segundo (paso (b)) aplicamos el lema 1 de Mack y Silverman
(1982) para el estimador de Parzen-Rosenblatt, h, (-). Finalmente, en el paso (c),
consideramos la hipétesis (v6):
L (@) h(v) = ha (v)

_ (a)
. h) R

tg P 7)2
2w @) [

1
Ho<t<ty h (v)

w(v) dv

. 2
@Op (b2 (nb)~ 1/2 (l gi)1/2> t L‘D(U) w(v) dv

@, (™ @’
"\ h(
Con respecto al dltimo sumando en (4.47), en primer lugar, por la hipétesis (H4),

w(v) dv)

se tiene para todo t € [0,ty],
i (t) > D, (t) — B (t) + p.

Se utiliza esta acotacién (paso (a)), en el paso (b) extraemos el supremo de la
funcién h (-) — hy, (+) y aplicamos que es positivo, y el paso (c) es consecuencia del lema
1 de Mack y Silverman (1982) y de la hipétesis (v6):

(@)
<

w(v)dv

P () (h (v) = b (v))?
< h? (v) by, (v)

Paso 2. A continuacién, se va a aproximar la integral [ £ ()2 ™t (v) w (v) dv por
otra resultante de escribir la representacion i.i.d. del estimador presuavizado fI (-) en

lugar del propio estimador f (-):

WP e [T W)

h o) w(v . h(v) w(v)dv+op(1).

Nl

Descomponemos esa integral en tres sumandos de la forma
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ta P ()2 ta P (1))2 tH o2 (4
. %w(v}dv = /. fT;L((v)) w(v)dv—{—/é }’;((U))w(v)dv
o (IR ®) g, (4.48)

h(v)

Nlo

de los cuales los dos tltimos son de orden op (1).

Teniendo en cuenta la hipétesis (H4), el valor absoluto del segundo sumando en

(4.48) estd acotado por
1 b
| sw feF ) [ e
P\ te[s tu] 3

y por tanto, por el teorema 3.2.1 y la hipétesis (v9), es de orden op (1). Bajo las

mismas hip6tesis, el tercer sumando en (4.48) estd acotado por

2 s Jen (@] [ TP @) (v)do
Ftels tu) 5

. V27 1/2
< 2 sup ey (¢)| [ . P (v)?w @) dv] [/ w (v) dv] ,

H te[5.tm]
de modo que, por el lema 4.3.6, también es una op (1) .

Paso 3. Por tltimo, demostraremos

IO e [ SO

. Th . h(v)w(v)dv+0p(1).

La convergencia se obtiene aplicando a las funciones g, (-) = fP () h (-)_1/ 2vg() =
f(-)R7Y2(-) el lema 4.3.1, y considerando los resultados de los lemas 4.3.5 y 4.3.6. m

Lema 4.3.9
Bajo las condiciones (K1) ,(H2),(H4),(p2),(p3),(f1),(vl), (v5) y (v9) se tiene

th 1—EP(v) p [t 1—F(v)
. I (v) mw (v) dv — . f(v) 1_7]_{(1})00 (v) dv. (4.49)

Demostracion.

Paso 1. El primer paso consiste en sustituir, en la integral, el denominador aleato-

rio 1—H,, (-)+n~! por la funcién 1—H (-) més un término despreciable en probabilidad:
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tH' 1-F (v) _ [ 1 - Fy (v)
fP( )mw (v)dv = . P (v) 1_—H()w (v) dv (4.50)

+0p</fp 1_Ppé;w@yw).

Para demostrarlo, descomponemos la integral en dos sumandos:

ta 1 - FEFP(v)
P n d
% fn (U) 1—Hn('U)+%W(,U) v
b 1—FF (v)
— P n
—/gﬂﬂwl_wa@Mv
b 1— FP (v) 1—H, (v)+1
P n . n n
+/gﬂAw1—Hﬂw+% R
El segundo término es
t 1— EP (v)
P n
0P< R fn (U) 1—H(U) w(v)dv 5
2
puesto que, teniendo en cuenta la siguiente desigualdad
1—Hn(t)+121—H(tH)+l— sup |H, (t) — H ()| (4.51)
n o teloty]
se tiene
b 1—FP () (Hy(v)—H(v)—1
P n n n d
'/é T ()< w (v) dv
sup |H,(t)— H ()| + %
tdWM| (t) — H ()] i L EP ()
< Fo )T (v) dv
L= H )+~ swp [Hy ()~ H®)]/ 3 ~HE)
T teloty]

con

Paso 2. El segundo paso consiste en sustituir los estimadores presuavizados f,f ()

y FP (-) por sus representaciones i.i.d. fF () y FP (-):

W 1 FP () 1 - FF (v)

n(v)l_H(v)w(v)dv: f()l—H() w@)dv+op(l). (4.52)
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Desarrollamos el producto de los estimadores fI" () y 1 — EP (-)

Foa-rrw) = TO0-FO)+(1-F®) el
_ﬁ (t) Rn (t) —€n (t) Rn (t) .

Entonces,
tir fP (,U) Lﬂp((v))w (U) d’U
e " 1—H (v
- ;?(v) %Mw(v) dv+/; 11—_#15((3@” (v)w (v) dv
RO e, (v) R (0)
_/% 1——H(v)Rn(U)W(U)dU_/% I_—H(U)W(U)dv
tr 1—FP (v)

w(v)dv+[1—12—13.

Veamos que cada uno de los términos I, Is e I3 es despreciable en probabilidad.

La integral I; es de orden op (1), ya que lo es e, (-) de forma casi segura, por el
teorema 3.2.1, bajo la hipétesis (v9), el valor absoluto de la diferencia F () — EP ()

por el teorema 2.4.3, y el valor absoluto de I; estd acotado por
1—FP (v
nl o< [T e e @

Ff(t)—F_f(t)D sup \en(t)’/OHw(y)dv.

IN

1
— — (1+ swp
1—H(tn) < te(0,t] te[0,tx]

La integral I5 es también de orden op (1) puesto que, por el teorema 2.4.2 y (v9),

lo es R, () de forma casi segura, y por el lema 4.3.4:

3 v th
i< [ s B e < s s B0 [T @ e

Anélogamente, el término I3 es de orden op (1), dado que

[en (v) Bn (v)| 1 i
I3 < /—w v)dv < —— sup le, sup / dv.
| 3| 1_H(U) ( ) 1_H(tH) tG[O,tH]| ( )|t€0tH |

Paso 3. Por tltimo, veremos que

f( )T—Lflfjé; (v)dv = f( )me(v)dv+0p(l). (4.53)
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Para probar esto, comprobaremos que

n—oo

lim E( 7P (v )11__#;(())@@) dv) :/Hf(v) %w(v}dv (4.54)

lim Var P()l_FP( )w(v)dv =0 (4.55)
Iim I T H () =0. .

En lo que respecta al primer limite, por el teorema de la convergencia domina-
da, es suficiente demostrar que la esperanza de fP (- (1 - F_}LD()) es continua, estd
acotada en t € [5,ty| y que su limite cuando n — oo es f(-) (1 — F (-)). Para ello

descomponemos el producto de ambos estimadores de la siguiente manera:

T (1-FT W) = </K (t—v) f )dv—i—an(t)) <1—F(t)—%ési(t)>

|
\
3
—~
~
|
N
~
—~
<
~
U
<
S~
£
—
~
~—
|
Q
3
-
~—
S
g

& (1) . (4.56)

=1

Bajo las hipétesis (K1) y (f1), el primer sumando en (4.56) es continuo y acotado, y

lim (1—F /K (t—v) f(w)do=(1—F () f ().

TL—’OO

Probaremos que la esperanza de los deméds términos en la descomposicién (4.56) son

funciones continuas, acotadas y que sus limites cuando n — oo son cero.

Por la aplicacién del lema 4.3.3, y bajo las hipétesis (K1), (H2),(p2) y (f1), la
esperanza del segundo sumando en (4.56) es continua, acotada y su limite cuando
n — oo es cero, al igual que la esperanza del tercer sumando, por la aplicacién del

lema 4.3.2 con ng = 1. Por 1ltimo, la esperanza del cuarto sumando en (4.56) es

B [o—n ) % Se (t)] — Blo, () &1 (1)]

=B () [ Bl - o)) K (0)d
+ % Elei (t)er (t — sv)] K’ (v) dv
n—1 1
= LB (0] Blon ()] + / Ble1 (£) 1 (£ — sv)] K' (v) do,

y, por los lemas 4.3.2 y 4.3.3, es continua, acotada y, como consecuencia de la hipotesis

(v5), su limite es cero. Queda por tanto probado (4.54).
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Pasamos ahora a demostrar (4.55):

van1( Ok pr>> <>dv>
A 27 2
~E (Efful_éTf<wm> —E( f?uﬂjﬁﬁ}mwm>

=E ( f,f()ll__F;(())w(v)dv> _(/EHf(U)i:Z((Z))w(v)dv> +o0(1).

Teflemos por tanto, que probar que .

2 . P 2
gggga[< f5<>!g;%;}£;w<v»h) ] ( é f(v)i_j?%3w<vwh> ,

donde

E {( tHfP(v)lF_f(v)w(v)dv>2] (4.57)
e " 1—H (v) '

ty rtg E fP (v1) )( (vl)> (1 —F_f(yl)ﬂ
/ / H (v1)) (1 — H (v2)) w (v1) w (v2) dvrdus.

La esperanza que aparece en el integrando es igual a

E<LJN)—%ia(0<L—()—%é <0

/K (t1—u) f(u du—i—an(tl))

é/K (ts—v) f (v dv+an(t2)>]
:E<u—Fu»a—Fu»—a—F<»%§g<> - F )y 3 o)

+% i gi (t1) €j tz) (/K (t1 —u) f(u)du/Ks(t2—U)f( )d

2,7=1

o (t) /K ts — v) f (v) dv

o (t2) /KS b — ) f (u) du+ o (t1) o (m)ﬂ
(4.58)

Por simetria en las variables v; y v2 de integracién y teniendo en cuenta (4.58), la

esperanza (4.57) es igual a la siguiente integral:

/tH /tH 1—-H Ulvl v2) H(vg)) w (v1) w (v2) dvidvy
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donde
m (t 1, tg)

(- F(t)(1— F(tg))/Ks (b1 — ) f (u) du/Ks (t2 — v) f (v) do
_9(1—F(t) /K (t1 — ) f (u) du/Ks (ts — v) f (v) VB [e1 (t2)]

+/Ks(t1—u du/K b= ) f () v 3 Blei(n)e; (1)

,5=1

#20- F () 1= F () [ Ko=) £ @ du) Bloy (o)
~20 = F (o)) ([ Kol =10 7 () du) Blo (1)1 (o)
—20 - F @) ([ Ko=) £ () du) Bl (1)1 (2]
r2( [ Kot =) fdu) 55 35 Blo ) (0) ()

ij=1
+ (1= F (1)) (1 = F(t2)) Elon (t1) on (t2)] = 2(1 = F (t1)) E[on (t1) on (£2) €1 (t2)]
1 n
+— > Elon (t1) on (t2) €i (t1) €5 (t2)]
ne =1
= Iy (t1,t2) — 213 (t1,t2) + I3 (t1,t2) + 214 (t1,12)

— 215 (tl, tg) — 21 (tl, tg) + 217 (tl, tg) + Iy (tl, tg) — 21 (tl, tg) + I (tl, tg) .
Comprobaremos que todos estos sumandos son continuos, acotados y su limite, cuando
n — 0o, excepto para I (-, ), es cero.

De acuerdo con los lemas 4.3.2 y 4.3.3, las cuatro primeras funciones I (-, ),

Iy (,-),I3(-,-) e I4(+,-) junto con Ig (-, -) son continuas, acotadas, y ademés

lim Il (tl,tg) (1—F(t1)) (1_F(t2))f(t1)f(t2)

n—oo

lim IQ (tl,tQ) = lim 13 (tl,tg) = lim I4 (tl,tg) = lim Ig (tl,tg) =0.
n—o0 n—00 n—00 n—0o0

La esperanza [ [0, (-) £1 (+)] en las funciones I5 (-, -) e Is (+,-) coincide con la espe-
ranza del cuarto sumando en (4.56), para el que se demostré que es continua, acotada
y su limite es cero, de modo que

lim I5 (tl,tg) = hm I6 (tl,tg) 0.

n—oo
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El término I7 (-, -) es igual a

F(tata) =2 [ Ko (b= 0) f (o x 25 32 Bl (t2) e (1) (1),

,5=1

cuyo sumatorio se puede separar, a su vez, como sigue

n—1

- E [O'n (tg) €1 (tl) €2 (tz)] + %E [O'n (tg) €1 (tl) €1 (tg)] . (4.59)

Veamos que ambas esperanzas son acotadas y que su limite es cero.
La primera esperanza en (4.59) es, por la independencia entre ¢; (-) y €;(-) con

i # 7, igual a

E [Un (tg) €1 (tl) €9 (tg)] = E 2:1 [61 (tl) £9 (tg) ;i (tg - US)] K, (7)) dv

= %E [e2 (t2)] /E le1 (t1) e1 (t2 — vs)] K’ (v) dv
+%E le1 (t1)] /E[EQ (t2) € (t2 — v8)] K’ (v) dv

n—2

. Ele1 (t1)] Elez (t2)] /E [e3 (t2 — vs)] K’ (v) dw.

En virtud de los lemas 4.3.2. y 4.3.3, esta esperanza es continua, acotada y su limite

€s Cero.
Mediante un razonamiento analogo, la segunda esperanza en (4.59) es
1n—-1

%E [O'n (t2) &1 (tl) €1 (t2)] = E ns

E[e1 (t1) 1 ()] / E [e2 (t2 — vs)] K’ (v) dv
b [ Blen (t)en ()21t — 08)] K ()

= nn_2 1E [51 (tl) €1 (t2)] E [Un (t2)] + % /E [61 (tl) €1 (tg) €1 (t2 _ 7)3)] K’ (7)) dv,

es decir, acotada y, gracias a (v5) y a la aplicacién de los lemas 4.3.2 y 4.3.3, con limite

cero.

Para la funcién Iy (-, -) desarrollamos la siguiente esperanza:

E (e (t2 )Un t1) on (12)]
1

// g1 (t2) i (t1 — sv1) €j (t2 — sva) K’ (v1) K’ (v2) dvidug

= [
n2s? . i1
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(n—1)(n-2)

— Bl (1) [ [ Blea (- svn))Blea ta — )] K (00) K () o

n—1

g Blen (t2)] //E e2 (t1 — sv1) &2 (t2 — sv2)] K (v1) K’ (v2) dviduvs

n

n2_321 //E [e1 (t2) €1 (t1 — sv1)] B [e2 (t2 — sv2)] K’ (v1) K’ (v2) dvrdos

_l’_

n —

_l’_

n2821 //E [e1 (t2) €1 (t2 — sv2)] Efea (t1 — sv1)] K (v1) K (v2) dvidvs

+% //E [e1 (t2) €1 (t1 — sv1) €1 (t2 — sv2)] K’ (v1) K’ (v2) dvrdog

_ W E[e1 (82)] E [0 (t1)] B [0 (£2)]

+22—;21E [e1 (£2)] //E e2 (t1 — sv1) 2 (t1 — sv2)] K (v1) K’ (v2) dv1duvg

n—1

_l’_

Eon (1) / E[e1 (t2) e1 (t1 — sv1)] K (v1) don

-1
2

n
+
n

LEon (1) / B [e1 (t2) €1 (ta — sv2)] K (v2) dva

+# //E [e1 (t2) €1 (t1 — sv1) €1 (t2 — sv2)] K’ (v1) K’ (va) dvydus.

A partir de los resultados de los lemas 4.3.2 y 4.3.3 y como consecuencia de la

hipétesis (v5), es inmediato concluir que
lim Ty (t, t2) = 0.
n—oo

Por ultimo, para calcular el limite de la funcién Iy (-, -) operamos de la siguiente

maneras:

% -i1E [on (t1) o (t2) & (1) €5 (£2)]
i,j=

1 n n
=—3 Z Z E [//62 (tl) €j (tg) Ek (tl —S’Ul)El (tg —81]2) K’ (Ul) K’ (’Ug) d’Uld’Ug
N=8™ 4 j=1k,l=1

Mediante razonamientos andlogos a los usados para Iy (-, ) se concluye que, bajo (v5),
lim 110 (tl,tg) =0.
n—oo

Recopilando (4.50), (4.52) y (4.53) se obtiene (4.49). m
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Los lemas 4.3.8 y 4.3.9 implican que

& (L) e (L) YL >0,

siendo c2 () y €2 (+) las funciones (4.21) y (4.32) respectivamente. Para demostrar la

consistencia de las ventanas plug-in necesitamos ahora probar que

a(@) e (L) VL>0,

siendo ¢; (-) la funcién dada en (4.20), y ¢; (-) la funcién dada en (4.31). Si definimos

las siguientes funciones:
G (1) = 5 dicfI (1) v Guo (1, 1) = D [(1— FF (0)  (6) — £ (1) o ()],
entonces la funcién ¢; () se puede expresar como
c (L) = /(511 (v) + 12 (U,L))2w (v) dv,

mientras que

e (L) = / (e (0) + exa (v, L)% w (v) do,

donde ¢11 (+) y 12 (+, ) vendrian dadas, respectivamente, por

en (t) = 3dicf" (1) en(t,D) = Pdic [(1- F () (1)~ [ (1) (1)].

Observacién 4.3.3

Para demostrar la convergencia en probabilidad de ¢ (+) a c1 (+) basta probar

/ (@11 (0) = e1n (0))2w (w) do L5 0 y / (G2 (0, L) — e12 (0, L)) w (v) dv > 0 (4.60)

puesto que, por la desigualdad triangular, tenemos que

/(Ell(v)—cll()) w (v dv—>0:>/cn dv—>/cn

/ (G12 (0, L) — e12 (0, L)) w (v) dv 2 0
> [#ene@a L [& D@

Falta probar entonces que

/811 (v) €12 (v, L) w (v) dv £, /011 (v) c12 (v, L) w (v) dv,
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donde

/ e () 1o (v, L) w (v) dv = / (@11 (0) — e11 (0)) (G2 (0, L) — e13 (v, L)) w (v) do
4 / e11 (v) (@12 (v, L) — e12 (v, L)) w (v) do
+ / (11 (v) —c11 (v)) 12 (v, L) w (v) dv + /011 (v) c12 (v, L) w (v) dv.
(4.61)

Para ello, probaremos que las tres primeras integrales en (4.61) convergen en proba-

bilidad a cero. Pero, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, estas tres integrales pueden
acotarse facilmente por

/(511 (v) —c11 (v)) (12 (v, L) — 12 (v, L)) w (v) dv

- 1/2 1/2
< / (@11 (0) — enn (0)w () do [ / (G2 (0, L) — e13 (v, L)) (1) dv] ,
/ e11 (0) (Gua (v, L) — e1a (v, L)) w (v) do

<| [ el v [t —catopPww ] "
/(511 (v) = c11 (v)) e12 (v, L) w (v) dv‘

< [ @ ® - @rew dv} " [ [ nue dv} v

de modo que, si se verifica (4.60) entonces

)

/811 (v) €12 (v, L) w (v) dv N /011 (v) c12 (v, L) w (v) dv.

A continuacién demostraremos el primer resultado en (4.60).
Lema 4.3.10

Bajo las condiciones (K1),(H3),(p2),(p3),(f1),(v7) y (v8) se tiene

/ (£ () — £ (0)*w (v) dv L 0. (4.62)
Demostracion.

Paso 1. El primer paso consiste en sustituir en la integral la segunda derivada
del estimador presuavizado fI’ (-) por la derivada segunda de su representacion i.i.d.

ﬁ (), y probar que la nueva integral es equivalente en probabilidad a la primera:

/(fff” (0) = £ (0))*w (v) do (4.63)

= / (ﬁ” (v) = f" (v))Qw (v)dv + op </ (ﬁ” (v) — f" (u))Qw (v) dv) ,
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El estimador presuavizado es igual a fF () = fP (-) + en (), de modo que
(20— " 0) = (T @) = £ @)+ 02 +2 (77" ()~ 1 (9) e (0.

Vamos a comprobar que las integrales de los dos iltimos sumandos son de orden op (1).

El término del error e, (-) del estimador presuavizado f! (-) viene dado por
en (£) = /K (t— v)dR (v),

donde Ry, (+) es el resto de la representacion asintética del estimador presuavizado de
la funcién de distribucién. Para calcular la segunda derivada de e, (+), en el paso (a)

efectuamos una integracion por partes, y en el paso (b) un cambio de variable:

6;7{ (t) — Si?)/Kl/ (ZS_T'U> an (/U) (a:) 8_];1\/K/// <t_Tv> Rn (/U) d'U

® S%/K”’ (2) Ry, (t — s2) d=.

2

Para calcular la integral de la esperanza de € (-)°, en el paso (a) aplicamos el

teorema de Fubini, en el paso (b) usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y en el

/ ( / K™ (2) Ry (v — s2) dz) (o) dv]

@ 8—16///15 [Ru (v — 521) R (v — s22)] | K" (20)] | K" (22)| w (v) dz1dzadv

paso (c) extraemos el supremo:

/E [e'é (0)2] w(v)dv = 3_16E

o
<5 [[BIR @ s K ol e [BIR (0= s22)] 2 K" ()]0 (o) dzade

(<C)1 E[R2 (t K" d 2 dv =0 b 1 2
_Etes[gg;] [ () /’ (=)]dz /w(v) v PR ’

donde el orden de la acotacién resulta del teorema 2.4.2 del capitulo 2. Por tanto, por
la desigualdad de Markov y bajo la hipétesis (v8), la integral [ e ()2 w (v) dv es de
orden op (1).

Con respecto a la integral | (f_,f (v)" — f" (v)) el (v)w (v) dv, aplicamos ahora la
desigualdad de Cauchy-Schwarz con respecto a la medida en [0,ty] que tiene como

derivada respecto de la medida de Lebesgue la funcién w (-), de modo que

/(ﬁ(v)"—f" (v)> ep (V)w(v)dv < [/ (f_,!f (0)" — " (U)>2w(v) dv] 1/2

< ( / ¢! (2w (v) dv>1/2.
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S 2
Esta integral es, por tanto, de orden op (f (ff (v)" — f" (v)) w(v) dv) puesto que,
como se comprobé en el paso anterior, [ e, (v)?w (v) dv = op (1).

Paso 2. Probamos ahora que
[T @ =1 w) e =or ). (4.64)

Por el lema 4.3.1, para probar esta convergencia en probabilidad a cero basta
demostrar que las esperanzas E [ Vs " ( )] yE { P ! ()2] son continuas, su valor absoluto

estd acotado, y
im BT 0] =) v Jm B[] =0
La esperanza de la segunda derivada del estimador presuavizado es
B77" (0] = [ K2 (t=v) £ ) do+ B[l (0]

A continuacién comprobaremos que ambos términos son continuos y acotados, y que

el limite cuando n — oo del primer sumando es f” () y del segundo es cero.

En el primer sumando aplicamos un cambio de variable (paso (a)) y sucesivas

integraciones por partes (paso (b)) para un n suficientemente grande:

/s
/K;/(t—u)f(u)du @ 3_12 R ) £t — us) du

-1
® [ ’
= K (u) f" (t — us) du
-1

de modo que, bajo la hipétesis (f1), entonces es una funcién continua, acotada y

lim [ K (t—v) f(v)dv=f"(t).

Por las hip6tesis (K1), (H3) y (p2), la esperanza de o/ (), que es igual a
1 2 1
E[o) (t)] = e z; Ele; (t —vs)] K" (v) dv = 3 /E [e1 (t — vs)] K" (v) dw,
es una funcién continua. Ademds, se puede acotar por
1/2
B (o ()] < B [0 0]
de modo que, por el lema 4.3.7, es acotada y ademds

lim E [a;; (t)ﬂ = 0.

n—oo
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—/
Todo esto permite concluir que la esperanza E { Vi ' ()} es continua, acotada y su
limite cuando n — oo es f” ().

—=/!
La esperanza E [ P )2] se puede descomponer en los siguientes sumandos:

B(Te?) = ([ Ké/(t—v)f(v)dvf

+2 ( / K (t—v) f (v) dv) B (o7, ()] + B o) (0°].

donde [ K (t—wv) f (v)dv es continua y acotada por la hipétesis (f1). Ademds,

n—~oo

Ifm ( [Rr 0= £ w) dw)2w o= [ 1" @)

De este resultado y del lema 4.3.7 se obtiene (4.64), que junto con (4.63), permite
concluir (4.62). m

Pasamos ahora a demostrar la convergencia a cero de la integral
/ (12 (v, L) — 12 (v, L))? w (v) dw,
es decir,
J 1= FF ©) a0 - 5 @) )
— (1= F@®)d (v) = f (v) a (v))]*w (v) dv = 0.

Observacién 4.3.4

Si definimos los siguientes estimadores
ap (1) =: (L= E; (1)) ap (1) y b (1) = [y () (t)

de a(t)=:(1—F(t)d' (t) y b(t) =: f(t) a(t) respectivamente, entonces lo que que-

remos demostrar es
[ 100 0) = 0) = 0 0) = b @) ) do Lo
Desarrollando este cuadrado tenemos que
[ e @) = 0) = 0 (0) b @) () o
- [ =a@)w@dr+ [ (b0 ~b@) e )do
=2 [ (@0 () = a(0)) (0w (0) = b)) (0)
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de modo que, en virtud de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, basta con demostrar

/(an (v) —a(v)?w(v)dv=0p(1) y /(bn (v) =b(v))* w (v) dv = 0p (1),

es decir,
/ (1= FF () o, (v) — (1 = F () o (0)]*w (v) dv 25 0
Y
[ @ an )~ ) @i Lo
Lema 4.3.11

Bajo las condiciones (K1) ,(H3),(H4),(p2), (p3),(f1),(vd), (v7) y (v8) se tiene

/ ’ [(1- EP (v)) oy (V) = (1 = F (v)) o (v)]Qw (v) dv 0. (4.65)

N[0}

Demostracion.

Paso 1. Empezamos eliminando el denominador aleatorio del estimador o, (+) :

/ (1= FF (@) dy () — (1 F (0)) o (v)]> (v) d

2 1—H (v)

“+op </ |:% (1 — Fé) (fu)) ;”/L(U)l__p;{((vv))hx (U) _ (1 _F ('U)) o (7)):| w (7)) d'l}) .

- [[u-rr oy BB o pe)a ] vwa

/

Las funciones o, (+) y «

(
' _lpﬁ(t)hn(t
w1 == 1—H,(t)+2

~—

vienen dadas por

FBROKO g 0RO O @)
1-H ()

~—

(07

respectivamente, y ademads 1,, (t) = py, (t) hy, (t). Teniendo en cuenta las relaciones

/ _ U@ ha @) =, () by, (1)
pn (t) - h% (t) )

i U () B2 (1) = by () iy (8) B (8) = 200, (£) by (8) B () + 200, (E) Py, (1)
pn (t) - h% (t) )

entonces las funciones o, () y o' () se pueden escribir de la siguiente manera:

by LUn (8) = pn () by () roy . 1Y) —p ()R (?)
an() =3 1—H,()++ 7 =3 1—H(@t)

(4.66)

Este primer paso consiste en sustituir el denominador aleatorio 1 — H, (-) + 1/n

de o, (+) por la funcién no aleatoria 1 — H (). Para ello, sustituimos o/, (-) y / (+) por
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sus expresiones dadas en (4.66) (paso (a)), sumamos y restamos un término adecuado

(paso (b)) y desarrollamos el cuadrado (paso (c)):

/ (1 FP (W) d (0) — (1 - F (v) o (v)]*w (v) do

(1= F () R v @y
01 fla-Frw) Zi”};gjzif)fﬁ(” (1_1}_1";[”()5% +1- 1_111["1510()1,)%)
(- P () £ :Z(?Ei)h” (v)] o) de
91 [ (1= rp ) Yol LS
_a-reZ (”i :Z(?Ei)h" (”)] o () dv
e G oL <1LL1 CRCE %>2w<v> 0
P 1 f[o- m oy OB _ 4 0 p 01 0]

< (1 - FP o)) Lol (OIG0) (H (v) - H ()

=1+ 1+ 13.
(4.67)

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la dltima integral en (4.67) I3 es despreciable
si lo son las dos primeras. La despreciabilidad de la segunda integral, I2, se demuestra

a continuacion, y la de la primera, I, se probard mas adelante (pasos 2-3).

Gracias a la desigualdad (4.51) tenemos

sup |Hy () — H ()] + 5

Hn(v)_H(’U)—% < te[0,tn]
1 =
1—H,(v)+1 | H(ty)+ 2 — sup |Hy(8)— H (1)
o tefo,ty]
y por tanto,
Hn(t)—H(t)—% .

=0 2) =op(1). 4.68

ocraty | 1— Hyp()+1 P(" ) op (1) (4.68)
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Esto permite acotar la segunda integral en (4.67) de la siguiente manera:

ty "U—nU;»/LU2H7LU_HU_%2
12:1/ (1—Ff(v))2< o )1—pH((u))h ()> < 1(_)Hn(v)(l% ) W)@
<sup
0<t<ty

2
(4 ()~ pu (0) Bl (1)
n n n d
) / (P ) @
de modo que es de orden

L[ (4 () = pu (0) iy (0)
Op| - L L dv | .
P(n/ (B ) e
Mediante cdlculos andlogos a los usados en los lemas 2.2.24 y 2.2.25 de Lépez de
Ullibarri (2004), esta integral verifica

/tH <w <v>1—_p2<3)h;; (v) ) ") dv = 0 (1),

£

y por tanto Iy = op (1).

La despreciabilidad de I; se hard en dos etapas (pasos 2 y 3); en la primera de las
cuales se aproxima la expresion ! () — p, (-) b (-) que aparece en el integrando por
su andloga poblacional 9" () — p(-) A" (-), y en la segunda se aproxima el estimador

de la funcién de supervivencia 1 — FX (-) por la funcién teérica 1 — F (-).

Paso 2. En este paso se demostrard que

L] [0- 2 ) 020y _p () )50

(
_1 — v)) — (1 —F (v ¥ () —p () ' (v) w (v) dv
—1 [ (0= Fr o) - = p ) G =R 04
o (/<[(1—F5(u))—(1—F(v))] v (”i:%@(’x (”)> w(v)dv).

Puesto que el estimador p,, () tiene un denominador aleatorio, a continuacién se

descompone la expresion 9 (-) — p, (-) 1 (-) de la siguiente manera:
U (8) = pa (8) by (8) =47 (8) = p () B (8) + (¥ (8) = 4" (1)) —p (1) (hyy (8) — R (1))
— (U (0) = @) R () R (1) +p (t) (hen () — 2 () B (£) R ()
+ (a (t) = p (1)) [(hn (t) = R () B (t) A7 (t) — (hyy (8) — B (1))] -

Asi pues, podemos escribir lo siguiente:
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" _ DB (v ”U—U"UQ

o S =
e B st g
L= L 0) ) 7 A st ) = (= F () =R )

" () — B (v 2
(= FL 0) 0 0) =0 0) | e ot 0 = 2 ) w o ae

Desarrollamos el cuadrado, de modo que tenemos las tres siguientes integrales

" — (o) k" (v //U_U//UQ
1] Ja-rr ) EO=LOEO 1 py LU OLOT, ),

w1 [ 0= rr o) 2 -k ) o) 2R

wz(v)_w(v) h,/(U)+(1—FP(U))p( )hf(Ln('U)—h(U) h/l( )

) ’ (- H ()
(1 B 0) G 0) - p(0) (10 ) - B
vy [ 0= B ) PR g SRR
<o) YO 1)y )
— (1= B () 7= )+ (1= B 0) p o) 7 s o)
(1= ) (0 ©) = p(0) (A= o) = 2B o) o
Zijl-i-iJQ-i-%Jg.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la tercera integral, J3, es despreciable si
lo son las dos primeras. La despreciabilidad de la integral J, se va a demostrar a

continuacién, mientras que la de la primera, Jp, se verd en el paso 3.

Para demostrar que Jo es despreciable, de nuevo por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz basta demostrar que la integral del cuadrado de cada uno de los sumandos es

de orden op (1), es decir, demostrar la despreciabilidad de las siguientes integrales:
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[a-rrwy (—%1@ o) ()
- [ o (B
AR, (h(vﬁ (<)>>>2h"” wlv)d

—h(
— H

+/(1—F;j (©))* p* (v) (hh” “U))) B (v dv

(v) ( (v)
+/(1—F,{’(v))2(pn(v)—1>(”)) (hf(LZ) 2)1) ((Uv)))

- [ B ) 0n @) - p? (B O

La idea consiste en aplicar la generalizacion de los resultados de Silverman (1978) y

) w (v) dv

) B (v)w (v) dv

Mack y Silverman (1982) al caso de las derivadas de orden k de las funciones de

regresiéon y densidad:

sup [ul (1) — ) (] = op (1P +n V22 (10gh)2) (469)
sup ‘hg“) (t) — bk (t)‘ = Op <b2 + L2yl 2k (log £ )1/2) (4.70)
teR
y
sup |p® () — p®) (t)‘ =0Op (n_1/2b_1/2_k (log 7 )1/2> (4.71)
te[0,t ]

Bajo las condiciones (H4) y (p2), las funciones h” (-) y p” (+) estdn acotadas, y por
(v7) se tiene nb® (Iog %)_1 — 00, de modo que las integrales del desarrollo de J> son

despreciables, y por tanto también Js.

Paso 3. En esta iltima etapa de la demostracién se probara que

1 (10 mr @) - a-re)) SRR a0 ).

Esta integral es igual a [ o/ (v)? (B (v) - F (v))2 w (v) dv, y dado que

Ey (1) = FL (1) + Ra (t) = F (1) +

entonces
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donde

i=1

/ (% > i (v) + Ra <v>)2w<v> v

1 n

:/<—Z€i(7))>2w(v)dv+/R,%(v)w(v)dv+21Xn: & (v) Ry, (v)w (0) do.

ni=1 n =1

La segunda integral es de orden op (1) al ser, bajo (v8), sup;c(o ¢,,] |R2 ()] =0(1)
de forma casi segura, mientras que por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la tercera
es también despreciable si lo son las dos primeras. Pasamos a demostrar ahora que la

primera integral es despreciable.

Al tratarse de una sucesién de variables aleatorias positivas, basta demostrar que
su esperanza tiende a cero. Descomponemos su esperanza en dos sumandos, segin los

indices ¢ y j sean iguales o no:

/(

n(n—1)

E %Z; & (v)) w (v) dv] = /E [e1(v)]Ele2 (v)]w (v) dv

—}—l /E [5? (v)] w (v) dv.

n

Por el lema 4.3.2, podemos concluir que la integral / CDI= (v))Qw (v) dv es

de orden op (1). De todo ello se sigue el resultado del paso 3. Dicha expresién, junto

con la del paso 2y (4.67), permite concluir (4.65). m
Para demostrar la convergencia en probabilidad de ¢ (+) a ¢ (+), falta probar que
P 2 P
[ @) = 1@ aw) o @ Lo

En el primer paso, aproximaremos en la integral el estimador presuavizado I’ (-) por

su representacion asintética fP (), y en el segundo aproximaremos a, (-) por o (-).

Lema 4.3.12
Bagjo las condiciones (K1),(H3),(p2),(p3),(f1),(©5), (7)) y (v8) se tiene

/ (FF (0) an (0) — f () @ (0))* w0 (v) dv > 0. (4.72)

Demostracion.

La demostracién es totalmente andloga a la del lema 4.3.10.
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Paso 1. Empezamos eliminando el denominador aleatorio del estimador a,, (+):

[ @an) = f@aw)
v " 2

- [ (G [ ‘_p” Db~ f ) o)

t+op </< £ (v / U ( (w))h"( )dw—f(v)a(v)>2w(v)dv>.

Esta igualdad es inmediata al aplicar (4.66) y (4.68).

Paso 2. En este paso se demostrard que

/<1f,f(v)/v Y (w) = pn (w) hia (w )dw_f(v)a(v)>2w(v)dv

w)

H (
i o e

+or ( / [(f,f w1 [ AR dv) .

Bajo las condiciones (H3) y (p2), realizamos las mismas descomposiciones que en la

demostracién del lema anterior, y aplicamos los resultados (4.69)-(4.71).

Paso 3. Por tltimo, probaremos que

i/[( /‘/’" g ))h"( )dwrw(v)dv:o}a(l). (4.73)

Por (4.66), esta integral es igual a

[ =107 we@d = [ ([T0)-1o) 60w
+/eg (v) a2 (v) w (v) dv+2/(ﬁ(v)—f@)) en (v) @2 (v) w (v) dv.

Aplicando los resultados de los lemas 4.3.1, 4.3.5 y 4.3.6 y el teorema 3.2.1 se tiene
(4.73), y por tanto, (4.72). m

4.3.2. Estudio de simulacién

En este estudio de simulacién, en el que hemos considerado los cuatro modelos
simulados en los capitulos anteriores, se investiga el comportamiento préctico de los
selectores de las ventanas plug-in del estimador presuavizado, f (-), en comparacién

con el selector plug-in del estimador tipo nticleo con pesos de Kaplan-Meier, f,f(M (+).
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El selector tipo plug-in de la ventana considerado para el estimador fX™ (.) ha

sido el propuesto por Sanchez Sellero, Gonzalez Manteiga y Cao (1999) en el contexto

mads general de censura aleatoria por la derecha y truncamiento por la izquierda:
1/5
1— FKM 2
CK/ ("7(1})> w (v) dH} (v)
KM _ 1 — Hy (v) n-1/5

- Hn (
dz E’(U)Qw(v)dv

(4.74)

donde H} (t) = IS 1z,<t5.=1y es el estimador empirico de
H' t)=P(Z<t,6d=1),y jZ’ (+) es la segunda derivada del estimador tipo nicleo de

la funcién de densidad f (-) con ventana g.

Obsérvese que este selector necesita inicamente una ventana piloto g para estimar
la integral que aparece en el denominador de s puesto que las estimaciones que
figuran en el numerador pueden hacerse sin suavizacién. La parte dominante de la

ventana piloto g que minimiza el error cuadritico medio

(/ 7 ()2 (v) dv — / P dv) 2]

depende del signo de la integral [ f” (v) f® (v)w (v) dv (ver teorema 2.3 de Sénchez
Sellero, Gonzélez Manteiga y Cao (1999)). Si dicha integral es negativa se obtiene

E

un orden mejor de convergencia. En este estudio de simulacién, hemos considerado las
mismas funciones de peso w (-) para cada modelo que en capitulos anteriores. En todos
los casos dicha integral es negativa. La parte dominante de la ventana piloto g es, en

este caso,
1/7

o / (i—_—fz((z))f @) dH () 17

dKl/f’” (v)?w (v) dv

g= (4.75)

con i, = [ KY (v)? dv, siendo K (-) una funcién nicleo que puede ser, en principio,
diferente a K ().

La expresion de la ventana piloto, g, dada en (4.75) ha sido estimada sustituyendo

las integrales por estimaciones de ellas:
1/7
[ (L= E <v>>2
e — ) wv)dH} (v)
! / ( 1 — Hy(v) -1/

dx, /f’” (v)?w (v) dv

g=
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donde f () ha sido estimada suponiendo un modelo paramétrico, en concreto, una

mixtura de tres lognormales. El nicleo K (+) usado ha sido el gaussiano.

Para obtener el valor de las ventanas plug-in del estimador presuavizado fI ()
se han de estimar las funciones F (), f (-), /" (), H(),h (), (), (),p(),p" (")
y p” (+). Aunque para cada estimacion seria necesario una ventana piloto diferente, ex-
cepto para la funcién de distribucién H (-), que se ha estimado por su versién empirica

H, (), se han considerado tnicamente cuatro ventanas piloto.

La primera ventana piloto, by, se ha estimado por validacién cruzada, y se ha
usado para estimar la funcién p (-) mediante el estimador de Nadaraya-Watson p,, (),
sus derivadas primera y segunda y, a partir de pj, (-), el estimador presuavizado F (-).
Con la segunda ventana piloto, llamada by, se han estimado la funcién de densidad

h(-) y su derivada primera h’ (). La expresién de esta ventana piloto es

1/7

b = — nU7, (4.76)
dx / W (v)% w (v) dv

que corresponde con la ventana asintéticamente éptima para estimar la curvatura de la
funcién de densidad h (-) (ver Cao et al. (1994)). La integral del denominador ha sido
estimada paramétricamente suponiendo que h () sigue una distribucién de Weibull.
La tercera ventana piloto, sg, se usé en la estimacién presuavizada de la funcién de
densidad, f (-), a partir de F,I’ (-). Su expresion es andloga a (4.76), donde la derivada
tercera de la funcién de densidad f (), que aparece en el denominador, ha sido estimada
suponiendo el mismo modelo paramétrico que en la estimacién de la ventana g, es
decir, una mixtura de tres lognormales. Los pardmetros del modelo supuesto para f (+)
han sido estimados por el método de maxima verosimilitud ponderada por los pesos
presuavizados con ventana by. Finalmente, la funcién f” (-) ha sido estimada con el

método niicleo y la misma ventana ventana piloto, ¢, que se usé en el calculo de s5M.

Se han simulado m = 500 muestras diferentes de los modelos 1-4 con tamanos
muestrales n = 50,100 y 200 con el nicleo de Epanechnikov. Una vez estimadas
las funciones involucradas, se calculé v, (L) = (¢1 (L) ¢ (L))l/ ® donde ¢ ()ye()
vienen dadas por (4.31) y (4.32) respectivamente, y para cada muestra se ha calculado
el valor L que minimiza 1, (). Aunque los modelos 2-4 presentan una eficiencia teérica
de tercer orden, y para ellos el valor asintéticamente 6ptimo es Ly = 0, para cada

muestra de los tamanos simulados se obtuvieron siempre valores L > 0.

A partir de dicho valor para la constante L, las ventanas plug-in consideradas han

sido:
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BN
o (L) L
é\P = — o~ n_1/5 y bP = L X /S\P.
42, (L)

Cuando no se presuaviza en absoluto, es decir, cuando b = 0, y teniendo en cuenta
la observacién 4.1.4, las ventanas de suavizado AM [ SFE para el estimador presuavizado

fF () y para el estimador con pesos de Kaplan-Meier fXM (.) coinciden.

En la figura 4.7 pueden verse los diagramas de caja de las ventanas de presuavizado,
s y b, plug-in, calculadas para m = 500 muestras diferentes de los modelos 1-4 con
tamano muestral n = 100. Las lineas horizontales senalan el valor de las ventanas
MISE (linea continua) y AMISE (linea discontinua). En todos los modelos, excepto
en el modelo 4, la ventana plug-in de suavizado, s, es sesgada con respecto a las
ventanas teéricas MISE y AMISE. Las ventanas plug-in de presuavizado, b, son
también sesgadas con respecto a baarrsg, aunque se aproximan mads a las ventanas

c')ptimas bMISE‘ .

Para estudiar el efecto de este sesgo en la estimacién final de la densidad se ha
calculado, para cada una de las m = 500 muestras, el error cuadrético integrado

(ISE) del estimador presuavizado f!” (-) con ventanas plug-in, 87 y [
2
ISE (£330 0) = [ (00 0= £ @) w (@),

y se ha comparado con el del estimador suavizado de Kaplan-Meier fX (.) con ven-
tana plug-in %M.

En la tabla 4.2 se pueden ver, para cada modelo y para cada tamano muestral, la
eficiencia relativa del estimador de Kaplan-Meier, f5M (.), con respecto al estimador

presuavizado f,f (+), calculados ambos con sus respectivas ventanas plug-in:

MISE( 5P bP ())
MISE ( U (.))

REKMP( bP AKM)

)

donde el MISFE se ha aproximado por la media muestral de los valores de ISF en las

m = 500 muestras:

m
MISE (f7 e () = BISE (f7 00 ())& 1 S ISE (170050 ()
Valores de REXMP (.. .) menores que 1 indican una mayor eficiencia del esti-
mador presuavizado f£ (-) con respecto a fXM (.) cuando para su célculo se usan las

estimaciones de las ventanas éptimas mediante los selectores de tipo plug-in.
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MODELO 1

0.4 1 2.0 1
1.5 7
0.3 1
1.0 7
0.2 7
0.5 7
0.1 1 JE— 0.0 1 #
Ventana s Ventana b
MODELO 2
0.4 1
0.6 7
0.3 1
0.4 1
0.2 1
0.2 3
0.1 1
0.0 7
Ventana s Ventana b
MODELO 3
0.20 7 0.20 7
0.15 0.15 7
0.10 7 0.10 7
0.05 0.05 1
0.00 0.00 7 J_‘
Ventana s Ventana b
MODELO 4
0.4
0.8
0.3
0.6 1
0.4
0.2 | |
0.2
0.1 —_— ;
] R
0.0
Ventana s Ventana b

Figura 4.7. Diagrama de caja de las ventanas s y b plug-in para los modelos 1-4 con
tamano muestral n = 100. Las lineas horizontales senalan el valor de las ventanas M ISE

(linea continua) y AMISFE (linea discontinua).
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Tabla 4.2 Eficiencia relativa del estimador con pesos de Kaplan-Meier fXM (.) con respecto

al estimador presuavizado fTJLD (+), calculados ambos con sus respectivas ventanas plug-in.

MODELO | n=50 n=100 n =200
1 0.674 0.617 0.563
2 0.901 0.879 0.876
3 1.220 1.130 1.028
4 0.946 0.972 0.996

A pesar de los sesgos observados en la figura 4.7, esta eficiencia relativa es, para
cualquier tamano muestral, menor que 1 en los modelos 1, 2 y 4. Esta mayor eficiencia
de fP () es llamativa, sobre todo, en el modelo 1, para el que la eficiencia relativa
(en tanto por ciento) de fF (-) es, aproximadamente, de un 150 % para n = 50, y
aumenta con el tamano muestral. Esto, sin embargo, no es de extranar, puesto que en
el modelo 1 el estimador presuavizado presenta una eficiencia tedrica de primer orden

con respecto al estimador fEM (.).

Para el resto de los modelos, en los que la eficiencia teérica de f (-) es de tercer
orden, la eficiencia relativa REXM:P (. . ) tiende a 1 a medida que aumenta el tamafio
muestral. Aunque el estimador presuavizado f!” (-) es més eficiente que fX () en los
modelos 1, 2y 4, no es asf en el modelo 3 (aunque este efecto se mitiga cuando aumenta
n). Esto puede ser debido al sesgo del selector de la ventana de suavizado s tipo plug-in

(ver figura 4.7).

Para cada muestra se ha calculado la eficiencia relativa del estimador de Kaplan-
Meier, fEM (), con respecto al estimador presuavizado, fI (), en términos del ISE
cometido, es decir,

ISE(f7 50 ()

)

1SE (f53, ()

KM,P (~P 7P. KM\ _
RE;¢p (s ,bs )—

Valores de RE};%’P (+,+,-) menores que 1 indican que, para cada muestra, el estimador
presuavizado comete un menor error ISFE que el estimador con pesos de Kaplan-Meier.
La figura 4.8 muestra las estimaciones de Parzen-Rosenblatt de la funcién de densidad
de REFS%[’P (+,+,-) a partir de los m = 500 valores observados, con ntcleo gaussiano
y selector de ventana de Sheather-Jones. Se puede ver, claramente, que el estimador

presuavizado, fI" (-), es més eficiente en términos de ISE que el estimador fE5M (.).
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MODELO 1 MODELO 2
127
157
107
0.8
1.0
0.6
041 051
0.2
0.0 ~f T T T T 0.0 T T T T T
0.0 05 10 15 20 25 0 1 2 3 4 5
MODELO 3 MODELO 4
157 157
107 107
0.5 57
0.0 T T T T T 0 T T T T y
0 1 2 3 4 5 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 105

Figura 4.8. Estimaciones de Parzen-Rosenblatt de las funciones de densidad de la eficiencia

relativa RE};AE{’P (+,+, ) para m = 500 muestras de tamafio n = 100 de los modelos 1-4.

Aunque, como se vio en esta seccion, el selector de las ventanas de tipo plug-in
es consistente en probabilidad, para tamanos muestrales relativamente pequenos se
hace necesario estimar adecuadamente todas las funciones implicadas en la expresién
de las ventanas AMISE con el fin de aproximar suficientemente bien las ventanas
plug-in a las ventanas AMISFE vy, por tanto, a las ventanas MISE. Esto implica la
correcta selecciéon de ocho ventanas piloto. Es por ello que, con el fin de evitar parte
de estas estimaciones piloto que pueden dar lugar a errores en la estimacion final de
las ventanas, proponemos en la siguiente seccién otros procedimientos para seleccionar

dichas ventanas basados en el método bootstrap.
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4.4. Selectores de las ventanas de tipo bootstrap

Como se definié con anterioridad, las ventanas M ISFE son aquellas que minimizan
el error cuadrético medio integrado de f£ (-). Usando la notacién clasica del método

bootstrap es, por tanto, de gran interés conocer la distribucién de la variable aleatoria

Ry (X, F) = / (F7 (0) — f ) w (v) do,

¥, en concreto, su media. El método bootstrap aproxima la distribucion de R, ) (X, F)
por la distribucién en el remuestreo de R* = Ry, ) (X*, F,), es decir, de la variable
aleatoria resultante de sustituir en Ry y) (X, F') la distribucién teérica F'(-) por una
estimacién Fy, (+), y la muestra observada X por la remuestra bootstrap X* obtenida a
partir de F}, (-). La técnica més usada para aproximar la distribucién de R* es mediante
Montecarlo, generando B remuestras X7j,..., X} de tamafio n a partir de F, (-) y
aproximando la distribucién en el remuestreo de R* por la distribucién empirica de
R} =Rsp) (XI, Fn) - R = Rysp) (X5, Fr).

En resumen, la idea general de los selectores de la ventana bootstrap consiste en
estimar la funcién MISFE mediante remuestreo, y obtener las ventanas que minimizan
esta aproximacién. Aunque este método estd basado en el método de Montecarlo, y por
tanto requiere célculos intensivos, presenta la ventaja de que no necesita hipétesis sobre
el mecanismo que genera los datos, es decir, sobre la funcién de densidad desconocida
f(-) (ver Efron (1979), Hall (1992) y Efron y Tibshirani (1993) entre otros).

El mecanismo de remuestreo ha de adaptarse a cada contexto particular. Asi, en
una situacién de datos censurados, Efron (1981) introduce dos métodos de remuestreo
conocidos como bootstrap simple y bootstrap obvio, ambos equivalentes (para mas
detalle, ver Reid (1981), Akritas (1986) y Cao (1988)). Si ademds se asume que la
muestra X proviene de una variable aleatoria con funcién de densidad f (+), es necesario
utilizar un remuestreo bootstrap suavizado para aproximar adecuadamente la parte del
sesgo de la funcion MISE (ver Marron (1992)). Esto implica obtener las remuestras
X* de algin estimador adecuado de f(-) en lugar de remuestrear de la distribucién

empirica F), (+).

En el contexto con datos censurados que provienen de una distribucién con fun-
cién de densidad, Gonzdlez Manteiga, Cao y Marron (1996) proponen tres planes de
remuestreo diferentes, segin el orden en que se llevan a cabo la suavizacién y la cen-
sura: el remuestreo suavizado-censurado SC, versién suavizada del remuestreo de Efron
(1981), en el que primero se remuestrea de una estimacién suavizada de la distribu-

cién de los datos X, y posteriormente se introduce el mecanismo de censura, y los
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remuestreos censurado-suavizado CS1 y CS2, ambos equivalentes, en los que primero

se generan remuestras censuradas, y después se realiza la suavizacién.

En los siguientes apartados se adaptan los remuestreos SC' 'y CS2 al contexto pre-
suavizado, en los que la suavizacién consiste en remuestrear del estimador presuavizado
dela densidad f7 (-) en lugar del estimador Kaplan-Meier suavizado fX (.). Se propo-
nen dos remuestreos suavizado-censurado presuavizados: SCI1 y SC2, y un remuestreo
censurado-suavizado CS. Ademds, en el estudio de simulacién de la siguiente seccién,
compararemos estos cuatro remuestreos con dos remuestreos no suavizados, que lla-
maremos SP (simple presuavizado) y OP (obvio presuavizado), y que en la practica

dan también buenos resultados.

4.4.1. Remuestreos bootstrap para datos con censura

Los métodos de remuestreo suavizado-censurado SC1 y SC2 que proponemos son
una versién presuavizada del método SC introducido por Gonzdlez Manteiga, Cao
y Marron (1996). En este remuestreo se intenta introducir la suavizacién tan pronto
como sea posible, en un caso estimando la funcién de densidad de las variables Y y
C mediante los estimadores presuavizados fI (-) y g2 () respectivamente, en lugar
de los estimadores Kaplan-Meier suavizados, y generando posteriormente remuestras
de dichos estimadores (Remuestreo SC1), o bien de la estimacién no paramétrica de
la funcién de densidad de los datos observados (Remuestreo SC2). Las remuestras

bootstrap se obtiene de acuerdo a los siguientes procedimientos:
Remuestreo SC1
1. Construir los estimadores presuavizados f! (-) y g£ (-) de las funciones de den-
sidad de las variables Y y C' respectivamente.

2. Generar remuestras, de forma independiente: Y;* ~ fF (:) y Cf ~ gF’ (), para

1=1,...,n.
3. Contruir Z} =min(Y;*,C}) y §; = l{y‘*<c*} parai=1,...,n.
Remuestreo SC2

1. Construir el estimador suavizado de Parzen-Rosenblatt, h, (-), de la funcién de

densidad de la variable observada Z.
2. Generar la remuestra bootstrap {Z;}}" ; a partir del estimador suavizado h,, (-).

3.  Generar la remuestra bootstrap {d; };~; de modo que la distribucién de §; condi-
cionada a Z = ¢ sea una Bernoulli de pardmetro py, (t), siendo py, (-) el estimador

de Nadaraya-Watson.
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La notacién CS del siguiente remuestreo hace referencia al hecho de que la parte
de la censura se realiza antes que la de suavizacién. La idea consiste en modificar el

remuestreo propuesto por Efron (1981) para incorporar la suavizacion.

Remuestreo CS

1. Construir los estimadores presuavizados de la funcién de distribucién de Y y C,
EY () y Gy ().

2. Generar remuestras, de forma independiente: Y;* ~ FI' (.) y CF ~ GF (-) y cons-
truir ZZ* =min (Y;*,C}), parai=1,...,n.
3. Hacer Z; = Z* + sV;, siendo V; una variable aleatoria con densidad K (-).

4. Construir 6; = l{y_*<c$} parat=1,...,n.

Asimismo hemos considerado dos métodos de remuestreo sin suavizar, llamados SP
y OP. De ellos, el llamado OP es la versién presuavizada del método obvio propuesto
por Efron (1981), mientras que el método SP es la versién presuavizada del método

simple.

Remuestreo SP

1. Construir el estimador empirico de la funcién de distribucién H, (-) de los datos
observados {Z;}} ;.

2. Generar muestras {Z;}" | a partir de H, (-), es decir, utilizando muestreo con

reemplazamiento y masa de probabilidad 1/n en cada valor observado Z;.

3. Generar la remuestra bootstrap {4; };~; de modo que la distribucién de §; condi-
cionada Z =t es una Bernoulli de pardmetro p, (), siendo py, (-) el estimador

de Nadaraya-Watson de la funcién p ().
Remuestreo OP

1. Construir los estimadores presuavizados de la funcién de distribucién de Y y C,
EY () y Gy ().

2. Generar muestras, de forma independiente: Y;* ~ FF (\) y Cf ~ GI (-) para

i=1,...,n.

3. Contruir Z =min (Y;*,C}) y §; = 1{Y‘*<C*} parai=1,...,n.
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Observacién 4.4.1
Los dos métodos no suavizados, SP y OP, son equivalentes si, a la hora de construir
los estimadores presuavizados de la funcién de distribucion de Y (andlogamente para

C), se considera el estimador

1 Pn(Z(i))
Ff(2)(t) =1 H (1— n——z—l—1>

Zst
en lugar de
pn(Z3))
FP@)y=1- l—— .
n (1) H ( n—i+ 1)

En ese caso, el producto de los estimadores presuavizados de las funciones de super-
vivencia 1 — F (1) y 1 — G (-) coincide con la supervivencia empirica de la variable

observada 1 — H (-), es decir,
(1 — FP® (t)) (1 — GP@) (t)) —1-H,(t).
Obsérvese que ambos estimadores son asintdticamente equivalentes, ya que
EP (t) = FY®) (1) = Op(n™").

Sea cual sea el procedimiento para obtener las remuestras bootstrap, las ventanas

bootstrap se calculan siguiendo los pasos:

1. Definir el andlogo bootstrap del estimador presuavizado de la densidad:

£ () = / Kot - v)dFF* (v)

con ventana de suavizado s, donde

. Pn(Z) ) = b '
o=t 1l (1‘m v e (%) == (Zf —Z”‘>

7
Z¥\ <t
oS K
— 2

con ventana de presuavizado b.

2. Obtener la versién bootstrap del MISE (fF (-)):

MISE (157 () =8| [ (" @) = £ @) )]
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En la préctica, se usa una aproximaciéon de Montecarlo, calculando el promedio

de los valores que toma la funcién

ISE* (f7* () = / (F7* (v) — 7 (0))* w (v) dv

en un nimero B de remuestras:

1

MISE* (ff* () ~ B

HMU;

/ (FF () = fF (0))" w (v) do.

3. Calcular el par de ventanas (s,b) que minimizan la aproximacién de
MISE* (fF* ().

En la siguiente seccién se lleva a cabo un estudio de simulacién en el que se com-
probard el comportamiento en la practica de los diferentes planes de remuestro en la

seleccién de los pardmetros ventana s y b.

4.4.2. Estudio de simulacién

Para implementar los selectores bootstrap de las ventanas, hemos aproximado la
funcién MISE* (fI* (-)) mediante la media muestral de ISE* (fI* ()):
P 1 B P
MISE* (fi* (1) ~ = Z ISE* (35 ()

=1

D:J

1 B 2
- 32 [ @ - e ewd

U:J

calculado con B = 500 remuestras de tamano n = 100 de los cuatro modelos consid-
erados en estudios de simulacién previos, y hemos obtenido las ventanas s* y b* que

minimizan dicha aproximacion.

Nétese que se necesitan dos ventanas piloto, sg y by, para calcular fI (). La ven-
tana piloto de presuavizado, by, se usara para calcular el estimador p,, () de Nadaraya-
Watson y, a partir de p, (-) obtener, si el método de remuestreo lo requiere, las esti-
maciones presuavizadas de la funcién de distribuciéon FF () y GE (-). Esta ventana se
obtuvo aplicando validacién cruzada (ver Stone (1974)). La expresién de otra ventana
piloto, la de suavizado sg, es exactamente igual a la usada en el estudio de simulacién

para las ventanas plug-in, es decir

1/7

1K _
n 1T,
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Tabla 4.3. Porcentaje de veces que MISE* (f1* (-)) no presenta un mimimo local, b*,

para cada remuestreo, en los modelos 1-4.

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 Modelo 4

SP 39.6 10.0 27.95 2.8
opP 42.4 17.0 13.62 31.6
SC1 57.0 224 14.89 234
SC2 46.2 11.4 19.80 154
cSs 63.2 19.8 23.87 35.0

donde la derivada tercera de la funcién de densidad f (-), que aparece en el denomi-
nador, ha sido estimada suponiendo una mezcla de tres lognormales, cuyos pardmetros
han sido estimados por el método de maxima verosimilitud ponderada por los pesos

presuavizados calculados con ventana bg.

En el plan de remuestreo SC2 los datos Z se obtienen del estimador de Parzen-
Rosenblatt, h, (), de la funcién de densidad de la variable observada, Z. Para su
construcciéon hemos considerado una tercera ventana piloto b;, obtenida al aplicar a
los valores observados {Z;}; ; la férmula (4.76), andloga a la expresién de la ventana
S0, pero sustituyendo la estimacién pertinente de f”’(-) por la de A’ (). De nuevo
hemos supuesto un modelo paramétrico para la densidad, h (), en este caso una dis-
tribucién de Weibull cuyos pardmetros han sido estimados también mediante méxima

verosimilitud.

A diferencia del método de estimacién de las ventanas tipo plug-in, el método boot-
strap requiere, dependiendo del remuestreo, la estimaciéon de dos o, a lo sumo, de tres
funciones poblacionales que involucren suavizado: la funcién p (-), con cuya estimacién
prn () se calcularan las estimaciones presuavizadas de F'(-) y G (-), y finalmente las
funciones de densidad f(-) y h ().

En el caso de la ventana de presuavizado b*, para algunas muestras la funcién
MISE* ( ff * ()) no presenta un minimo local dentro del intervalo de biisqueda. Estos
intervalos han sido [0.1,2.5],[0.05,0.7] ,[0.01, 1] y [0.005,0.3] para los modelos 1-4 res-
pectivamente. La frecuencia con que ocurre esto depende del remuestreo y del modelo
considerado (ver tabla 4.3). Este porcentaje se puede considerar alto en el modelo
1, pero esto es légico, puesto que en dicho modelo la funcién p(-) es practicamente
plana, de modo que cualquier ventana b suficientemente grande proporciona buenas

estimaciones py, (+).
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Las figuras 4.9-4.12 representan la estimacién no paramétrica de Parzen-Rosenblatt
de la funcién de densidad de las ventanas bootstrap s* y b*. La ventana de suavizado
usada ha sido la propuesta por Sheather-Jones. La linea vertical indica el valor de la

correspondiente ventana MISE.

En el modelo 1 se observa un ligero sesgo de la ventana de suavizado bootstrap s*.
Esto es debido a que en ese modelo la funcién de densidad teérica f () presenta una
asintota en ¢t = 1 (ver figura 4.1), y por tanto es muy dificil de aproximar mediante un
modelo paramétrico de una mixtura de lognormales. Esto produce infraestimaciones

en la ventana piloto sg y, en consecuencia, ventanas bootstrap s* ligeramente sesgadas.

Por otra parte, las ventanas de presuavizado bootstrap b* presentan cierto sesgo
en los modelos 1, 2 y 4. Esto, sin embargo, no influye demasiado en la estimacién final
de la densidad, puesto que la eficiencia de ff () depende principalmente de la eleccién

de la ventana s.

Los métodos de remuestreo bootstrap que parecen proporcionar ventanas més pré-
ximas a las ventanas M ISFE son los remuestreos SP y SC2. Ambos tienen en comun,
a diferencia de los cuatro métodos restantes, la forma de remuestrear los valores J;.
Estos valores se generan de modo que la distribucién de d; condicionada Z} =t sea
una Bernoulli de pardmetro p,, (t), siendo py, (+) el estimador de Nadaraya-Watson. En
los demds métodos de remuestreo los valores 0 se generan como 6 = lyy«ccsy. Es
llamativo el buen comportamiento del remuestreo SP al no ser un método suavizado.
Aunque, en principio, este método no deberia resultar adecuado para imitar el sesgo,

posiblemente la existencia de presuavizacion en el remuestreo mitigue este efecto.

Se ha aproximado MISEFE (s,b), el error cuadrético medio cometido al estimar f ()
mediante ff () con la ventana de suavizado s y de presuavizado b, mediante la media

muestral de ISE (fF (-)) calculado con m = 500 muestras:

m

S ISE (s,b)

1
MISE (s,b) =~ —
=1

Para cada par de ventanas bootstrap (s}, )., se ha calculado el cociente

MISE (s*,b7)

1771

~ MISE (sm1sE, baise)

¢i 3 = 1, Lo,
donde (syrrsE, barrse) son las ventanas que minimizan MISE (f,f ()) Estos valores

se han usado para aproximar la funcién de densidad de la variable aleatoria

MISE (s*,b%)

= = 8*,b* +1
MISE (symise, bvise) 4 )

(0
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Figura 4.9. Estimacion de la funcién de densidad de las ventanas bootstrap s* y b* para el

modelo 1. La linea vertical indica el valor de la correspondiente ventana MISE.
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T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Ventana s

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Ventana b

Figura 4.10. Estimacién de la funcién de densidad de las ventanas bootstrap s* y b* para

el modelo 2. La linea vertical indica el valor de la correspondiente ventana MISFE.
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oP
SC1
SC2
CSs

0.2 0.3 0.4
Ventana s

0.2 0.3 0.4
Ventana b

Figura 4.11. Estimacién de la funcién de densidad de las ventanas bootstrap s* y b* para

el modelo 3. La linea vertical indica el valor de la correspondiente ventana MISFE.
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12

0.0
Ventana s

0.2 . 0.4
Ventana b

Figura 4.12. Estimacién de la funcién de densidad de las ventanas bootstrap s* y b* para

el modelo 4. La linea vertical indica el valor de la correspondiente ventana MISFE.
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Figura 4.13. Funcién ¢ (-, -) para los modelos 1-4.

Asimismo, también se calcula la funcién

& (s,b) = MISE (s,b) = MISE (sy1sE, buise)
e MISE (smrse, byvise) ’

que representa la pérdida relativa de eficiencia en la estimacién presuavizada de la
densidad, en términos de MISE ( r ()), cuando se usa el par de ventanas (s,b) en

lugar de las ventanas 6ptimas (sy7se, barse) -

Para comprobar cémo afecta la distribucién de las ventanas bootstrap (ver figuras
4.9-4.12) al valor de MISE (fF (-)) se ha realizado un gréfico de contorno de la fun-

cién ¢ (-,-) con su valor en una rejilla de ventanas (s,b). En la figura 4.13 se puede
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Figura 4.14. Estimacién no paramétrica de la funcién de densidad de 1 con los cinco

remuestreos distintos para los modelos 1-4.

comprobar que la regién que representa el soporte de las funciones de densidad de s*

y b* para cada modelo se corresponden con valores de ¢ (-, ) no demasiado altos.

La figura 4.14 muestra las estimaciones de Parzen-Rosenblatt de la funcién de
densidad de la variable 1 calculadas con ventana de Sheather-Jones con los m = 500
valores obtenidos al evaluar ¢ (-,-) en los m pares de ventanas bootstrap (s, bj)?ﬂg,
obtenidos a su vez con los cinco remuestreos distintos propuestos. Puesto que la va-
riable 1 estd acotada inferiormente por 1, el estimador cldsico de Parzen-Rosenblatt
no es consistente en un entorno del punto z = 1. Para asegurar que la estimacién no

paramétrica de la funcién de densidad de i tome el valor cero en x < 1 hemos usado
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MODELO 1 MODELO 2
3
201
151
2
1.0
1
057
0 = T l ™ ~— 00 T 7 T - .
00 05 10 15 20 25 0 1 2 3 4 5
MODELO 3 MODELO 4
1.0
121
0.8
s
0.6
0.41
o
0.2
0.0 T T T —r— T 0T —— T T T T —
0 1 2 3 4 5 075 08 08 09 095 100 105 110

Figura 4.15. Estimaciones de Parzen-Rosenblatt de las funciones de densidad de la
eficiencia relativa REgj\g’P (+,-,+) para m = 500 muestras de tamaiio n = 100 de los

modelos 1-4. El remuestreo considerado ha sido el SC2.

para estimarla una modificacién del método tipo nitcleo cldsico llamado método de

reflexion (ver, entre otros, Schuster (1985) y Silverman (1986)).

Puede verse que, para el modelo 2, la eficiencia de los cinco remuestreos bootstrap
propuestos son similares, debido a la alta variabilidad de las ventanas de suavizado
bootstrap obtenidas para ese modelo. Quizds puede sorprender que el mejor método
de remuestreo en este modelo sea un método no suavizado, el OP. A pesar de que la
eficiencia de este método es parecida a la de los demds, el hecho de presuavizar puede
mitigar, en principio, la mala imitacién del sesgo. Para los demds modelos, los mejores

métodos de remuestro bootstrap parecen ser el suavizado SC2 y el no suavizado SP.
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Tabla 4.4 Eficiencia relativa del estimador con pesos de Kaplan-Meier fXM (.) (con
selector de ventana de tipo plug-in) con respecto al estimador presuavizado f,f (+) (con

selector de ventana de tipo bootstrap, mediante el remuestreo SC2).

MODELO | n=50 n=100 n =200
1 0.367 0.304 0.291
2 0.861 0.859 0.815
3 1.126 0.920 0.622
4 0.941 0.955 0.990

Al igual que se habia hecho para el selector de tipo plug-in, se ha comparado el
estimador presuavizado con selector de ventana bootstrap con el estimador de Kaplan-
Meier. De los cinco remuestreos bootstrap estudiados, hemos seleccionado para este
fin el remuestreo SC2. Respecto al estimador de Kaplan-Meier, hemos considerado
el mismo selector que el usado en el estudio de simulacién de la seccién anterior, es
decir, el selector de tipo plug-in propuesto por Sanchez Sellero et al. (1999). Con cada
una de las m = 500 muestras se ha calculado la eficiencia relativa del estimador de
Kaplan-Meier, fXM (.); con respecto al estimador presuavizado, fI" (), en términos
del ISFE cometido, es decir,

P
e () -

Valores de REngg’P (+,+,-) menores que 1 indican que el estimador presuavizado con
selector de ventana de tipo bootstrap (y remuestreo SC2) comete un menor error ISE
que el estimador con pesos de Kaplan-Meier con selector de la ventana de tipo plug-in.
Las estimaciones de Parzen-Rosenblatt de la funcién de densidad de REFS]E[’P (5 0),
con nicleo gaussiano y selector de ventana de Sheather-Jones, puede verse en la figura
4.15. De forma andloga a lo que ocurrfa con el selector de tipo plug-in, el estimador

presuavizado es, en general, més eficiente en términos de ISE que el estimador f£ (.).

En la tabla 4.4 figura, para cada modelo y para cada tamano muestral, la eficiencia
relativa del estimador de Kaplan-Meier, f,f( M (), con selector de ventana de tipo plug-
in, con respecto al estimador presuavizado, f1" (), calculado con el selector de ventana

de tipo bootstrap:

MISE (7 50 ()
MISE( KL (-)) '

REKM.P <§P75P; gKM) _ (4.77)
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Para todos los modelos y todos los tamanos muestrales considerados, la eficiencia
relativa del estimador de Kaplan-Meier, XM (.), con selector de ventana de tipo plug-
in, respecto al estimador presuavizado, ff (+), con selector de tipo bootstrap, es menor
que respecto al mismo estimador con selector de tipo plug-in (ver tablas 4.2 y 4.4).
Es decir, siempre es mayor la eficiencia relativa en términos de MISFE del estimador

presuavizado con selector de la ventana de tipo bootstrap que con uno de tipo plug-in.

Esta mejora se manifesta claramente en los modelos 1 y 3. Para el primero de
ellos se pasa de tener una eficiencia relativa, para el estimador presuavizado, de un
150 % para n = 50 con selector de tipo plug-in a, aproximadamente, un 270 % para
n = 50 con selector de tipo bootstrap. En relacién al modelo 3, la eficiencia relativa
(4.77) pasa de ser mayor que 1 (mejor comportamiento, en términos de MISFE, del
estimador de Kaplan-Meier) cuando el selector es de tipo plug-in, a ser menor que 1
para los tamanos muestrales n = 100 y n = 200 cuando se considera el selector de tipo

bootstrap.

El estudio en profundidad de estos selectores de las ventanas tipo bootstrap sera

objeto de nuestra investigacién futura.



Capitulo 5

Comparacion de los estimadores
de Nadaraya-Watson y local
lineal en la estimacién

presuavizada de la densidad

5.1. Los estimadores de Nadaraya-Watson y local lineal

de la regresién

Dado que la funcién p (t) = P (6 = 1|Z =t) = E(§|Z = t) es la funcién de regresién
de la variable 0 condicionada a Z = t, el método cldsico de estimacién no paramétrica
de p(+) es el estimador tipo nicleo de Nadaraya-Watson (ver Nadaraya (1964), Watson
(1964) y Hirdle (1990) para més detalles):

lEKb(t_Zi)(si
n ;=

() = 5% :
— > Ky(t—2Z;)
n =1

Este estimador aproxima localmente p (-) por una constante a, es decir, es el es-
timador minimo-cuadratico local ponderado, puesto que en cada punto ¢ minimiza la

suma de los residuos al cuadrado ponderados localmente segtin los pesos Kj(t — Z;) :

n h
argmin > Ky(t — Z;)(6; —a)? =a = =2 =pp"V (1)
“i=l S Ky (t— Z;)
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De lo anterior se deduce que pY'" (-) es el polinomio de grado 0 que mejor ajusta los
datos en el sentido de minimizar la suma de los residuos al cuadrado en un entorno de

centro ¢ determinado en forma y didmetro por Kj, (-) = 1K (3).

Sin embargo, en los tltimos afios se ha dedicado mucha més atencién a los esti-
madores polinémico locales (ver Fan (1992, 1993), Fan y Gijbels (1992) y Ruppert y
Wand (1994) entre otros). Dentro de ellos se incluyen, como caso particular, los de tipo
nucleo y los local lineales, que consisten en estimar la funcién de regresién ajustan-
do localmente una recta por minimos cuadrados ponderados. La idea es la siguiente:
supongamos que existe la primera derivada de p (). En un entorno de un punto ¢ > 0,

y mediante un desarrollo de Taylor, se tiene que
p(@)~pt)+p' ) (z—t)=a+b(z—1t).

Esto sugiere la estimacién de p () encontrando los pardmetros a y b que minimizan
la suma de cuadrados de residuos ponderados de una regresién lineal local ponderada

(un polinomio local de grado p = 1):
n
S Kyt —Z) [0 — (a+b(Z; — 1))
i=1

Asi se obtiene el estimador local lineal de p (-):

n

pEL () = = (z wi) B oL

=1

siendo los pesos iguales a

n .
W; = Kb(Zi - t) (Sn72 - (Zl - t) Sn,l) con Sn,j = Z Kb(Zi - t)(ZZ - t)j.
i=1
En consecuencia, ambos métodos pueden pensarse como dos casos particulares de

un suavizador local polinémico de grados p = 0 y p = 1 respectivamente.

Se ha probado ampliamente en la literatura que el estimador polinémico local, y en
particular el estimador local lineal, presenta muchas ventajas con respecto al estimador
de Nadaraya-Watson (ver Fan (1992, 1993), Ruppert y Wang (1994) y Fan y Gijbels
(1996), entre otros). Este estimador es independiente del disenio del modelo (fijo o
aleatorio, altamente agrupado o casi uniforme), es eficiente en el sentido minimax,
y tiene muy buen comportamiento en los puntos frontera. Ademds, presenta menor
sesgo, en valor absoluto, que el estimador de Nadaraya-Watson en los puntos en los que
p' (-) B’ (+) tiene el mismo signo que p” (-), como puede verse en la tabla 5.1. De hecho,

cuanto mayor sea el orden del polinomio local, mayor es la reduccién del sesgo que se
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obtiene. Sin embargo, la pregunta a contestar es: ;hereda la estimacion presuavizada
de la densidad, con estimacién local lineal de la funcién p(-), todas estas ventajas
con respecto al ajuste de p(-) con el estimador de Nadaraya-Watson? Esta cuestion se

abordard en el resto del capitulo.

5.2. Estimacién presuavizada de la densidad con los dife-

rentes ajustes de p

Para explorar los beneficios de la estimacion local lineal de p (+) en la presuavizacion,
nos centraremos en la representacién i.i.d. de f" (-) dada en el capitulo 3. Puesto que
la varianza asintética de ambos estimadores de la regresion es la misma (ver tabla 5.1),
la ventaja de estimar p (-) mediante un ajuste local lineal viene dada por el sesgo de

P (), y en particular, por el de su parte dominante f_f ().

Propiedad 5.2.1
Sean BNW () y BLL(\) las expresiones asintdticas del sesgo del estimador de
Nadaraya-Watson y local lineal de la funcion p(-) respectivamente, dadas en la tabla

PNW ( ) y TIL:’,LL ()

5.1, y sean fpn’ las estimaciones presuavizadas de la funcién de den-

sidad con los diferentes ajustes de p(-). Entonces,

B[ -] = 3 Ode+[a-F@) [ Md@% 1

0 H (v
L

s 0 -10)] = s [0-re) [ POBEOL] 6

0

Demostracién.
En el teorema 3.2.1 se probd la representacién casi segura y en media del estimador

presuavizado fI (-):

S @)= f (&) + B, (t) + 00 (t) +en (),

con

ei(t) = (1- F(t)) (91 (t, Z1) — g2 (t, Z1) + g3 (t, Z1,01))

y donde las funciones g; (,+), g2 (-,*) y g3 (*, -, -) han sido definidas en (2.12)-(2.14).
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La expresion del estimador usado para la funcién p(-), el estimador de Nadaraya-
Watson, estd, en cierto modo, integrada dentro de la funcién g3 (-, Z, ). Para verlo

méds claramente, reescribimos la expresioén de g3 (-, Z, ) de la siguiente manera:

1 n
— > 93 (t, Zi, 0:)
ni=1
1 [t d; —p(v)
Sy RN
]_ n
— K, — 7)) 0;
o [0

(pA™ (v) = p (v)) do.

(5.4)
El segundo sumando es despreciable. De esta forma, la representacién del estimador

presuavizado de f (-) con un ajuste p, (-) de la funcién p (-) es igual a
p 1 n ~
W = FO+ 8,0+ =3 [ () K @) do
i=1
+§ / B (¢ — sv) K' (v) dv + ePr (1)
donde S, (+) es la funcién dada en (5.3),

E;i)n (t) = (1_F(t)) (gl (ta Zl) — 92 (ta Zl))u

B = (= F @) [ s B~ (1) du

y €h" (+) es un nuevo término de error que incorpora el dltimo sumando en (5.4).

Puesto que E g1 (t, Z)] = E[g2 (¢, Z)] = 0, con célculos andlogos a los usados en la
demostracién del teorema 3.2.2 se obtiene (5.1) y (5.2). ®

Las varianzas asintéticas de pAY™ (-) y p&% (-) coinciden puesto que

Var (py* (1)) = Var (py" ()

’ a2h)
o? (t) (2CKdK + mK) — 2%7%[() +o0 <é> ,

_|_
S|

VY
> =
/ig@k
| —
\/w



5.2. Estimacion presuavizada de la densidad con los diferentes ajustes de p 261

Tabla 5.1. Expresiones puntuales del sesgo y varianza asintéticos de ambos estimadores de

la funcién de regresion.

Método Sesgo Varianza
1 2p' (t) W (t) 1 o2 (t)
Nad -Wat — ([ p"(t) + =—2—2 ) dgb® —
adaraya-Watson 5 (p (t) + h (@) K b D) CK
1 1 o2 (t)
Local Lineal =p" 2 —
ocal Linea 5P (t) drb ST CK

con o2 (t) = Var (§|Z =t) = p(t) (1 — p(t)). En consecuencia, no se esperan diferen-

cias entre las varianzas de fi V" (-) y fH ()

, excepto en términos despreciables.

Por tanto, el beneficio de la presuavizacién mediante el ajuste de p(-) por un
estimador o por otro viene dado por el término dominante del sesgo By, (-). Cuando
p’ ()1 (+) tiene el mismo signo que p” (+), el sesgo del estimador local lineal es menor,
en valor absoluto, que el del estimador de Nadaraya-Watson, y por tanto el estimador
presuavizado de la densidad con ajuste local lineal es méds eficiente que aquel con ajuste
de Nadaraya-Watson, como comprobaremos en las simulaciones de la tltima seccién
de este capitulo. Sin embargo, ;qué ocurre en aquellas situaciones con un disenio del
modelo casi uniforme, en el que |/’ (-)| es muy pequefio, y por tanto los sesgos BYW ()
y BﬁL (+) son practicamente iguales, asi como los términos de tercer orden de las
varianzas? Se esperarfa un comportamiento muy similar en el estimador presuavizado
de la funcién de densidad con ambos ajustes, sin embargo algunas simulaciones lo

contradicen.

En resumen, los estimadores polinémico locales, y en particular el estimador local
lineal, presentan muchas ventajas con respecto al estimador de Nadaraya-Watson. No
obstante, esta eficiencia en el ajuste de p(-) no implica una mayor eficiencia en la
estimacién presuavizada de f (). De hecho, puede haber situaciones en las que es
preferible presuavizar estimando p (-) con el estimador de Nadaraya-Watson en vez de

usar un ajuste local lineal.

5.2.1. Estimacién local logistica de p

Una caracteristica importante de la funcién p(-) es que se trata de una funcién
de probabilidad condicional, y por tanto tinicamente toma valores entre 0 y 1. Esta
propiedad la verifica también el estimador de Nadaraya-Watson pY" (-), pero no el

estimador local lineal pﬁL () que puede facilmente tomar valores fuera de ese intervalo.
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Un ajuste de la funcién p (-) que mantenga la flexibilidad del estimador local lineal,
es decir, que no estime p (-) localmente como una constante tal como hace el estimador
de Nadaraya-Watson, pero que siempre tome valores entre 0 y 1 puede ser el estimador
local logistico. Para estimar la funcién p () en un punto ¢t > 0, se ajusta localmente

una funcién logistica en un entorno de ¢, cuya amplitud dependerd de la ventana b.

La funcién de regresion logistica es el ajuste mds comin para datos binarios. Con-
siste en ajustar la funcién logit de la probabilidad de la variable respuesta como una

funcién lineal de la forma

logit [p (t)] = log [1 p®)

T(t)} =a+bt,

es decir,
exp (a + bt
p(t) = ( L
1+ exp (a + bt)

El ajuste logistico local consiste entonces en minimizar la siguiente funcién objetivo

7

n Z; —t

Z(Zi,5i,g)K< > : (5.5)
—1 b
donde g (t) = exp (a + bt) [1 + exp (a + bt)]*, y el funcional [ (-, -, -) puede ser

(2,d,9) = —log [9 (=) (1 — g (=)'

. e (. . . LLog MV
que da lugar al estimador local logistico maximo-verosimil p, 7~ (), 0

1(2,d,9) = (d—g(2)),

. L. L. LLog MC
que corresponde con el ajuste minimo cuadrético p, =" (+).

El método estdndar para resolver de forma global estas ecuaciones es el proce-
dimiento local scoring, es decir, el algoritmo de Newton-Raphson usando la matriz de
informacién esperada en vez de la observada. Sin embargo, este algoritmo no se puede
usar en el ajuste local. En este caso, es necesario calcular para cada punto ¢ > 0 de
estimacién la funcién objetivo dada en (5.5) y calcular los pardmetros a y b que la
minimizan. Puesto que las ecuaciones no son lineales en los pardmetros, las soluciones

locales tienen que ser aproximadas de forma iterativa.

En el estudio de simulacién de la siguiente seccién se han comparado los ajustes
locales de p(-) por una constante (estimador de Nadaraya-Watson), por una recta
(estimador local lineal) y por la funcién logistica (estimador local logistico) en cuatro

modelos diferentes. Veremos cémo los resultados no son siempre los esperados.
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5.3. Estudio de simulacion

En esta seccién hemos realizado un estudio de simulacién con cuatro modelos
diferentes, de acuerdo a diferentes formas de la funcién p (-), para comparar el com-
portamiento en la practica de los estimadores de la funcién de densidad con pesos

presuavizados estimando la funcién p (-) mediante el estimador de Nadaraya-Watson,

LNW (), mediante el estimador local lineal, f**% (-), o bien a través del ajuste local
logfstico, fa- %9 (). A su vez, hemos comparado estos estimadores con el estimador

clésico sin presuavizacién, es decir, el estimador con pesos de Kaplan-Meier, f£ (.).

Los modelos 1-3 son los usados en las simulaciones de los capitulos anteriores,
pero aquf se ha considerado también un cuarto modelo. Mientras que en los modelos
1 y 2, la variable observable sigue la distribucién Z <y [0,1], en los modelos 3 y
4 se tiene Z < W (1.75,5) y Z 4 W (2,4) respectivamente, donde W (a,b) denota
la distribucién de Weibull con pardmetro de escala a y pardmetro de forma b, cuya
densidad es fyy(qp) (1) = a’bt’lexp [— (at)b] .

En la tabla 5.2 se muestran las funciones de densidad tedricas a estimar f(-) y
las probabilidades condicionales de no censura p () para cada uno de los modelos. De
nuevo, las funciones p (+) se han elegido de manera que se ajusten a cuatro situaciones
diferentes entre si. En el modelo 1 la funcién p(-) es préacticamente constante, en el
modelo 2 es unimodal, en el modelo 3 es monétona decreciente, y en el modelo 4

presenta un minimo y un méximo local (ver figura 5.1).

En la figura 5.1 se representan la funcién de densidad f () de la variable de interés
(linea con puntos), la funcién de densidad de la variable observable h (+) (linea continua
gruesa) y la funcién de probabilidad condicional de no censura p (-) (linea continua fina)

para cada uno de los modelos.

Dado que en los modelos 1 y 2 se tiene que h(-) = 1], y por tanto h'(t) = 0
para todo ¢ € [0, 1], en ellos las expresiones asintéticas del sesgo de los estimadores
de Nadaraya-Watson y local lineal son iguales, es decir, BYW (t) = BLL (t) para todo
t € ]0,1]. Puesto que las expresiones asintéticas de las varianzas son siempre iguales
VAW () = VL (1), se esperaria muy poca diferencia entre ambos ajustes en la esti-
macién presuavizada de la funcién de densidad. Sin embargo, aunque el estimador local
lineal de p(-) presenta asintéticamente buenas propiedades con respecto al estimador

de Nadaraya-Watson, su comportamiento con tamanos muestrales pequenos es peor.

Para comparar las estimaciones presuavizadas con los distintos ajustes de p(-) se

ha aproximado, por simulacién, el error cuadrético medio integrado ponderado:

MISE (£ () = E { [uF -1 ewa
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Tabla 5.2. Funciones de densidad, f(-), y probabilidad condicional de no censura, p(-), en

los modelos 1-4.

Funcién de densidad Funcién p (t)
_ - 2
FO =Pt Ba-nT vl =4[t ()]
_ 2
f(t) = 3te3/2 p(t) = [% -3(t—3) } lro<i<1y
5,—t° —32t5
5 + 80e
t) = 3tte™" + 80tte 32 £ = —2
f8) =3t ‘ () = 10327 (e + e 59)
—32¢5 5,—t°
. .14
f () = 1204632 4 2.95¢8¢ 1 p(t) = 7.5t + 01406317

3e327 4 et

La funcién de peso w(-) es la funcién indicadora de los intervalos [0,0.9] para el
modelo 1, [0,0.95] para el modelo 2, [0.2,0.75] para el modelo 3 y [0,0.75] para el
modelo 4, con el propésito de evitar problemas de definicién en la cola derecha de los
intervalos de integracién. Los extremos de dichos intervalos vienen dados por las lineas
verticales en la figura 5.1. Estos intervalos han sido elegidos de manera que la funcién
de peso w (+) desecha un maximo de 5% de los datos observados en la cola superior
del intervalo (modelos 2-4), o bien el 10 % de los datos para el modelo 1, debido a la

asintota que presenta la funcién f (-) en t = 1 (ver figura 5.1).

Las ventanas que se han usado en la estimacién de f(-), con cada uno de los
estimadores considerados en este estudio de simulacién, han sido las correspondientes

ventanas M ISE 6ptimas.

Ademsds, puesto que el estimador local lineal prL (-) puede tomar valores fuera del

intervalo [0, 1], hemos truncado sus valores de la siguiente manera:
min (méx (O,prL (1)), 1)

La tabla 5.3 muestra los valores minimos de MISFE para los cuatro estimadores
de f(-), obtenidos por Montecarlo con m = 500 muestras de tamafnos n = 50,100 y
200, y usando el micleo de Epanechnikov. Ademsds, se ha calculado la eficiencia relativa
de cada estimador de la densidad en comparacién con el estimador presuavizado con

ajuste de Nadaraya-Watson f,f NW (+). Esta eficiencia se define como:
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MODELO 1
i
|
|
—
4 — h(t)
25 —t— 1)
2.0
157
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Figura 5.1. Funciones p(+), h(-) y f(-) para los modelos 1-4. La funcién de peso w(+) es la

funcién indicadora del intervalo marcado por las lineas verticales.

) MIS Epgn ( N ('))
ER [f()} - MISEmn <J?())

I

siendo f (-) un estimador genérico de f (-), es decir, el cociente entre el menor valor de
MISE cometido con el estimador f2"V" (1) y el menor valor de MISFE cometido con

el estimador f() Valores de FR [f()] por debajo de 1 significan que el estimador

de f () con ajuste de Nadaraya-Watson es mds eficiente que el estimador f (-), ambos

con el valor éptimo para las respectivas ventanas.
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Tabla 5.3. MISE de los 5 estimadores de la funcién de densidad, y Eficiencia Relativa ( %)

para los modelos 1-4 con tamanos muestrales n = 50,n = 100 y 200.

MODELO n NW LLineal LLog MV LLog MC KM

50 0.01846  0.02411  0.02094 0.02087  0.03298
(76.59)  (88.16) (88.45)  (55.97)

100 0.01197  0.01484  0.01400 0.01400  0.0198
1 (80.66) (85.5) (85.5)  (60.45)

200 0.09911  0.01129  0.01091 0.01088  0.01354
(87.79)  (90.88) (91.08)  (73.2)

50  0.02667  0.03297  0.02689 0.02659  0.03373
(80.87)  (99.15)  (100.29)  (79.07)

100 0.01591  0.01973  0.01557 0.01553  0.02092
2 (80.66)  (102.21)  (102.44) (76.06)

200 0.01116  0.01277  0.01009 0.01011  0.01317
(87.89)  (110.55)  (110.46)  (84.76)

50  0.07127  0.05342 0.0492 0.05067  0.0808
(183.41)  (144.85)  (140.65) (88.21)

100 0.04649  0.03604  0.03214 0.03258  0.0569
3 (128.99)  (144.65)  (142.69) (81.75)

200 0.03099  0.02928  0.02253 0.02181  0.03216
(105.85)  (137.58)  (137.58)  (96.38)

50  0.08951  0.08918  0.08881 0.08884  0.09419
(100.37)  (100.79)  (100.76)  (95.03)

100 0.05758  0.05544  0.05793  0.05796  0.05984
4 (103.87)  (99.41) (99.35)  (96.23)

200 0.03832  0.03506  0.03943 0.03946  0.03841
(109.31)  (97.19) (97.13)  (99.79)

Como puede verse en la tabla 5.3, la eficiencia relativa del estimador tipo nicleo con
pesos Kaplan-Meier, f5 (.), con respecto al estimador presuavizado con ajuste de
Nadaraya-Watson, ff NW (+), es mucho menor que uno para los cuatro modelos. Esto
coincide con las simulaciones realizadas en capitulos anteriores, y por las cuales se
concluyé que siempre es preferible estimar la densidad presuavizando antes que con el

estimador de Kaplan-Meier, sobre todo para tamanos muestrales pequenos.

El comportamiento del estimador presuavizado con ajuste local lineal, ff LL (+),
es mejor que el del estimador con presuavizacion de Nadaraya-Watson, PNW (), en

los modelos 3 y 4. La razén es que el valor absoluto del sesgo asintético de pL% (-) es
menor que el valor absoluto del sesgo de pnN W (.), en el modelo 3 en todo punto del
intervalo de integracién ¢t € [0.2,0.75], y en el modelo 4 para una amplia regién del

intervalo [0, 0.75], como puede verse en la figura 5.2.
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Figura 5.2. Valor absoluto del sesgo asintético del estimador de p(-) de Nadaraya-Watson
(linea con puntos) y del estimador local lineal (linea continua) para los modelos 3 (izquierda)
y 4 (derecha).

No obstante, para el modelo 4, si en el cdlculo de MISFE ( f,f ()) se considera una
funcién peso constante en, digamos, [0.35,0.575] en vez de en el intervalo [0,0.75],
entonces la eficiencia de f2™¥" (-) serfa mayor que la del estimador fi"“* (-). Esto se
debe a que en dicho intervalo el valor absoluto de BXW (-) es menor que el de BL ().
Por tanto, en los puntos de dicho intervalo, se espera una mejor estimacién de f(-)

presuavizando con un ajuste de Nadaraya-Watson antes que con un ajuste local lineal.

Con respecto a los modelos 1y 2, el sesgo y la varianza asintéticos de pAY" (+) y
pEL (.) son iguales puesto que b/ (t) = 0 para ¢ € [0,1]. Aunque entonces se esperarfa
un comportamiento similar del estimador presuavizado con ambos ajustes de p(-), los
resultados son mejores con el estimador de Nadaraya-Watson. En cualquier caso, la
eficiencia relativa de f """ (-) con respecto a £V (-) aumenta cuando n — oo, tal

como se puede ver en la tabla 5.3.

Esta inesperada mayor eficiencia de f """ (+) con respecto a L (1) en estos

modelos puede ser debida al hecho de que la funcién p(-) es una funcién de probabi-
lidad y, como tal, s6lo toma valores entre 0 y 1, de modo que cualquier estimador
de p(-) deberfa tomar valores dentro de dicho intervalo. Esta condicién, que cumple
el estimador de Nadaraya-Watson pero no siempre el estimador local lineal, la veri-
fica también el estimador local logistico. A pesar de que se han considerado valores
truncados de pL% (-) para forzar al estimador local lineal a tomar valores en [0, 1], el

ajuste local logistico de p (-) ofrece, en general, mejores resultados.
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Figura 5.3. Error cuadratico medio (M SE) cometido por los tres estimadores
presuavizados considerados, y por el cldsico con pesos Kaplan-Meier para los modelos 1-4 con

tamano muestral n = 100.

La eficiencia del estimador presuavizado de f () aumenta con la flexibilidad de la
funcién con la que se ajuste localmente la funcién p (-).

El comportamiento tan bueno de fi " () en el modelo 1 se debe a la forma casi

plana de p (-) para todo ¢ € [0, 1]. Puesto que la funcién p (-) es casi constante, la mejor
forma de estimarla localmente es mediante un ajuste local por una constante, tal como

hace el estimador de Nadaraya-Watson.

Ademsds, para n = 100, se ha estimado el error cuadrético medio (MSFE) pun-
tualmente para cada uno de los modelos anteriores, cada estimador obtenido con las
ventanas 6ptimas que minimizan su correspondiente MISFE. El ajuste local logistico

considerado ha sido el basado en la minimizacién por maxima verosimilitud.



5.3. Estudio de simulacién 269

MODELO 1 MODELO 2
207 121

== () poblacional
- NW
—— Local lineal

= f(t) poblacional
—a— NW

—=— Lineal local
— KM

157

0.0 0.2 04 0.6 0.8 10 0.0 05 1.0 15 2.0
MODELO 3 MODELO 4
3
207 = f(t) poblacional
s f(t) poblacional \ — NW
—— \w —= Local lineal
== Local lineal — KM

0.0 05 1.0 15 0.00 0.25 0.50 0.75 100 125

Figura 5.4. Funcién de densidad poblacional (linea gruesa), estimacién presuavizada con
ajuste de Nadaraya-Watson (linea con puntos), ajuste local lineal (linea discontinua), y
estimador cldsico con pesos de Kaplan-Meier (linea fina), para los modelos 1-4 con muestras

de tamanio n = 100, correspondientes al comportamiento mediano en términos de 1.SFE.

En la figura 5.3 se representa el error cometido con el estimador con pesos Kaplan-

Meier, fEM (.) el cometido por el estimador presuavizado que usa para estimar p (-)

el estimador de Nadaraya-Watson, f,f NW (+), y finalmente el error cometido por el

. P,LL . . .
estimador f,""" (+). Se puede comprobar cémo los estimadores presuavizados, fI (-),
tanto el que estima la funcién p (-) mediante el estimador de Nadaraya-Watson como
el que usa el estimador local lineal, cometen un error menor que el cldsico con pesos

KM (.)) en la mayor parte de los puntos observados. Esta mejora se

Kaplan-Meier,
produce incluso en los modelos 2 y 3, para los que se obtuvo Ly = 0, es decir, que el
cociente entre las ventanas 6ptimas s y b tiene a cero, y por tanto el comportamien-

to asintético del estimador presuavizado y el cldsico con pesos Kaplan-Meier serfan
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equivalentes, ya que la eficiencia del primero respecto al segundo es, en esos modelos,

tan sélo de tercer orden.

Finalmente, la figura 5.4 muestra, en cada gréafica, cuatro curvas: la funcién de
densidad poblacional, f (-), la estimacién con pesos de Kaplan-Meier, fEM (.), el esti-
mador con estimacién previa de p (-) mediante Nadaraya-Watson, X" (-), y con ajuste
local lineal, fL¥ (-), para una muestra de tamaifio n = 100. Todos los estimadores han
sido calculados con el valor de las correspondientes ventanas M ISFE. Las curvas mues-
tran el comportamiento mediano de los estimadores, es decir, para cada modelo se
han generado m = 500 muestras diferentes, y para cada una se ha calculado su error
cuadrético integrado (ISFE). Las muestras han sido ordenadas de acuerdo a sus valores
ISE, y se han seleccionado las muestras que corresponden a la mediana de estas series

ordenadas.

Se observa un efecto frontera en ¢ = 0 en los modelos 1 y 2 (ver figura 5.4), pero
ninguno de los estimadores propuestos lo recogen adecuadamente. Aunque todos se
comportan de manera similar en un entorno de ¢ = 0, el estimador con pesos de
Nadaraya-Watson es mejor en el modelo 1. Esto es asi aunque la funcién p () no es
continua en ¢ = 0, y por lo tanto se espera también un efecto frontera en su estimacién
(ver figura 5.1), y a pesar de que el estimador p~% (-) presenta un mejor comportamien-
to en los puntos de la frontera que p¥" (-). Esto puede ser debido a la seleccién de
ventanas globales en la estimacién de p(-) y f(-). La estimacién presuavizada con
ajuste local lineal de p () probablemente mejorard en las fronteras de los intervalos de

observacién seleccionando adecuadamente ventanas locales.

En resumen, si BYW (-) = BLE(.), entonces es mejor presuavizar mediante la
estimacién de p(-) con el estimador de Nadaraya-Watson antes que con el suavizador
local lineal. En caso contrario, cuando |BAW (-)| > |BEE ()], la estimacion local li-
neal de p(:) proporciona estimaciones presuavizadas mds eficientes que el ajuste de

Nadaraya-Watson.

En el caso concreto en el que se tenga una funcién p(-) casi constante, de modo
que se verifique aproximadamente el modelo de Koziol-Green, entonces el estimador de
p (+) que proporciona estimaciones presuavizadas de f (-) més eficientes es el estimador

de Nadaraya-Watson.

En cualquier caso, independientemente de los sesgos BNW (-) y BLL (1), y de la
forma de la funcién p (-), el ajuste local logistico es siempre una buena eleccién en la

estimacién presuavizada de la funcién de densidad.



Capitulo 6
Aplicacion a datos reales

Este capitulo pretende ilustrar el comportamiento practico de los métodos de esti-
macién de las funciones de distribucién y densidad, expuestos en capitulos anteriores,
mediante su aplicacién a un conjunto de datos reales procedentes del campo de la
Medicina.

Los datos analizados son los del programa de transplante de corazén de Stanford
(Crowley y Hu (1977)). Estos datos han sido objeto de numerosos estudios en el 4m-
bito del anilisis de supervivencia, sobre todo para examinar el efecto de covariables
(dependientes del tiempo o no) en la supervivencia de los enfermos de corazén. La
variable de interés es el tiempo de supervivencia, para la cual se dispone de los 103
pacientes admitidos en el programa de transplante de corazén de Stanford en el pe-
riodo comprendido entre el 1 de octubre de 1967 hasta el 1 de abril de 1974. Asociado
a cada paciente se tiene la fecha de aceptacién en el programa, 77, y la fecha de su
muerte o, si ésta no llega a observarse, la fecha en la que se finalizé su seguimiento, 75.
De esta manera, la supervivencia observada para cada paciente, en dias, viene dada
por Z =T5 — T7. La censura aleatoria por la derecha surge debido a que, al final del
estudio, hay pacientes que todavia viven o a los que se interrumpié su seguimiento, de
modo que su tiempo de supervivencia real, Y, desconocido, es en todo caso superior
al tiempo de supervivencia observado Z. Usando la notacién introducida en el primer

capitulo tenemos:

7 = "Tiempo, en dias, desde la entrada en el estudio hasta el fin del seguimiento

del paciente".

h.<
I

"Tiempo, en dias, desde la entrada en el estudio hasta la muerte del paciente".
C = "Tiempo, en dias, desde la entrada en el estudio hasta el fin del mismo o, en
su caso, hasta que se pierde el seguimiento al paciente".

d = '"Indicador de censura (0=no censurado, 1=censurado)".
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Figura 6.1. Ejemplo de caso no censurado. Figura 6.2. Ejemplo de caso censurado.

Para entender mejor la notacién, se han representado, en las figuras 6.1 y 6.2, las
variables Y, C' y Z en un ejemplo de un dato censurado y otro no censurado.

La censura estd presente en el 27.18 % de los casos, la mayor parte de ella (25.24 %)
debido a que el paciente llega vivo al fin del estudio. El restante 1.94 % son pacientes

a los que se perdié el seguimiento antes de que fallecieran.

Para cada paciente se han registrado otras variables de interés, que se describen
brevemente a continuacién, analizadas en trabajos previos con el fin de estudiar su
efecto sobre el tiempo de supervivencia. En la tabla 6.1 figura la frecuencia de las

principales variables consideradas:

. Fecha de nacimiento

. Fecha de admisién en el programa.

. Fecha del transplante de corazén (de ser el caso).

. Fecha del fin de seguimiento del paciente.

. Estado al finalizar el seguimiento del paciente (vivo o muerto).

. Operaciones a corazén abierto previas (si o no).

~N O U s W N

. Presencia del antigeno HLA-A2 en el donante pero no en el receptor (si o no).

8. N° de alelos del donante que no coinciden con los del receptor (desde 1 hasta 4).

A partir de las variables anteriores se han registrado también las siguientes: tiempo
de supervivencia, indicador de censura, tiempo de espera hasta haber recibido un
transplante (de ser el caso), edad en el momento de ser admitido en el programa, edad
en el momento del transplante, edad al finalizar el seguimiento e indicador de si la

edad al finalizar el estudio es mayor o menor que 48 afios.

Las diferentes variables que registran la edad han sido consideradas puesto que
los riesgos de la operacién, la respuesta al transplante y la terapia posterior pueden
variar con la edad del paciente. Asimismo, el rechazo a los érganos transplantados de-
pende, entre otras cosas, de la presencia de antigenos HLA y de la compatibilidad entre

el donante y el receptor. Finalmente, el nimero de operaciones previas es importante
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Tabla 6.1 Principales caracteristicas de los pacientes del programa de transplante de

corazon de Stanford.

Caracteristica

Frecuencia (%)

EDAD
Menor de 48 anos
48 anos o mas
OPERADO PREVIAMENTE
Si
No
TRANSPLANTADO
Si
No
HLA-A2
Si
No

46.6
53.4

15.5
84.5

67
33

26.2
73.8

puesto que van acompanadas de transfusiones de sangre con diferentes antigenos HLA

que pueden provocar en el paciente, a la hora de recibir un transplante de corazén,

una mejor respuesta inmunitaria.

En la figura 6.3 se puede ver, en un grafico de dispersién, el tiempo de supervivencia

observado (en dias) en funcién de la edad en el momento de admisién en el programa.

En él se puede comprobar que los mayores tiempos de supervivencia coinciden con

valores censurados, representados por o. Ademads, para evitar la fuerte asimetria de

los valores de la variable Z, a la hora de estimar la funcién de densidad trabajaremos

con los datos transformados por la funcién logaritmo neperiano.
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Figura 6.3. Grafico de dispersion de los tiempos de supervivencia observados en funcién de

la edad. El sfmbolo o denota las observaciones censuradas, mientras que las observaciones no

censuradas estdn representadas por A\.
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6.1. Estimacion de la funcién de distribucion

En el capftulo 2 se estudiaron las propiedades asintéticas del estimador presuaviza-
do de la funcién de supervivencia 1—F' (-), presentado como alternativa al estimador de
Kaplan-Meier por Cao et al. (2005). Asi, entre otros resultados, se daba una expresién

para el pardmetro de suavizacién b que minimiza la parte dominante de M SE (F—,{D (t)) :

bopr (t) = (M)l/g n (6.1)

202 (t) d2.

La expresiéon de esta ventana es la misma que la de la ventana asintéticamente
6ptima del estimador presuavizado de la funcién de fallo acumulativa (ver Cao et al.
(2005)):

Ar (t):/o Ar (v)dv, siendo Ap (t)zl;fig)(t)

la funcién de riesgo. Ambas funciones son muy pricticas para describir cambios en el
tiempo de la probabilidad de que un individuo experimente un fallo. Ademas, la funcién
de riesgo acumulativa y la funcién de supervivencia estén directamente relacionadas

de la siguiente manera:
1= F(t) = exp[~Ar ()]

Del mismo modo, el estimador presuavizado de la funcién de fallo acumulativa, el
llamado estimador de Nelson-Aalen presuavizado, AL (-), y el estimador de la funcién
de distribucién presuavizado, F,l (-), estdn directamente relacionados (ver proposicién
2.4.1 en el capitulo 2). Es por ello que, como paso previo a la estimacién de la funcién

de distribucién, hemos estimado la funcién de fallo acumulativa.

La ventana (6.1) es una ventana local, es decir, requiere calcularse en cada punto

de estimacion. La ventana global asintéticamente éptima en el sentido de minimizar

el AMISE (A_ﬁ (t)) es

e \ /3
bopr = <2Qd%§4> n=l3, (6.2)
donde
Q:/wq(v)w(v)dv _ /oop(v) (1_p(v))h(v)w(v)dv
0 0 (1-H (v))?
y

A:/wa2(v)w(v)dv,

0

siendo « (+) la funcién dada en (2.38) en el capitulo 2.
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El selector propuesto en Cao et al. (2005) es el tipo plug-in:

~ 1/3
oo (Rt )" o 69
2d%-A

donde

y la integral A es

siendo

o (8) = /t %p;{ (v) hy, (v) 4+ pl, (v) AL, (V) "

0 1-— Hn ('U) -+ %
con py, (+),pl, (+) y i () los estimadores de Nadaraya-Watson de p (-) y de sus derivadas
primera y segunda respectivamente, y h, (-) y h, () los estimadores de Parzen-

Rosenblatt de la densidad & () y de su derivada primera.

De esta forma, el célculo de (6.2) requiere la eleccién de dos ventanas piloto, g; y
go, para los estimadores A y @ respectivamente. Sus valores asintéticamente éptimos

vienen dados por las siguientes propiedades.

Propiedad 6.1.1 (Teorema 7 de Cao et al. (2005))
Bajo las hipdtesis (K1), (p2),(p3),(H3),(H4) y si la ventana g1 wverifica

1\ 3 L
ng3 (log H) — 00 y ng} (10g E) — 0, entonces

1/5
<—@> st C1 <0

1/5
<2—g2> S1 01 >0
1

J1,AMSE = Cn=Y5 donde C =

stendo

¢ = g [ [ T (0 00+ 0 )+ 5 )1 )

+4p' (r) B (r) —2p' (r) Rt (r)n' (r)n" (r)) drac(t) dt,

L [ pe)p @)
Co = e | B s ) o
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Propiedad 6.1.2 (Teorema 8 de Cao et al. (2005))

Bagjo las hipdtesis (K1), (p2),(p3),(H3),(H4) y si la ventana g2 verifica
8/3

ngs' — 00y ng% — 0, entonces

92, AMSE = Dn~ Y3 donde D =

stendo

by [ BN WO i ),

(1—H (v))?

[T
by = e [ G 0

Una de las condiciones para que garantizan la consistencia de este procedimiento
de seleccién de la ventana para AL (-), asi como la consistencia del selector tipo plug-
in de las ventanas para f! (-), es la hipétesis (p3), por la cual p(t) = 1 para todo
t > 0 suficientemente préximo a 0. Para evaluar si es admisible esta hipétesis para
este conjunto de datos, se ha obtenido la estimacién local lineal de p(-) (ver figura
6.4). El selector de la ventana ha sido el plug-in propuesto por Ruppert, Sheather y
Wand (1995) el cual, suponiendo que H (-) es una funcién de distribucién de Weibull, y

ajustando, en el caso de p (+), un modelo logistico, proporcioné la ventana bLL = 748.9.

1.0 7

o
[ee]
|
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0.4

Estimacion local lineal de p(t)

o
N
|

0.0 1 a OO O OO0 0000 O O o 0O o o O @
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0 500 1000 1500
Tiempo de vida observado (en dias)

Figura 6.4. Estimacién local lineal de la probabilidad condicional de no censura p (-). Los
puntos indican el tiempo de vida observado (en dias) y el estado de censura (0=no

censurado, 1=censurado) para los datos de transplante de corazén de Stanford.
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Figura 6.5. Estimaciones de Nelson-Aalen cldsica y presuavizada de la funcién de fallo

acumulativa para los datos de transplante de corazén de Stanford.

Aunque el valor de la estimacién en ¢ = 0, p{;L (0) = 0.9755, no es exactamente 1,
tanto por la tendencia general de la curva como por la posibilidad de estar ante una
ligera sobresuavizacién (la longitud del intervalo en el que se observan datos es tan
s6lo 2.406 veces la ventana Gptima), se puede aceptar razonablemente que la condicién

(p3) se verifica para este conjunto de datos.

Para calcular la ventana plug-in, /l;, dada en (6.3), con la que obtener el estimador
presuavizado AZ (), las ventanas piloto necesarias, dadas en las propiedades 6.1.1 y
6.1.2, han sido estimadas suponiendo los mismos modelos paramétricos que en la esti-
macién de la funcién p (+), es decir, asumiendo que H (-) es una funcién de distribucién
de Weibull, y tomando, para el ajuste de p(-), un modelo logistico. De esta forma, las
ventanas piloto obtenidas han sido g; = 101.01 y go = 432.39, y la ventana plug-in
b= 217.04.

En la figura 6.5 se representa la estimacién presuavizada de la funcién de fallo
acumulativa, junto con la obtenida empleando el estimador clésico, el estimador de
Nelson-Aalen. Ambas estimaciones son parecidas, aunque el efecto de la presuavizacién
es evidente a partir de, aproximadamente, el primer ano de tomar parte en el programa

de transplante.

No hay propuesto en la literatura ningtin método para seleccionar adecuadamente
la ventana b 6ptima para el estimador presuavizado de la funcién de distribucién F (-).

No obstante, dado que la expresién de la ventana local asintéticamente éptima para
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Figura 6.6. Estimaciones de Kaplan-Meier cldsica y presuavizada de la funcién de

supervivencia para los datos de transplante de corazén de Stanford.

el estimador presuavizado de la distribucién, F.I' (), es la misma que para la funcién

de fallo acumulativa presuavizada, AL (-), la ventana global empleada ha sido (6.2).

Las estimaciones de la funcién de supervivencia de Kaplan-Meier y su versiéon
presuavizada con ventana b se representan en la figura 6.6. Aunque la forma de ambas
estimaciones es muy similar, con un rdpido decrecimiento en el primer ano y medio
de vida observado (desde la incorporacién al programa de transplante), a partir del
primer ano se advierte mejor el cardcter local del estimador presuavizado (recordemos
que, a diferencia del estimador de Kaplan-Meier clédsico que sélo otorga peso a los datos
no censurados, el estimador presuavizado tiene saltos en todas las observaciones). Esto
produce mejores estimaciones de la supervivencia en la cola derecha del intervalo de
observacién. A modo de ejemplo, en la tabla 6.2 se presentan los deciles 2, 4, 6 y 8 de
la distribucién estimada. La diferencia entre ambos estimadores aumenta, en general,

con el decil buscado.

Tabla 6.2. Estimacion de los deciles 2, 4, 6 y 8 de la distribucién del tiempo de vida.

Deciles Kaplan-Meier Presuavizado

2 19.533 20.91
4 67.726 71.097
6 218.06 261.90
8 996.74 979.05
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6.2. Estimacion de la funcién de densidad

A continuacién aplicamos la metodologia de presuavizacion para estimar la funcién
de densidad de la variable Y, tiempo de vida. Debido a la fuerte asimetria positiva de
la variable Z, tiempo de vida observado (ver figura 6.3), en esta seccién trabajaremos
con los datos transformados por la funcién logaritmo neperiano. De esta forma, los

datos se encuentran ahora en del intervalo [0, 7.5].

KM bara, el estimador con pesos de Kaplan-Meier,

Se ha elegido como ventana, s
P (), la propuesta por Sanchez Sellero et al. (1999), en el contexto mas general de
censura aleatoria por la derecha y truncamiento por la izquierda, dada en (4.74) en el
capitulo 4. En su cdlculo se precisa la estimacién de la ventana piloto g dada en (4.75).

El valor resultante fue s = 0.72.

Como selectores de las ventanas s y b para el estimador presuavizado hemos consi-
derado todos los métodos expuestos en el capitulo anterior, es decir, el método plug-in

y el método bootstrap, éste 1iltimo con los 5 remuestreos propuestos.

Para obtener el valor de las ventanas plug-in del estimador presuavizado, f (-), se
han seguido los mismos pasos que en el estudio de simulacién del capitulo 4. Se han
considerado, por tanto, cuatro ventanas piloto. La ventana piloto by, estimada por
validacién cruzada, se ha usado para obtener el estimador de Nadaraya-Watson p,, (),
sus derivadas primera, segunda y el estimador presuavizado F!I” (-). Con la segunda
ventana piloto, llamada by y cuya expresion es (4.76), se calcul6 el estimador de Parzen-
Rosenblatt de & () y de su derivada primera A’ (-). Con la tercera ventana piloto, s,
junto con by, se calculé f£ (-), y con la ventana g dada en (4.75) se estimé f” (-). Las
funciones poblacionales y, en consecuencia, desconocidas, que se necesitan para obtener
estas ventanas piloto se han estimado suponiendo modelos paramétricos. En concreto,
para la funcién de densidad de la variable aleatoria de interés, Y, se supuso que sigue
un modelo paramétrico dado por una mezcla de tres lognormales, mientras que para
h () se ha considerado una distribucién de Weibull. Finalmente, como ventanas piloto
que se precisan en la obtencién de las ventanas bootstrap se tomaron las usadas en el

método plug-in.

En la tabla 6.3 se muestran los valores de las ventanas obtenidas por los diferentes
métodos considerados. La notacién es la misma que es usé en el capitulo 4. En la
representacion grafica de las estimaciones de f (-), por simplicidad, se ha considerado
tinicamente las correspondientes a las ventanas calculadas por el método plug-in y el

método bootstrap con remuestreo SC2.
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Figura 6.7. Estimacion de la funcién de densidad mediante el estimador fX

(+) con
selector de ventana plug-in, y los estimadores presuavizados f,f (+) con selectores de ventana

plug-in y bootstrap.

En el examen a la figura 6.7 destaca la discrepancia entre la estimacién de Kaplan-

Meier (linea continua) y las estimaciones presuavizadas (lineas con puntos) a partir

KM

de, aproximadamente, el dia 20. El estimador f;,

(+) tiene una tnica moda, mientras
que los estimadores £ (-) sugieren que la poblacién podrfa estar dividida en dos gru-
pos, en funcién de alguna covariable que influye de manera notable en el tiempo de

supervivencia del paciente.
Comparacién de los estimadores de Nadaraya-Watson y local lineal

Previamente al andlisis del las covariables presentadas al comienzo de este capitulo,
veamos si para este conjunto de datos se obtienen diferentes resultados al estimar p (-)
con un ajuste local lineal en vez de usar el estimador de Nadaraya-Watson. En el

capitulo anterior se concluyé que, si BYW () = BEE (+), entonces es mejor presuavizar

Tabla 6.3. Valores de las ventanas s y b obtenidas con los métodos plug-in y bootstrap.

Método Ventana s Ventana b

Plug-in  0.720 1.290
SP 0.487 0.869
OP 0.526 0.869
SC1 0.527 1.090
SC2 0.640 1.310

CS 0.487 0.869
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Figura 6.8. Valor absoluto del sesgo asintético estimado del estimador de p (-) de

Nadaraya-Watson (linea con puntos) y del estimador local lineal (linea discontinua).

usando el estimador de Nadaraya-Watson en el ajuste de p (-), mientras que cuando
|BYW ()| > |BEE ()], la estimacién local lineal de p(-) proporciona estimaciones
presuavizadas mds eficientes. En la figura 6.8 se representa el valor absoluto de las
estimaciones de las expresiones asintéticas de los sesgos de ambos estimadores de p (),
E,EL ()‘ en

la mayor parte de los puntos del intervalo de observacién, la estimacién presuavizada

calculadas con ventana by. Puesto que se tiene claramente que ‘E,{LV w ()‘ >

de f () parece ser mds eficiente si el ajuste de la funcién p(-) es local lineal.
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Figura 6.9. Estimaciones de la funcién de densidad mediante fXM (-) (linea continua),

TILD NW (+) (Iinea con puntos) y ff LL (+) (linea discontinua).
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Dado que la seleccién de las ventanas s y b para el estimador presuavizado con
ajuste de p (+) local lineal es un problema abierto, en este ejemplo se utilizard un selector
de tipo bootstrap, con remuestreo SC2. El valor de las ventanas ha sido skL)OLotstrap =
0.408 y bkL)(ﬁ)tstrap = 4.70. Las estimaciones presuavizadas de f (-) con ambos ajustes de
p (+) se muestran en la figura 6.9 junto con el estimador de Kaplan-Meier, que sirve de
referencia.

A pesar de que la estimacion f"F () parece menos suave que oW (+), su forma

sigue insinuando que el tiempo de vida depende del valor de alguna covariable.
Anélisis de la influencia de las covariables en el tiempo de vida

Es razonable pensar que alguna de las variables descritas en la tabla 6.1 afecten
a la superviencia de los pacientes. Con el fin de cuantificar la relacién entre ellas y
el tiempo de supervivencia, hemos ajustado el modelo de riesgos proporcionales de
Cox (Cox (1972)). Este modelo de regresién, que supone que el riesgo relativo de los
individuos es constante a lo largo del tiempo, es seguramente uno de los més utilizados
en el campo de la Medicina para describir numéricamente la influencia de un conjunto

de covariables en el tiempo de vida.

En la tabla 6.4 se especifica el modelo de Cox ajustado para cada una de las
variables de la tabla 6.1, asf como el contraste de Wald y el p—valor asociado. Debido
a la presencia de datos faltantes en la variable HLA-A2, el modelo correspondiente a

dicha variable se ha construido tinicamente con 65 datos.

Por la tabla 6.4 se concluye que el factor que méds influye en la supervivencia de los
pacientes de corazén es, como se esperaba, el hecho de haber recibido un transplante de
corazon. En concreto, el riesgo de morir de un paciente al que no se le ha transplantado
un corazon es exp (0.662) = 1.94 veces superior que el de los que si han recibido un
transplante (siempre suponiendo la validez del modelo de riesgos proporcionales de
Cox, y sin tener en cuenta las restantes covariables). Los resultados son similares

cuando se ajusta un modelo de Cox con los cuatro factores simultdneamente.

Tabla 6.4. Modelo de Cox ajustado y tabla ANOVA correspondiente para las variables de

la tabla 6.1.
. Coeficiente Error Estadistico
Variable n gl p—valor
estimado estandar de Wald

Edad (<48 anos) 103 1 -0.073 0.117 0.39 0.533

Operado prev. 103 1 -0.37 0.18 4.25 0.039
Transplantado 103 1 -0.662 0.122 29.5 <0.0001

HLA-A2 65 1 0.058 0.187 0.1 0.754
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Figura 6.10. Estimacién de la funcién de densidad del tiempo de vida mediante los
estimadores fXM (.) (Iinea continua) y f (-) (Imeas con puntos), segiin el paciente haya

recibido o no un transplante de corazon.

El segundo factor que mads influye en la supervivencia es el haber sido objeto
previamente de alguna operacién a corazén abierto. En particular, los pacientes que
no han sido operados previamente presentan un riesto de morir exp (0.37) = 1.45 veces
mayor que los demds. La influencia de las demds covariables en el tiempo de vida es, de

acuerdo con el contraste de Wald con un nivel de significacién del 5 %, no significativa.
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Figura 6.11. Estimacién de la funcién de densidad del tiempo de vida mediante los
estimadores fEM (.) (Iinea continua) y f (-) (Imeas con puntos), segiin el paciente haya

sido operado previamente del corazén o no.

Para comprobar si haber recibido un transplante estd relacionado con el haber sido
operado previamente del corazén, se ha realizado un contraste chi-cuadrado que ha

resultado no significativo (p—valor= 0.187).

En las figuras 6.10 y 6.11 se muestran las estimaciones de la funcién de densidad
con pesos de Kaplan-Meier (linea continua) y presuavizada con ventana plug-in (linea
con puntos abiertos) y bootstrap con el remuestreo SC2 (linea con puntos cerrados).

Estas ventanas han sido estimadas asumiendo, en la obtencién de las ventanas piloto,
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los mismos modelos paramétricos supuestos para las estimaciones de f () de la figura

6.7. El valor estimado de las ventanas viene dado en la tabla 6.5.

El analisis de las figuras 6.10 y 6.11 confirma que el tiempo de vida es muy distinto
en funcién de si el paciente ha recibido o no un transplante de corazén, o dependiendo
de si al paciente se le ha practicado con anterioridad alguna operacién a corazén abierto

O no.

La estimacién de la funcién de densidad del tiempo de vida, para los pacientes que
no han recibido un transplante de corazén o que no han sido objeto de operaciones
previas de corazon, es parecida con las estimaciones de Kaplan-Meier cldsica y pre-
suavizada. Esto es debido al valor relativamente bajo de la ventana de presuavizado
b, tanto plug-in (bplug-in = 0.065) como bootstrap (byeotstrap = 0.198). Como se recor-
dard, cuando la ventana de presuavizacién b es cero, el estimador presuavizado f (-)

se reduce al estimador cldsico fEM (.).

La diferencia entre las estimaciones de Kaplan-Meier cldsica y presuavizada es
mayor en los grupos de pacientes a los que si se les ha realizado un transplante (ver
figura 6.10) y los que han sido operados del corazén con anterioridad (ver figura 6.11).
El estimador de Kaplan-Meier cldsico, fX (.), claramente infraestima el tiempo de
vida de dichos pacientes (la elevacién inicial de las estimaciones para el grupo de
pacientes que si han sido operados con anterioridad se debe a un valor aislado no

censurado).

La deduccién, a partir de los resultados de la tabla 6.4, de que el tiempo de su-
pervivencia de un paciente depende, entre otros posibles factores, de si ha recibido
un transplante de corazén o de si ha sido operado del corazén con antelacién, estd
supeditado a la validez de la regresién de Cox. Esto precisa que sea cierta la hipdtesis
de riesgos proporcionales, es decir, el riesgo relativo de los individuos cualesquiera es

constante a lo largo del tiempo.

Tabla 6.5. Valores de las ventanas s y b obtenidas con los métodos plug-in y bootstrap

para cada submuestra obtenida segin las covariables que influyen en el tiempo de vida.

Kaplan-Meier Presuavizado
S Splug-in bplug—in Sbhootstrap bbootstrap
Transplante N/O 1.065 1.081  0.065 1.323 0.198
SI 0.626 0.636  2.251 0.640 3.70
Operacién ~ NO 0.683 0.693  2.038 0.766 1.465

Si 0.421 0.481 3.848 0.607 3.65
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Figura 6.12. Diagrama de dispersion suavizado de los residuos de Schoenfeld escalados

para los predictores Transplante y Operado previamente.

Debido a la gran aceptacién de este modelo de regresién en el andlisis de la relacién
entre el tiempo de supervivencia y un conjunto de covariables, sobre todo en Medicina,
es copiosa la literatura sobre contrastes de bondad de ajuste del modelo de Cox (An-
dersen (1982), Arjas (1988), Lin y Wei (1991) o Burke y Yuen (1995), entre otros). En
esta aplicacién a datos reales, se ha elegido un contraste grifico con el fin de facilitar

su interpretacion.

Uno de los contrastes graficos méas populares es el diagrama de dispersién suavizado
de los residuos de Schoenfeld escalados (Grambsch y Therneau (1994)). En la figura
6.12 se muestra, ademas del diagrama, una estimacién del correspondiente coeficiente
para cada covariable, en principio dependiente del tiempo, ((t), y su intervalo de
confianza al 90 %. Si la suposicién de riesgos proporcionales es cierta, 3 (t) serd una
linea horizontal. La manifiesta no horizontalidad del pardmetro (3 (t), para las dos
covariables consideradas, establece una evidencia de la violacién de la hipétesis de

riesgos proporcionales en la que se basa del modelo de Cox.

Respecto al coeficiente [ (t) para la variable Transplante, la pendiente positiva
y su aproximaciéon a cero indica que el efecto beneficioso, en la supervivencia, de
haber recibido un transplante se disipa a medida que pasa el tiempo. Razonablemente,
conforme aumenta el periodo de pertenencia al programa de transplante de corazén de
Stanford, el desarrollo de la enfermedad avanza y el efecto ventajoso del transplante

desaparece con el tiempo.
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Por su parte, el beneficio de haber sido operado del corazén con anterioridad se
presenta a partir del cuarto dia de haber sido aceptado en el programa de Stanford, y

tdnicamente durante algo menos de un afo.
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