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Capitulo 1

Introduccion

Durante el viaje, vetan aqui y alld levantarse
murallas parciales terminadas.

F. KAFKA, De la construccién de la muralla china.

1.1 Anadlisis de supervivencia: conceptos fundamentales

1.1.1 Objeto y ambito del Andlisis de Supervivencia

Bajo la denominacién comun de Anélisis de Supervivencia se inscribe una serie de métodos es-
tadisticos orientados primordialmente al estudio de la distribucién del tiempo hasta la ocurrencia de
un suceso puntual. En la literatura especifica se suele designar dicho suceso como ‘fallo’ y al tiempo
hasta su ocurrencia como ‘tiempo de fallo’, —sin menoscabo de que en ocasiones ambos se refieran a
contextos (en principio) mds positivos como, por ejemplo, el tiempo desde que un alumno inicia sus
estudios de doctorado hasta que lee su tesis doctoral—. La disciplina debe en gran parte su auge
a la riqueza e importancia de las aplicaciones en dreas tan diversas como Medicina, Epidemiologia,
Biologia, Sismologia o Ingenieria (donde aparece bajo la forma de Anélisis de la Fiabilidad), pero si-
multdneamente ha propiciado ya desde sus inicios el surgimiento de algunos conceptos novedosos desde
un punto de vista tedrico (v.g. la ‘verosimilitud parcial’ de Cox (1975)) y ha servido de fértil campo
de aplicacién de construcciones teéricas como la teorfa de martingalas o la teorfa de los procesos de
contar.

La presente introduccién no es sino una brevisima revisién de algunos elementos del Analisis de
Supervivencia directamente relacionados con el contenido de esta memoria. Se puede encontrar una
visién del Anélisis de Supervivencia en toda su amplitud consultando cualquiera de los miiltiples textos
sobre el tema. A titulo de ejemplo, vale citar: Kalbfleish y Prentice (1980), Lawless (1982), Cox y
Oakes (1984), Andersen, Borgan, Gill y Keiding (1993) y Klein y Moeschberger (1997).

1.1.2 Modelo de censura aleatoria

Una de las caracteristicas —mds propiamente, una dificultad— de los datos de supervivencia,
asociada fntimamente a las condiciones en que son obtenidos, es la frecuencia con la que aparecen
censurados. Se dice que un dato estd censurado cuando sélo se dispone de una cota para el tiempo
de fallo. Si se trata de una cota superior se dice que la censura es por la izquierda, mientras que
si la cota es inferior se habla de censura por la derecha, el tipo mds frecuente en las aplicaciones.
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Asi, cuando un dato estd censurado el tiempo observado no corresponde a un tiempo de fallo, pero
la informacién parcial proporcionada por la observacién no puede ser ignorada si se deben obtener
inferencias correctas a partir de los datos. En general, cualquier discusién sobre el mecanismo de
censura deberd tener en cuenta cémo han sido obtenido los datos. En muchas aplicaciones, v.g. del
campo de la Medicina (como las presentadas en el capitulo 4 de esta memoria), la censura por la
derecha aparece de modo natural: no es en general factible extender la duracién del estudio hasta
que todos los pacientes ‘fallen’, maxime teniendo en cuenta que en general los pacientes entran en el
estudio escalonadamente a medida que van apareciendo.

El mecanismo de censura que se supondrd en esta memoria constituye el denominado modelo de
censura aleatoria por la derecha. De acuerdo con él, asociado al individuo ¢-ésimo de un total de n,
i =1,2,...,n, hay un tiempo de fallo 7; (con funcién de distribucién F’ continua) y un tiempo de censura
C; (con funcién de distribucién G continua), mutuamente independientes, que no son directamente
observables. Los vectores aleatorios (X;,C;),i = 1,2,...,n se suponen igualmente independientes.
Los datos se observan en la forma de n pares (T;,6;),i = 1,2,...,n, donde T; = min (X;,C;) y 6; =
1(X; < ). Asi, si el i-ésimo individuo falla §; = 1 y T; corresponde al tiempo de fallo, mientras que
si estd censurado 6; = 0 y T; es el tiempo de censura. La distribucién (comun) de T;,7 = 1,2,...,n se
denota por H y es inmediato comprobar que

1—H(t) = (1— F(t)) (1-G(t). (1.1)

1.1.3 Funciones basicas

Supéngase, como en la subsecciéon anterior, que el tiempo de fallo X es una variable aleatoria
absolutamente continua con funcién de distribucién F' y funcién de densidad f. Se define a conti-
nuacién una serie de funciones que aunque desde un punto de vista matemdtico dan especificaciones
equivalentes de la distribucién de X, permiten destacar aspectos diferentes de ella. La funcién més
elemental es la funcidn de supervivencia, definida por

Sp(t) = P(X > t).

En palabras, el valor de la funcién de supervivencia en el tiempo t es igual a la probabilidad de que el
individuo experimente el fallo con posterioridad al tiempo t. Es, por tanto, el complemento a 1 de la
funcién de distribucion, esto es,

Sp(t) =1 — F(2).

La funcién de supervivencia proporciona una sencilla descripcién de la progresién temporal de un
grupo de individuos hacia el fallo o para comparar a este respecto diferentes grupos entre si.
La funcion de riesgo se define por

. PE<X<t4+At|X >t
)\F(t):A?E(lﬁ : At | )

Msés intuitivamente, Ap(t)At seria una aproximacién de la probabilidad de que un individuo que no
ha fallado antes del tiempo t lo haga en el siguiente periodo de tiempo de duraciéon At.

Es facil comprobar que
f(t) _  dlogSk(t)

B0 R T (12)

Ar(t)

La funcién de riesgo es especialmente ttil para describir los cambios temporales de la probabilidad de
experimentar un fallo. La Figura 1.1 muestra las principales tipologias que pueden presentarse.
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Creciente

K4 cereeeienes Decreciente
Constante

En forma de bafera
—--—--—--—-- En forma de joroba

Figura 1.1. Algunas tipologias de la funcién de riesgo.

Relacionada con la funcién de riesgo estd la funcidon de riesgo acumulativa, que se define como

t
Ap(t) = / A (u)da. (1.3)
0
Es inmediato obtener de (1.2) la relacién
Sr(t) =exp (—Ap(t)). (1.4)

1.1.4 Modelos paramétricos de la distribucién del tiempo de fallo

Aunque en esta memoria se trata exclusivamente el problema de la estimacién no paramétrica de
algunas de las funciones de la subseccién anterior, conviene describir algunas de las distribuciones
paramétricas mds empleadas en la modelizacién de datos de supervivencia. De hecho, serdn algunos
de estos modelos los que se utilicen en los estudios de simulacién que ilustran los métodos tedricos
presentados en los siguientes capitulos.

Para evitar extenderse innecesariamente, la exposicién se limita a los modelos exponencial, de
Weibull, lognormal y loglogistico, que en algunos aspectos se pueden considerar representativos. Sus
principales caracteristicas se resumen en la Tabla 1.1.

En general, la conveniencia de un modelo es funcién de su flexibilidad para reproducir las carac-
terfsticas esenciales de la forma de la funcién de riesgo, reflejadas en la Figura 1.1. En este sentido,
el modelo exponencial tiene un interés muy limitado, pues su funcién de riesgo es constante. Se cita
aquf por su simplicidad, su interés histérico y porque, a pesar de todo, sigue siendo muy empleado en
algunas dreas, como v.g. la Ingenierfa Electrénica, donde se utiliza para modelizar el tiempo de vida
de componentes como circuitos integrados de alta calidad o capacitores.
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Tabla 1.1. Caracteristicas de algunos modelos paramétricos del tiempo de fallo (¢ y ® denotan las
funciones de densidad y de distribucién de la normal estdndar).

Distribucién — Parametros Sr(t) f(t) Ar(t)
Exponencial B>0 exp(—/pt) B exp(—[t) I6;
Weibull a>0,6>0 exp(—[(t*) Bat~ 1 exp(—Bt*) Bat*1
Lognormal o >0 1-9 (10%#) %qﬁ log% SJ;(Z)
Loglogistica a,3>0 1 exp(—a/B)t1/A~1 exp(—a/B)tl/A~1

1+exp(—a/B)t/%  B(14exp(—a/B)t1/8)°  B(l+exp(—a/B)tt/P)

En realidad, la distribucién exponencial es el caso particular de la distribucién de Weibull con
pardmetro de forma (a, en la Tabla 1.1) igual a 1. La popularidad de este modelo es debida a la
capacidad de acomodar razones de fallo crecientes, decrecientes o constantes. Desde que fue propuesta
para modelizar la fatiga de materiales (Weibull (1951)) se ha empleado con profusién sobre todo en
problemas de fiabilidad, pero incidentalmente también en aplicaciones médicas o epidemioldgicas (v.g.
Vereerstraeten (1994), Matsushita et al. (1992)).

Un tiempo de fallo tiene distribucién lognormal si el logaritmo del tiempo de fallo se distribuye
normalmente. La funcién de riesgo vale 0 en el origen, aumenta monétonamente hasta alcanzar un
méximo y decrece con posterioridad. A medida que aumenta el valor del pardmetro o (ver Tabla 1.1)
el médximo se alcanza en tiempos cada vez mds préximos al origen (para p fijo).

Se dice que un tiempo de fallo tiene distribucién loglogistica si su logaritmo tiene distribucién
logistica. Es una distribucién muy similar a la anterior, lo que se refleja en las caracteristicas semejantes
de la funcién de riesgo.

1.1.5 Estimacién no parameétrica de las funciones bdsicas

Como se mencioné més arriba, en esta monografia se aborda el problema de la estimacién de algunas
de las funciones definidas en la subseccién 1.1.3 —concretamente, la funcién de riesgo y la funcién de
riesgo acumulativa— empleando métodos no paramétricos. Por tanto, se soslaya la consideracién de
métodos de estimacién paramétricos, desarrollados sobre el supuesto de que la distribucién del tiempo
de fallo pertenece a alguna familia paramétrica del tipo de las descritas en la subseccién anterior.
Como es sabido, la mayor eficiencia de estos ltimos métodos se consigue al precio de incrementar el
riesgo de cometer un error de especificacién del modelo, que podria llegar a invalidar las inferencias
obtenidas.

Bajo el modelo de censura aleatoria por la derecha, el estimador estdndar de la funcién de super-
vivencia Sg(t) es el estimador de Kaplan-Meier (Kaplan y Meier (1958)), SEM(t), definido por

sev = I1 (1- ) 19

lT(,L) <t

donde ¢};) denota el concomitante de T(;. Se sobreentiende que para t < T(q es SEM(4) = 1. De
acuerdo con la definicién original, cuando 7{;,) corresponde a un dato censurado, suele suponerse
que SEM(t) no estd definida para ¢ > Tj,) (c¢f. Efron (1967) y Gill (1980) para otras definiciones
alternativas).

El estimador de Kaplan-Meier disfruta de cierto niimero de propiedades convenientes. Es el es-
timador de méxima verosimilitud no paramétrico de Sg(t) (Kaplan-Meier (1958), Johansen (1978)).
En cuanto a sus propiedades asintéticas, bajo condiciones bastante generales S,IL( M (t) es un estimador
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uniformemente consistente de Sg(t) en intervalos compactos [0, 7] para los que Sp(7) > 0. Bajo el
modelo de censura aleatoria, Breslow y Crowley (1974) demostraron la convergencia débil del proceso
Vi (SEM(t) — Sp(t)),0 <t <7, a un proceso limite gaussiano.

Se obtiene de modo natural un estimador de la funcién de riesgo acumulativa a partir de la ecuacién
(1.4), tomando logaritmos naturales y reemplazando la funcién de supervivencia por el estimador de
Kaplan-Meier,

Ap(t) = —log SEM(2).

No obstante, es mas utilizado el denominado estimador de Nelson-Aalen (Nelson (1972), Aalen (1978)),
definido por

A = Y ——
i:T(,-)gtn —14+1

donde 6p; denota el concomitante de 1{;). Estos dos estimadores son en realidad asintéticamente equi-
valentes, siendo el estimador de Nelson-Aalen una aproximacién de primer orden del primer estimador.
En la préctica, con muestras de tamafnio pequeno el estimador de Nelson-Aalen parece comportarse
mejor. En cualquier caso, las diferencias entre ambas estimaciones sélo suelen hacerse perceptibles
para valores grandes de t.

Respecto a sus propiedades asintéticas, el estimador de Nelson-Aalen es un estimador uniforme-
mente consistente de Ar(t) en intervalos compactos [0, 7] para los que Ap(7) < co. Bajo el modelo de
censura aleatoria, puede probarse la convergencia débil del proceso /n (A} At) — Ap (t),0<t<T,
a una martingala gaussiana.

Finalmente, el estimador de Nelson-Aalen tiene también una interpretacién en términos de esti-
mador de maxima verosimilitud.

En el capitulo siguiente de esta memoria se dedica al estudio de una versién modificada del esti-
mador de Nelson-Aalen, el denominado estimador de Nelson-Aalen presuavizado.

De las distintas aproximaciones a la estimacién de la funcién de riesgo bajo el modelo de censura
aleatoria que se pueden encontrar en la literatura, aqui se tomardn en consideracién sélo dos esti-
madores: el propuesto por Blum y Susarla (1980) y el de Tanner y Wong (1983). Tienen en comun
los dos estimadores el ser de tipo nucleo, con ventana fija. De los métodos restantes, a los que no se
volverd a aludir, se pueden destacar: el estimador de tipo histograma de Liu y Van Ryzin (1985); el
estimador de niicleo con ventana local de Cheng (1987), basado en la distancia al k-ésimo vecino més
proximo; el estimador de niicleo con ventana variable de Miiller y Wang (1994) y el estimador de Patil
(1997), basado en onditas (‘wavelets’).

Se define el estimador de Tanner y Wong —al que se designard con el nombre de estimador de
Tanner-Wong— como

Arw(t) = 3 o (1.6)

donde H),, es la funcién de distribucién empirica del tiempo observado, K3, es el nicleo reescalado,

Ky, = iK (%) y by, el pardmetro de suavizacién o ventana (para los conceptos de niicleo y ventana,

ver la seccion siguiente). Un estimador esencialmente idéntico fue propuesto independientemente por
Yandell (1983) y Ramlau-Hansen (1983) (basado éste en la teoria de los procesos de contar).
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Se define el estimador de Blum y Susarla —al que se aludird como estimador de Blum-Susarla—
como

n

h 2K, (¢ = T0) &
1=
1—

3\\BS(t) = H (t) T 1

(1.7)

donde H,, y K, tienen la misma interpretaciéon que en el estimador de Tanner-Wong. En realidad, para
evitar problemas con el denominador, se ha dado una definicién del estimador ligeramente modificada
respecto a la original de Blum y Susarla, donde no aparece el término %

Una cuestiéon fundamental, inherente a la estimacién de tipo nicleo en este u otros contextos,
es la de la selecciéon del pardmetro de suavizacién b,. En el caso del estimador de Tanner-Wong,
se ha propuesto un selector de ventana basado en el método de validacién cruzada y se ha probado
su optimalidad asintética (Patil (1993)), extendiendo al caso con censura resultados similares para
datos no censurados (Sarda y Vieu (1991)). Gonzédlez Manteiga, Cao y Marron (1996) estudian un
selector de ventana para el estimador de Tanner-Wong basado en el ‘bootstrap’ que se comporta en

las simulaciones favorablemente respecto al anterior.

1.2 Suavizacién de las funciones de densidad, riesgo y regresién

1.2.1 Suavizacion de la funcién de densidad

En varias partes de esta memoria surge la necesidad de estimar la funcién de densidad correspon-
diente a una variable completamente observada (es decir, no sujeta a censura). Se empleard entonces
un estimador de tipo ntcleo, en correspondencia con el enfoque no paramétrico hasta ahora expuesto.
Desde los trabajos pioneros de Rosenblatt (1956), Whittle (1958) y Parzen (1962), el estimador de
tipo nicleo se ha convertido sin duda en el método més estudiado en relacién con este problema. Es
también el mas empleado en la practica después del histograma, frente al que presenta claras ventajas:
la més evidente, la mayor suavidad de la estimacién obtenida, acorde con las hipétesis de regularidad
que con frecuencia se estd dispuesto a hacer sobre la funcién de densidad que se trata de estimar. Re-
ferencias accesibles sobre el tema son, por ejemplo: Silverman (1986), Wand y Jones (1995) y Simonoff
(1996).

El estimador de Parzen-Rosenblatt de la funcién de densidad f se define como

Fla) = 23Ky, (o~ X)
=1

donde K, (t) = éK (&), K es la funcién niicleo y b, > 0 el pardmetro de suavizacién o ventana.

En su forma mads general el nicleo es cualquier funcién que verifique

l[ZK@Mx:L

pero es usual que se trate de una funcién de densidad simétrica con momento de segundo orden finito.
Por otra parte, como se suele suponer que f goza de cierto grado de suavidad y f hereda todas
las propiedades de continuidad y diferenciabilidad de K, es frecuente que el nicleo satisfaga ciertas
condiciones de continuidad y derivabilidad.

La Figura 1.2 ilustra mediante un ejemplo el funcionamiento del estimador de Parzen-Rosenblatt.
Intuitivamente, el estimador se obtiene centrando en cada observacién un nicleo reescalado, lo que
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graficamente se manifiesta como una ‘elevaciéon’, y promediando esas ‘elevaciones’. Con méds precision,
la estimacién en un punto z es la media de las ordenadas de los niicleos reescalados en ese punto.
Como se puede ver en la Figura 1.2 el papel del nicleo es controlar la forma de las ‘elevaciones’ y el
de la ventana su anchura. Es un hecho bien conocido (¢f. Silverman (1986),Wand y Jones (1995))
que mientras el micleo no es un factor decisivo en la estimacién, la eleccién de una ventana adecuada
es de suma importancia. Ventanas demasiado pequenas dan lugar a una estimacién con variabilidad
excesiva (infrasuavizada), mientras que si son demasiado grandes provocan una estimacién sesgada
(sobresuavizada).

b=0.7 b=2
N <]
o o
(a2} (a2}
o o
© ©
ks LN
= N K =
2 31 - 2 31
[} - [}
a - a
5 5
© L T x I‘)(‘”“"'%‘.:”m‘“.%.:."'“%---l © L T T T T T
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Figura 1.2. Estimacién de tipo nticleo de la densidad a partir de 5 observaciones con ventanas
b= 0.7 y 2, empleando el niicleo de Epanechnikov, K(z) = 3 (1 —2?) 1(|z| < 1). La estimacién es la
linea continua. En la base de la figura se representan (lineas punteadas) las evaluaciones del nicleo
reescalado (y dividido por n) centradas en las observaciones.

El problema de la seleccién de la ventana aparece ligado a la definicién de medidas adecuadas del
error cometido al estimar la densidad f por un estimador f. La mds empleada es, seguramente, el
error cuadratico medio integrado, definido por

MISE(f) = E { / (f(a:) - f(q:)>2dx] .

-~

Como el MISE(f) depende de la ventana de una manera complicada, es mds conveniente considerar
su aproximacién para tamano muestral grande, el MISE(f) asintético o AMISE(f), pues permite
interpretar de modo sencillo la influencia de la ventana en el comportamiento del estimador. Bajo
condiciones que no procede detallar aqui (¢f. Wand y Jones (1995)) sobre K, la velocidad a la que
la sucesién de ventanas b, tiende a 0 cuando n tiende a infinito y la regularidad de f, y definiendo

pg = [ 2?K(x)dx, se tiene
MISE(f) = AMISE(f) + o (n"'b;* + b%)

donde
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AMISE(f) / f(x 2dx—|—— / K(z)%dx. (1.8)

El término 16442 [ f(x)2dx representa el cuadrado del sesgo de [ integrado y = [ K(2)*dx su

varianza integrada, de modo que la expresién del AMISE( f) puede interpretarse en términos de un
compromiso entre sesgo y varianza que define el papel crucial de la ventana: con ventanas cada vez
menores se reduce el sesgo al precio de una variabilidad aumentada; con ventanas cada vez mayores
ocurre lo contrario.

De (1.8) es inmediato obtener una expresién explicita para la ventana 6ptima en el sentido de
minimizar el AMISE, bayise,

K(x)?dx 1/5
bamise = <n/é(f(f”)(x)2dx> ; (1.9)

a la que se designard como ventana AM IS FE-6ptima.

Obviamente, la expresién (1.9) no puede ser directamente utilizada para elegir una ventana en la
practica, por depender de la cantidad desconocida f f"(x)?dzx, a su vez dependiente de la densidad que
se quiere estimar. No obstante, se dispone actualmente de métodos de seleccién ‘plug-in’, llamados asi
porque se basan en reemplazar en (1.9) [ f” (x)%2dz por una estimacién conveniente, que exhiben un
comportamiento bastante satisfactorio, tanto teérico como practico (Sheather y Jones (1991)). Otros
selectores con buenas propiedades son los basados en el ‘bootstrap’ suavizado. Por el contrario, los
cldsicos métodos de validacién cruzada parece que deben ser desestimados, tanto por razones tedricas
como practicas (Cao, Cuevas y Gonzalez Manteiga (1994), Hall y Marron (1987)).

Surgird en varias ocasiones a lo largo de la memoria la necesidad de estimar la derivada k-ésima
de una funcién de densidad f. Un estimador natural de la derivada k-ésima de f(z), f®)(x), es la
derivada k-ésima del estimador f(z)

F® (= ZK

donde

1 T
K (z) = ka) <E> :

FEn varios lugares de esta memoria se hace uso del siguiente teorema, que versa sobre la convergencia
uniforme en probabilidad del estimador de Parzen-Rosenblatt fde la densidad f. En él se supondra
que el nicleo K cumple la condicién (C), que formulamos aparte:

(C) K es una funcién uniformemente continua con médulo de continuidad wg y variacién acotada
V(K), que verifica K(u) = K(—u), [ |K(u)|du < oo, ilg})K(u) =0y [ |ulog|ul|"?|d(K(u))| < co.

Teorema 1.2.1 (Silverman (1978)) Si el nicleo K satisface la condicion (C), f es uniformemente
continua, b, — 0 y n'=¢b, — oo para algin € > 0, entonces

ilell}é) ’]/”\(x) —F [f(x)} ‘ =Op <n1/2bn1/2 <log %) 1/2) .
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Observacién 1.2.1 En realidad, aunque el resultado original de Silverman (1978) sélo trata de las
propiedades de convergencia de f, puede ser extendido a sus derivadas sucesivas siguiendo directamente
los argumentos empleados en su demostracion. Las hipdtesis (V.1) y (V.2) sobre la sucesion de
ventanas que serdn aplicadas en la seccion 2.2, imponen que la generalizacidn que a continuacion se
propone se limite al caso de la primera derivada.

Asi, si bajo las condiciones (K.1), (P.1), (P.2) y (H.1) detalladas en la pagina 15 del capitulo 2,
se define J = [g/2,tg], entonces se verifica para k = 0,1,

teJ n

1/2
sup (f(@ (t) — f® (t)’ — Op (b%; Y22k <log bi) ) . (1.10)

Obsérvese que, a diferencia del teorema 1.2.1, en (1.10) se ha incluido la aportacion del término del

sesgo, sup |E [f(k) (t)} — f®) (t)‘ , analizindolo mediante expansiones de Taylor.
teJ

1.2.2 Suavizacién de la funcién de riesgo

La funcién de riesgo es fundamental en andlisis de supervivencia, motivo por el cual fue ya con-
siderada en la seccién anterior bajo el supuesto del modelo de censura aleatoria. La estimacién no
paramétrica de la funcién de riesgo ha sido igualmente estudiada en el contexto més simple de datos
sin censura. También en este caso, muchos de los estimadores propuestos son de tipo nicleo (ver las
revisiones de Singpurwalla y Wong (1983), Hassani et al. (1986)). Algunos de los estimadores mejor
conocidos de la funcién de riesgo pueden ser derivados a partir de la ecuacién fundamental ya conocida

f@)
Ap(t) = —=—
que en todo caso pone de evidencia la conexién existente entre los problemas de estimacién de la
densidad y la funcién de riesgo. En esta monografia se empleardn los dos estimadores siguientes: el
estimador propuesto por Watson y Leadbetter (1964),

n

A (t) = %2% (1.11)

y el estimador semejante al propuesto por Rice y Rosenblatt (1976) (muy similar a su vez a otro
estudiado anteriormente por Murthy (1965))

n
%,Zlen (t—T;)
1=

Arr(t) = 5~ T

(1.12)

donde F;, denota la funcién de distribucién empirica. En lo sucesivo, cuando se aluda a ellos se
hard bajo las denominaciones de estimador de Watson-Leadbetter y estimador de Rice-Rosenblatt,
respectivamente.

1.2.3 Suavizacién de la funcién de regresiéon

La funcién de regresion describe la relacién entre una variable explicativa X y una variable
respuesta Y. Se supondra que los datos constituyen una muestra de n pares de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas (X;,Y;),i = 1,2, ...,n (es decir, un disefio aleatorio). Los
datos se pueden modelizar por la ecuacién
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Yi=m(X;)+e; 1=1,2,...,n

donde m(x) = E(Y |X = x) es la funcién de regresién y ¢; el error cometido en la i-ésima observacion.
La mayoria de los estimadores no paramétricos de la funcién de regresién pueden escribirse en la
forma

m(r) =Y Wiz, X1, Xs, ..., Xn)Y (1.13)
=1

donde {W;(z, X1, X2, ..., X5) };—, es una sucesién de pesos. Se reducen por tanto a una media ponde-
rada de las respuestas, en la que los pesos controlan el cardcter més o menos local de la estimacion.
De este tipo son precisamente los dos estimadores no paramétricos de la regresiéon que se empleardn en
diversas partes de esta memoria, el estimador de tipo nicleo de Nadaraya-Watson y el estimador local
lineal, que se describen a continuacién brevemente. Puede encontrarse un tratamiento més exhaustivo
de estos estimadores en los textos de Hirdle (1990), Wand y Jones (1995), Simonoff (1996) y Fan y
Gijbels (1996).

En lo sucesivo se supondréd que (X,Y') tiene funcién de densidad conjunta f y que la funcién de

regresion de Y sobre X es m(zx) = %, donde h denota la densidad marginal de X y 1 = mh.

El estimador de Nadaraya-Watson (Nadaraya (1964), Watson (1964)) se define como

LS Ky, (- X0)Y;
LN Ky, (- X;)

myw (z) =
Empleando la notacién
1
= - K, - X,)Y;,
W) = =S K- X))

h(z) = % ZKbn(x - Xi),

puede escribirse

<)

(x
(x)
Es posible aplicar la estimacién de tipo nicleo igualmente a la obtencién de estimadores de la

derivada de la funcién de regresiéon. Se puede estimar m/(z) mediante la derivada respecto a z de
myw (x), obteniéndose asi el estimador de la derivada de la funcién de regresién de tipo nicleo

~—

myw(r) =

=)

~/

¢ (@)h(z) — (@) (x)
h(x)?

~—

Miyw () =

donde
— 1 , . .
Vi) = - K (v - X)Y;

W) = -3 K (- Xo)

1 T
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siendo a su vez R/ (x) y @/(x) estimadores de h'(z) y ¢/(z), respectivamente. La misma idea puede
aplicarse a la estimacién de derivadas sucesivas.

En el capitulo siguiente se hard uso de los dos teoremas siguientes, similares al teorema 1.2.1. Para
los dos se requiere la condicién (C), enunciada en el epigrafe dedicado a la estimacién de la densidad.
El primero de ellos proporciona la tasa de convergencia uniforme en probabilidad del estimador m .

Teorema 1.2.2 (Mack y Silverman (1982)). Si el nicleo K wverifica la condicion (C); J es un

intervalo acotado en que h estd acotada inferiormente por un niumero estrictamente positivo; para

algin s > 2, E[|Y]]® < oo ysup [ |y|° f(z,y)dy < oo; f es continua en un intervalo abierto que
x

contiene a J y ¢ y h tienen sequnda derivada acotada; n®""'b, — oo, para algin n < 1 —s71 y

—1
nbd, (log %) — 0; entonces

1\ 12
sup [myw (z) — m(z)| = Op <n_1/2551/2 <10g b_> ) '

zeJ n

El segundo teorema es un resultado sobre la tasa de convergencia uniforme de @7} similar al teorema
1.2.1 para el estimador de la densidad.

Teorema 1.2.3 (Mack y Silverman (1982)) Si el nicleo K satisface la condicion (C); para algun
>0, E[|Y[]° <ooysup [ |y f(x,y)dy < o0; by — 0 y nb, — 0o, para alginn < 1—s~1, entonces
x

sup @(m) —-F [@AZJ(:U)] ‘ =Op <n_1/2b;1/2 <log bi> 1/2> .

zeR n

Observacion 1.2.2 Como se senald en la observacion 1.2.1, se considera una extension de los teore-
mas 1.2.2-1.2.3 al caso de las derivadas de m,1) y sus estimadores. La extension se obtiene siguiendo
directamente los argumentos empleados en la demostracion por Mack y Silverman (1982) sélo tratan
de las propiedades de convergencia de myw y 1. De acuerdo con las hipétesis (V.1) y (V.2) sobre
la sucesion de ventanas que serdn aplicadas en la seccion 2.2, la generalizacion que se propone a con-
tinuacion se limita a la primera derivada.

Ast, si bajo las condiciones (K.1), (P.1), (P.2) y (H.1) detalladas en la pagina 15 del capitulo 2,
se define J = [¢/2,tg], entonces se verifica para k = 0,1,

1\ /2
sup mg\’f%,[,(t)—m(k)(t)‘ - Op <n—1/2b;1/2—k <logb—> ) (1.14)
(S n
~:(k) k 2 1/2,-1/2—k 1)/
sup (1) — )(t)‘ = Op | b2 +n Y212 <1ogb—> . (1.15)
c n

Nétese que, a diferencia del teorema 1.2.1, en (1.15) se ha incluido la aportacion del término del
~(k
sesgo, sup |E [¢( )(t)] - w(k)(t)‘.
ted

El estimador local lineal es un caso particular (como se verd, el estimador de Nadaraya-Watson es
en realidad otro) de un estimador més general, el estimador polinémico local. El concepto de estimador
polinémico local estd conectado con la resolucién por el método de minimos cuadrados de un problema

de regresién polinémica ponderada. Denotando por (BO, Bl, e BT> al vector minimizador de

(Vi — [Bo+ 51 (x — Xi) + o 4+ B, (x — X)) K, (v — X),

n

i=1
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el estimador polinémico local de m(z) se define como
m PL ((L‘) = 50'

El estimador local lineal corresponde al caso = 1 y el propio estimador de Nadaraya-Watson se
obtiene tomando r = 0, lo que justificarfa la denominacién alternativa de estimador local constante.

Msds en general, del componente Bk se obtiene un estimador de la derivada k-ésima de m(x), para
1 <k <r, concretamente,

) (x) = Byk!.

Un problema importante es el de la eleccién del grado r del polinomio. En teorfa, el comportamiento
asintético del estimador mpyr(z) mejora al aumentar r, pero, en la préctica, con valores altos de r
sélo se consigue con frecuencia ganancias marginales y al precio de un aumento de la variabilidad del
estimador. M4ds clara, pero siempre desde un punto de vista asintético, es la ventaja de los estimadores
polinémico locales de grado impar frente a los de grado par inmediatamente inferior: el efecto frontera
es previsiblemente menor y la expresion del sesgo asintético condicional es més facilmente interpretable
en los de grado impar.

El razonamiento contenido en el parrafo anterior favoreceria por tanto el uso de estimadores
polinémico locales de grado moderado e impar, como los estimadores locales lineal y ciibico.

Para el caso del estimador local lineal, que se denotard por mpr(z), puede darse una expresién
explicita relativamente simple de la forma (1.13),

ilen (= X3) (3ma(t) — (= X)sna () Vi

mrr(z) = —;
;Kbn (. — Xi) (8n2(7) — (2 — Xi)sp,1(x))

donde, para j = 1,2, las funciones s, ; estdn definidas por

n

sng(t) =Y _Kp, (x — Xi)(z — X;)7.
i=1

Como es tipico de los métodos de suavizaciéon que emplean una funcién nicleo, la estimacién
polinémico local depende fuertemente de la ventana b,,. Précticamente todos los selectores de ventana
propuestos en el caso de la estimacién de la densidad pueden ser adaptados al contexto de la regresion.
A titulo de ejemplo y por ser utilizado en el capitulo final de esta memoria, bastara con citar de la
multiplicidad de selectores existentes el de Ruppert, Sheather y Wand (1995), que, basado en la
metodologia ‘plug-in’, retine propiedades tedricas y précticas convenientes.



Capitulo 2

Estimador de Nelson-Aalen
presuavizado

But, soft! what light through yonder window breaks?
W. SHAKESPEARE, Romeo y Julieta, Acto II, Escena II.

2.1 Definicién y propiedades del estimador de Nelson-Aalen
presuavizado

Es conveniente motivar el estimador de Nelson-Aalen presuavizado poniéndolo en relacién con el
propio estimador de Nelson-Aalen, que, como se coment6 en el capitulo introductorio, es el estimador
clésico de la funcién de riesgo acumulativa.

Se define la probabilidad condicional de no censura como la funcién

p(t) = P (8 = 1|T; = t) = E(&|T; = 1),

que tendra una relevancia especial a lo largo de la presente memoria.
Si por H™ se denota la funcién de subdistribucién de los datos no censurados, i.e.,

H™(t) = P(T; <t,6, =1),

se verifica
t
) = [ (1= G)ar() (2.1)

o, equivalentemente, empleando p(t),

t
H™(t) = /0 p(x)dH (z). (2.2)

De este modo, a partir de la siguiente expresién para Ap(t), que por (1.2) equivale a (1.3),

AF(t):/O 1_;}7(33)(”?(90)

13
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y de la relacién (1.1), segin se considere (2.1) o (2.2) se obtienen las expresiones alternativas para

AF(t)a
t

Ar(t) = /O 1_7?(—;;)(@611{(;5). (2.4)

El estimador de Nelson-Aalen, AN4(t), se obtiene reemplazando en (2.3) H(z) y H™(z) por sus
respectivas versiones empiricas,

Ho(e) = =3 1(T; <)

En efecto,

NA ' 1 - u - bi
A — T _ n — v
n () /0 1—Hn(m—)d n (@) = 1—L(R,—1) Z n—R;+1

1<t 25 <t
n
= > s
ZT(Z)Stn i+l

donde 6f; denota el indicador de censura concomitante de 7(;).
Si, por el contrario, se reemplaza en (2.4) H por la funcién de distribucién empirica H,, y p por el
estimador de Nadaraya-Watson

> Ky, (t=T;) 6
=1

plt) = =
> Kb, (t=T7)
i=1
donde b, es una sucesién de ventanas convergente a cero y Kp, (t) = K (t/b,) /bn, se obtiene el

estimador

AP() = i o) (2.5)
nys n—i+1’ '
Z:T(i) <t

que se denominaréd estimador de Nelson-Aalen presuavizado. (En adelante, se omitira el subindice n
de la sucesién de ventanas).

Conviene observar en este lugar que, de la misma manera que el estimador de la funcién de
supervivencia de Kaplan-Meier, definido en (1.5), se obtiene a partir del estimador de Nelson-Aalen
reemplazando en la ecuacién

Sp(t) = exp (—Ap(t))
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Ap(t) por ANA(t) y aproximando exp(—x) por 1—z, cuando se reemplaza Ap(t) por AP (t) y se emplea
la misma aproximacion se obtiene el estimador de la funcién de supervivencia

%@—IIG—%%%» (2.6

’LT(Z) <t

que se denominard estimador de Kaplan-Meier presuavizado.
En Cao y Jacome (2004) se deriva a partir de SP () el estimador de la funcién de densidad de tipo
nticleo presuavizado

FE@) = K, (t=T) (FE(T) — Ff (Ti-))
=1

donde
Fr(t)=1-8F()

es la funcién de distribucién presuavizada y FI' (to—) = lim FL(t).
t—ty

Estimadores relacionados con (2.5) y (2.6) son los estudiados por Dikta (1998). Este autor supone
que p pertenece a una familia paramétrica indexada por el pardmetro 6, i.e., p(t) = p(¢,0), y propone
estimar p mediante p,(z) = p(z, 5), siendo 0 el estimador de méxima verosimilitud de 6. En su trabajo
se prueba la convergencia uniforme fuerte de estos estimadores semiparamétricos.

Igualmente relacionado con (2.5) estd el estimador de la funcién de riesgo acumulativa estudiado
por Ziegler (1995),

Z bt 1 ne ! ]/)\([IZ)
M= [ T T ] T e

donde b = b(n) es una sucesién de ventanas convergente a cero a una determinada tasa. Se trata,
por tanto, de un estimador que coincide con AN4(t) en un entorno del cero y con AL (t) en el drea
de integracién restante. Como la propia autora reconoce, estas diferencias de AZ(t) respecto a AL (t)
pretenden soslayar problemas técnicos en la frontera. Su estudio establece la convergencia débil del
proceso estocdstico /1 (AZ(t) — Ap(t)) y caracteriza su limite.

En el resto del capitulo se aplicarédn las siguientes hipétesis:
e sobre la funcién nucleo, K,
(K.1) K es una funcién no negativa, simétrica, dos veces derivable con segunda derivada acotada,
verifica LLL K(z)dx = 1, tiene soporte en el intervalo [-L,L],L >0,y K(L) = K'(L) = K"(L) = 0.
e sobre la funcién de probabilidad condicional de no censura, p,
(P.1) p es cinco veces derivable en [0,00), con quinta derivada continua.
(P.2) Existe ¢ > 0 tal que € = sup{t : p(x) = 1,Vz € [0,1)}.
e sobre la funcién de distribucién, H,
(H.1) Existe to tal que 0 < ¢ < tg y H(top) < 1, H es cinco veces derivable en [0, tp], con quinta
derivada continua y existe 6 > 0 tal que H'(t) = h(t) > 6,Vt € [¢/2, 0] .
e sobre la funcién de peso, w,
(W.1) w es no negativa, con soporte en el intervalo (¢/2,tp) y derivable dos veces en [£/2, (], con
segunda derivada continua.

Las condiciones (K.1), (P.1) y (H.1) son condiciones de regularidad esténdar. El grado de
diferenciabilidad exigido en (P.1) y (H.1) puede relajarse para los resultados asintéticos que se dan
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a continuacién en esta misma seccién, pero es necesario para los resultados de la siguiente seccién,
referentes a la seleccién de la ventana ‘plug-in’. La condicién (P.2) es de tipo técnico y, en principio,
algo sorprendente. Esencialmente afirma que un tiempo de vida no puede estar censurado por un
numero arbitrariamente pequefio: debe existir alguna cota inferior positiva para el tiempo de censura.
Esta no parece ser una condicion excesivamente restrictiva para las aplicaciones a datos reales.

Bajo las anteriores condiciones, Cao, Lépez de Ullibarri, Janssen y Veraverbeke (2003) dan la
siguiente representacién de AL (t) — Ap(t) como suma de variables aleatorias i.i.d..

Teorema 2.1.1 Bajo las condiciones (K.1), (H.1), (P.1) y b = con™® 4+ o(n™%), para algin «,
1/4 < a < 1/2, y algin co > 0, se tiene

AR () = Ap(t) = AL (t) — Ap(t) + op(n~/?) (2.7)

donde
AT (1) = Ar(t) + = S (1) — ra(T3) + 75(T:, 50) (28)

=1
Y

() = EREa <o - H). (2.9
ro(Tl;) = /0 1(E1§_Sj)j[z;[(s)p'(s)ds, (2.10)
r3(Ti, 0i) = Ot K(s _11—1)1(1;5(15)_ p(s))ds. (2.11)

En el mismo trabajo se dan las siguientes representaciones asintéticas para el sesgo y la varianza
de A (1),

EAT() ~ Ar()] = nxalt)t? +o(b?), (2.12)
Var [AZ()] = %( /O mdm%s)—zwbqu))+o<n—1b2) (2.13)

donde se ha empleado la notacién

L

e = / K (2)a?dz,
L
L

e = [ k) [ Kdedy,

L 39" (s)h(s) + 1/ () (s)
alt) = /0 2 1= () ds,
p()(1 — p(t))h(t)
(R )
De (2.12) y (2.13) se obtiene la siguiente expresion para el error cuadratico medio de AL(t)
MSE (A_{;’(t)) — AMSE (A_{;’(t)) +o (b* +n1b) (2.14)
donde
AMSE (RE(1)) = % /O mdﬁl"c(s) _ %beKq(t) + 2 ba(t). (2.15)

De los anteriores resultados los mismos autores concluyen la eficiencia asintética de segundo orden
de AP (t) respecto a ANA(t).
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2.2 Seleccién de la ventana ‘plug-in’

Integrando con respecto a t la expresion (2.14) para el MSE(AP(t)) multiplicada por la funcién
de peso w, se obtiene la siguiente expresién para el error cuadritico medio integrado ponderado,

MISE, (A_g;’)

MISE, () = AMISE, (AF) + o0 (b +nb) (2.16)
donde
AMISE, / /mdm%) ()dt—92eKQ+b4u A

y se ha definido
@ = [Tatui
A = T dt.
/0 02 (t)w(t)dt

El término despreciable de la representacion (2.16) procede de la integracién de los términos despre-
ciables de (2.14) multiplicados por w. Se puede probar su despreciabilidad respecto a AMISE,,(AP)
aplicando el teorema de convergencia acotada si se tiene en cuenta la condiciéon (W.1) y que los tér-
minos de orden o (b4 + nilb) de (2.14) son restos de desarrollos de Taylor en que, como consecuencia
de las hipétesis (K.1), (P.1) y (H.1), intervienen funciones acotadas.

Por tanto, la ventana 6ptima en el sentido de minimizar el AMISFE,, (E) es

1/3
bopr = WAMISE, (3P = (K9 . 2.17
oPT ar%;gm ( ”) <2M§{nA ( )

Se propone el siguiente selector de tipo ‘plug-in’ de b

o\ 1/3
7o [_a@
2u2nA

donde
s~ 1P (1= p(T) w(Th)
C = R a—mm D) 219
A = Ooa2 w
A= /O (Bw(b)dt, (2.19)

t ~
a0 — / 19" (s)h(s) + P <s 220
0

y p,P vy P’ son los estimadores de Nadaraya-Watson de p y de sus derivadas primera y segunda,
respectivamente,

: (2.21)
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Lo DR - O ()
) = e : (2.22)
o = VDR = SORWM) — 20 O OR() + 20OR (@) (2.23)

donde, denotando por f*) la derivada k-ésima de f,

~(k) 12"

=1
~ 1<
DRORSS Ez.l é)

k k

y se ha definido el estimador de p¥)(t),k = 1,2, ..., como la derivada k-ésima de p(t), h 'y h'son los
estimadores de Parzen-Rosenblatt de la densidad h y de su primera derivada, respectivamente, y H,
es la funcién de distribucién empirica de los T;.

Obsérvese que existen relaciones similares a las dadas en (2.21), (2.22) y (2.23) para las cantidades
poblacionales. En efecto,

ti, (2.24)

doy = L0 (t;l(t)z()h/()v (2.25)
) = " (OR()? — OR"OR(E) — 20" (O (HA(E) + 20N ()? (2.26)

h(t)3

donde h es la funcién de densidad del tiempo observable y ¢ = ph.
De modo tipico, el célculo efectlvo ded requiere a su vez la eleccién de sendas ventanas piloto, g1 y
go2, para los estimadores A y Q , respectivamente. Como paso preliminar a la eleccién de las ventanas

piloto se hallarén sendas expresiones asintéticas de los errores cuadriticos medios E [(A —A) }

E [(@ — Q)Z} . El criterio para la eleccién de las ventanas piloto g; v g2 consiste en la minimizacién

de la parte dominante de la expresién correspondiente.
En el resto del capitulo, ademds de las condiciones (K.1), (P.1), (P.2), (H.1), (W.1), (V.1)
y (V.2) enunciadas en la seccién anterior se emplearan dos hipétesis adicionales sobre las ventanas

piloto, g1 y g2, 73 B

(V.1) ng} (log gil) — 00 y ng} (log g%) — 0.

(V.2) ngs/3 — 00y ngs — 0.
La segunda parte de la condicién (V.1) es necesaria para poder aplicar los teoremas 1.2.1-1.2.3.
La hipétesis (P.2) garantiza que para ¢ en el intervalo [0, €/2] existe un valor de la ventana (comtin)

de los estimadores p”(s) y p'(s) de a(t) tal que para ventanas menores que ¢l se verifica con probabilidad
1 que a(t) = 0. Por esta razén al estudiar el comportamiento asintético de A se considera en su lugar

el término equivalente
R 00 t 1o /f\L -~ /h\/ 2
AE/F/ (/ 15'(s) (8)+§?(s) <s>d8> i
15 &
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donde se ha definido &’ = §.

Lema 2.2.1 Bajo las condiciones (K.1), (H.1), (W.1) y (V.1), se tiene
;4\5/2 = A\l +op (z%)

donde

w ﬁ (r )1/;,(3) _Z’)‘(s)/]{//(s)
/5, / / 1 — ( ) 1 — H(s) w(t)drdsdt. (2.27)

Demostracién. Empleando (2.22) y (2.23)

B (r) = )R (1) B (s) = Pls)R ()
5/2 /6/ / /, - Hn(r) n % S ABE: % w(t)drdsdt.

La naturaleza aleatoria del denominador sugiere representar A,/ como suma de dos términos, el
primero de los cuales reemplaza la funcién de distribucién empirica por la funcién de distribucién
poblacional. Asi

A\e/2 = Ay + A,
donde A; es el término definido en (2.27) y

! /°° / / () =) (366) = 5o (o)

1 1
: ((1 — Ho(r)+2) (1= Ha(s)+2) (1= H()(L— H(s))

Este idltimo término puede igualmente expresarse como
I N O o L AN A A B LA OPAT
Ay = - / / P T—dr | — / P dr w(t)dt
4 &l &l 1—Hn(7“)+5 gl l_H(T)
A// 1 1
= h” - d
/&./ // ( )> (1—H(7”) 1—Hn(7’)+%> "

% /6 (17(8) Pls)I" (s >> (1 - }T-I(s) Tz Hnl(s) + ) dew()d.

1
n

) w(t)drdsdt. (2.28)

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

i < 3 ([ ([ 60-50m0) (i - e ) v
R S ———
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Evidentemente,

2
/6 , ( / ('@ -per ) (1 - Z@ +— H:(s) - l) ds) wu)du = Op (A1 + A.pp)

n

Por otra parte, haciendo operaciones y aplicando nuevamente la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

O R Gt 0) J e —"— ey
@ \Je THD) T Ha)+
- [ ( //w )i h/’<>H1<_>H£§2 . %) (i)t

2 2
B(ry)"(r1) Y[ Hy(ra) — H(ro) — +
- / / ( H(r1) > an /5/ ( 1— Hy(r2) + 5 > draw(t)dt.

Como cualquiera que sea 79

L Halra) + - = 1= H(ra) = (Ha(r2) = H(r2)) + 5 2 - — H(r)

y bajo la hipétesis (H.1) existen ng € Ny § > 0 tales que para todo n > ng y ro > € se verifica
1 — H(ry)| > 6, es inmediato comprobar que debido a la hipétesis (W.1)

LR (g
= %Qfﬁﬁt@(m(rz) )/ /( 7("2;1”(7“1)>2dr1w(t)dt.

Teniendo en cuenta que

sup |Hn(rs) — H(rs)| = Op (n_1/2)

el <ro<to

y la hipétesis (V.1) se concluye que

2 2
Pr)R" () " (Ha(rs) — H(rs) — & — Op (n!
/ / ( Hir) ) " / ( L — Hy(r2) + 5 ) draw(t)dt = Op (n™")

y, volviendo a (2.29),

Ay = Op (((211 v 218/2) n_1)1/2> . (2.30)

Si, como se hard evidente méas adelante, se tiene en cuenta que % = op(1) es inmediato comprobar
nAl

que

A= or (1),
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Observacién 2.2.1 Mds adelante se hard uso de la acotacion 121\2 = Op (n*1/2) , que se deduce in-
mediatamente de (2.30).

El término gl de (2.27) sigue sin estar linealizado, ya que el estimador p conlleva la presencia de

un nuevo denominador aleatorio. Se consigue su linealizacién factorizando primeramente la expresiéon
~I

1 — ph” de la manera siguiente (para mayor concisién, se omite la variable)

Q/;// o }/)\ﬁ// _ ’l/}// . ph/, + 1/7/;// _ w// _ p(/h\” - h//) B ('l//; _h¢)h// N p(/],; _hh)h//

o) (@ - h")) (2.31)

donde se ha tenido en cuenta que

Pop= _ - : (2.32)

Sustituyendo (2.31) en la expresién (2.27) se obtiene

i - / / /5,1_ 5 (070 = () 43 0) = 070) = ) ) = 1)
(@) — D > L PR A )

G - plr) (”L(” — RN Gy — h"(r))))

1 sy — () (s AHS—”S—SAHS—”S
s (9160 = () (6) = 1) = o) ) — ()

y como, teniendo en cuenta (2.25) y (2.26),

i [ ( / b (s)h <>H($'<s> ()ds)z a1 [ ( /0 W?:f;}fi?’“susfwumt

)
Y"(r) p(T) h"(r) ¢ (s) — p(s)h"(s)
_ / / / 1_H 5 TRy Odrdsd,

se tiene

A= A+ / [ (300 -0 - s )~ 1)

. YOI | p(r)(h(r) D\ e
h(r) + o ) (t)w(t)drdt

EY
=
N~—
>
—~
=
=
%
S~—
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il L L (P - e e
(7//\1(7") —(r))h"(r) N p(r)(ﬁ(r) _ h(r))h//(r)>
)

h(r) h(r)
1 ! " Tn "
Xl——_H'(s) (Qp (S)_'l/) (3)_p(3)(h (3)_h (S )
(s = e(sDH"(s) |, pls)(h(s) - h(s))h"(s)) w(t)drdsdt

h(s) h(s)

> tﬁ(r)—za(r) (h(r) = DI s e Y ev(eds
N ( ") (") h())) (b (t)drdt

/ /g /a 1-H ( — " (r) = p(r) (W (r) — B" (7))

(r)
((r) = ()R (r ) p(r) (h(r) = h(r))1"(r)
h(r +

) )
T )~ () (WS) S s - h"<s>>) wlt)drdst

/ /E /E — (1) ((Tz(r) —hfzg))h”(r) ) — h”(r)))

1o H( 7 (P(8) = p(3)) ( h(s) —(W'(s) - h”(s))) w(t)drdsdt.

Repitiendo la linealizacién con el antepeniltimo de los anteriores sumandos,

/oo // Z/)\Yi_p(r) ((h(r) —hfzg))h//(r) B (ﬁ//(r) _ h”(r))) a(t)w(t)drdt

//1_ ( r)z/z(r) p(r)(h g()r)—mn)

h(r) —h(r)h"(r) =, "
e — (W"(r) = h"( ) w(t)drdt
()R (r)

@
i
{

) = p(r) (h(r) — h(r))

iAL(r) — h(r))h"(r
h(r)

— (W"(r) - h”(r))) a(t)w(t)drdt.

Definiendo ahora

/ / 1—H(r) (AH — " (r) — p(r)(W"(r) — K" (r))

};;/(T) <¢(T) —(r) = p(r)(h(r) — h(r)))) a(t)w(t)drdt, (2.33)
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/ef / / 7 (”’( ) = "(r) — p(r) (W (r) — 1"(r))

h/l N
= L (30 - v() — plr) i) - hm)))

Xl_;r(s) (AN(S) —(s) = p(s)(R"(s) = W"(5))
h”(S) R

=) (1/}(3) —P(s) — p(s)(h(s) — h(s)))) (t)drdsdt

(h(r) = h(r))h"(r) _ (ﬁ"(r) _ h"(?”))) a(t)w(t)drdt

se obtiene la representacién
Ay — A=Ay + Ay + Agz + Ay,
0, de modo m&s compacto, definiendo Ay = El — EM, la representacién alternativa

gl_A:gl—A+A\l4,

() —p(r) () = h(r)P"(r) =, "
/s' /g/ /5/ 1—H(r) ( h(r) — (W7(r) = I (7"))>

xﬁis — p(s) <<ﬁ<s> —BN() oy h,,(s))) w(t)drdst

23

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

cuyos términos se estudian a continuaciéon. Es conveniente observar que excepcién hecha de 214, que
retne el resto no linealizado de Aj, los términos A1, A2 v A1z se distinguen entre si por el nimero
de veces que aparecen en ellos los factores (¢ — 1), (h — h), (@AZ)” -y (W' —h"). Asf, Aj es el tinico
término en que aparecen una sola vez. Aparecen dos veces tanto en Ajo como en Aiz, pero mientras
en éste los dos factores dependen de la misma variable, en aquél dependen cada uno de una variable

distinta.
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Para simplificar las expresiones que en adelante irdn apareciendo se introducen las siguientes defini-

ciones:
CK = ffL K(x)*da, y, en general, Cy(r) = ffL K (z)2dx, parar=1,2,...,
Qyy = Qw, Ap() = [7° aw(t)dt,
a=(1-H)™, 2=z (1-p), Z12 = 21D,

2111 = 21100,
2121 = 21200y,

/

2112 = 2110w,
/

2122 = 21900y,

zp=—(1—H)"'W"h, 21 =2(1-p), 299 = 29,
z3=—(1—H)"'h7?, 231 = 23(1 — p), 232 = 23D,
¢ = (1 —p)h, ¢=v" —ph".

Lema 2.2.2 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (P.2), (H.1), (W.1) y (V.1) se tiene

E [ﬁu} -

Var [ﬁu} =

%Q%IU’K /EOO/(E 1_;% <p(4) (T)h(r) + 4p(3) (r)h’(r) + 5]9”(7')h”(7’)

2p/ () (r)h" (r)

+4p' () h P (r) - )

) au(t)drdt 4+ o (g%)

L ([ ohitoanto) + an@)al ) - Aule)sh @) (o)

+ / b (22} () () + 212(2) 0y () — Ay () 2o (7)) P(2)dz

4 < / - a(t)2w(t)dt)2 + / " ()2 A (2)2(1 — p())p(2)h(x)d

+2 [ (Aao) (00 + 4y(0)) — i) = s ) — 112(0) — 21()

X Ay(z)22(x) (1 — p(w))p(m)h(m)dx) +o (n—l) )

Demostracién. Se tiene

donde se ha definido

gn = 2111 + 2112

A = [T [ a0 (30) - p0) - <) altyutora
Ay = /;O /E/t 2o(T) (@(r) — p(r)ﬁ(r)) a(t)w(t)drdt.

La tesis del lema es una consecuencia inmediata de los lemas 2.2.3-2.2.7, que se enuncian y demuestran

a continuacién. m

Lema 2.2.3 Bajo las mismas condiciones del lema 2.2.2, se tiene

B[] = gotu [~ [ 50 (4900h0) + 4590 0)

60" (M (1) + 4 (1B (1)) @ (t)drdt + o (g7) (2.38)
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Demostracién. En efecto,
/ / (r ZK” p(r))aw(t)drdt]

/ / t w(t)drdt

= EUOO tzl VK, (r — 1)(61—p(T))aw(t)drdt}—2/:Ooz(t)2w(t)dt (2.39)

/

E [11111] =

y definiendo

Lugr) [/ /zl K (r—Ty) (61 — ())aw(t)drdt],

se tiene

0 s’

) = / i / o[ K (r — ) (p(a) — p(r)) cuw(t)h(x)drdtdz

/ t /Ooo ) Kg, (r — 2) (p(x) — p(r)) aw(t)h(z)dzdrdt
N /°° /t/g1 r)K" (1) (p(r — g1v1) — p(r)) h(r — g1a1) o (t)dwrdrdt
B / / / o r) K" (x1) (p(r — qra1) — p(r)) h(r — gr21) v (t)dz1drdt

donde se ha aplicado el teorema de Fubini, el cambio de variable % = ml y se ha tenido en cuenta

que K" se anula fuera del intervalo [—L, L]. Es evidente que para g; <= es 5 L - A L = L, de modo que
en estas condiciones

Lii(g1) / / / 21(r)K" (1) (p(r — gr21) — p(r)) h(r — g111) vy (t)dx1 drdt.

Considerando los desarrollos de Taylor de p(r — g1z1) — p(r) y h(r — g1x1) en r

4

p(r — giz1) Z

=1

1
(r)— gg?x?p“) (61),

w

1
O(r) + yotatn®(6,)

h(r —gi1x1) =

i=0
donde 6 y 65 son puntos intermedios entre r — g1x1 y 7, se obtiene

4

hi(q) = —/ // 21(r) K" (z Z(_ )i91$1p(1)(7")
=1
XZ

(r)ou (t)dz1drdt + o (g%)
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1 L
= —— K/ .7,‘1 xldml/ / ()dT‘dt

/ K" (z1)22d: / / (r) <§p"(r)h(7“)—|—h'(1")p/(7“)> v () drdt

—gl/ K"(xl)a:“i’dxl

/ / (r < (MR (1) + p"(r)h'(?“)—l—%p(?’)(r)h(r)) v () drdt

+91///Z1 361411

(3,p( )P (r) + jl "(r)h" (r) + 3,p<3>< )h’(r)—l—%p(‘l)(r)h(r)) o (t)dz1drdt
+o (g7) -

Bajo la condicién (K.1) es facil comprobar integrando por partes que

f_LL K"(z1)x1dz1 =0, f_LL K"(x1)23dx, = 2,

2.40
JE K @)adder =0, [1) K" (a1)atder = 124, (240
de modo que
[ee) [e%¢) t
hu(g) = 2 [ altPu(d: + muK/"u/ PO () + 4 (1) (1)
e’ e’
60" (MR () + 49 (VRO (1) ) aw(t)drdt + o (91) (2.41)
Por tanto,
R [ee) t
BlAn] = gotuc [ [ 20 (p00m + 00 )
6/

+®(mﬁ%ﬁ+ﬁﬁ)ﬂa(0 au(t)drdt + o (g?)
Finalmente, el resultado (2.38) se obtiene como consecuencia de (P.2). m

Lema 2.2.4 Bajo las mismas condiciones del lema 2.2.2, se tiene

E [A\nz} — Pl /:O /Et 22(r) <%p”(r)h(7’) —i—p'(r)h'(r)) aw(t)drdt + o (g7) - (2.42)

Demostracién. La demostracion es similar a la del lema previo. Asi, se tiene

B[dn] = & ( / h / t zg(r)%if(gl(r —T) (s —p(r))ozw(t)drdt>
e Je i=1
~ B ( / h / t 2o (r) Ky, (r — T1) (81 — p(r)) aw(t)drdt)

[ee] o0 t
— /0 // /, 2(r) Ky, (r — ) (p(x) — p(r)) h(z) o (t)drdtda
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—/\L
/ / K (1) (o — g11) — p(r) b — grey ) (£)darydrdt

L — x1. Razonando como se hizo

—
g1

-~ / . . .
en el caso de Aj11, para g1 < % es g_r1 A L = L, luego, bajo estas condiciones,

Bl = [T [ 20K 06 - ) - 200 i - g)an(aedra
~ g /_ LL K(a1)z1dey /:o /t 2a(F)p (P () (£) et
rat [ wcestan [ [ o) (5700000 45000 autirat + o)
= e [ [ 220 (3000 +HOW ) ) autthirdt +o )

donde, andlogamente a como se hizo al estudiar A\Hl, se han realizado sendos desarrollos de Taylor de
p(r — gi1z1) — p(r) y h(r — g121) en r. Para llegar al resultado (2.42) basta una vez mds con tener en
cuenta la condicién (P.2). m

Lema 2.2.5 Bajo las mismas condiciones del lema 2.2.2, se tiene

Var[Am] = + [ @h@aue) + (@)l (@) - Au()s @) dla)da
b [ ehalelan(e) + ma()aly (o) - Aule)shy(a) de)ds
—% ( / h a(t)%(t)dt) +o(nY). (2.43)

Demostracion. Se tiene

Var [glll] = Var /:O /Et z1(r) (17/(7’) — p(r)ﬁ”(r) — C(T)) a(t)w(t)drdt}

donde I711(g1) se definié en la demostracién del lema 2.2.3. Definiendo

( / / (K (r —T1) (61 - p(r))aw(t)drdt>2],

Jll 91
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se tiene

T g1) = I g1) + Iy (o) (2.44)

donde, a su vez, se ha definido

e = [T([] tzn<r>K;q<r—x)aw<t>dv~dt>2¢<m>dm,
S ) = / > ( / ,Oo / t 21a(r) K, (r—x)aw(t)drdt)2¢(:n)d:z.

Noétese que al determinar los limites de integracién en las expresiones anteriores se ha tenido expre-

samente en cuenta que las funciones z11 y ¢ son nulas en el intervalo [0, €]. Se estudia a continuacién
4 . . ey, . 1,1 . .

cada uno de los dos términos de la descomposicién (2.44). Haciendo en J;" (g1) el cambio de variable

. 2
J Yg1) = / (/ /gl 211 96+91?“1)K"(7“1)aw(t)d7’1dt> Y(x)dz

g1
y como, integrando por partes y teniendo en cuenta que 211 (¢) = 24; (¢) =0,

=T,

/gg1 z11(z + g1r1) K" (r1)dr

—x
91

- () (52 (50 () )

+gi ﬁ_g: K(r1)#1(z + gir1)dry

t—x

t—x t—x T
- K/< g1 >le(t> _91K< g1 >Zil( )+ gt / 9: K (r1)21(z + gir1)dr, (2.45)

91

se tiene

Tl = i4 OOO </OOK <t_”“°) (B w(t)dt>2¢(x)dx

g
23 /0“’ /°°K< o )znm w(t)dt L“K(mgjf”)z11<m>aw<m>dmw<x>dw
—1—32 /Ooo /Oo K’ (t;las) 211 () (t)dt

/ / K ()2 (@ + grun ) (m)dugdmap(z)da

‘E/OZK<9

: ) i (ow(t)dt
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K (u1)2Y; (z + gru1)aw (m)duydmap(x)dx

+/Ooo (/:O /T K(h)Zi'l(w+91r1)aw(t)d7°1dt>2W“ﬂdaﬁ (2.46)

Haciendo segin convenga los cambios de variable tg_—l‘” =t 0o L = ¢, %

g1
sumandos, se tiene

= my en los anteriores

1 2 2
T o) = i (o) = 2 (90) 13 (00) + 20 (90) = 2013 (00) + g (1) (247)
donde
Jllil(gl) = / ( "(t1) 2111 (7 + 1ta dtl) P(z)de,
11 L
Ji5 (1) = / / "(t1) 2111 (2 + git1)dty K (m1) z112(x + g1ma )dmay(z)de,
i3 () = / ( K (t1) z112(x + g1t1 dt1) Y(x)dr,
i) = / / "(t1) 21 (z + g1t dtl/ / K (u1)2y;(z + g1ur)any (m)duy dmap(z)dz
Jllél(gl) = / / (t1) z112(x + g1t1) dt1 K(u1)2fy (z 4+ grur) o (m)durdmap(z)dz
g1
B =

Ooo (/600 ﬂ; K(T’l)Zi’l(w+917'1)aw(t)dr1dt> Y (x)dz.
)

Respecto a Jllil(gl ,

hm J11 g1) (/ K' (ty dt1> / z111(2)?(z)dx = 0.

Sus dos primeras derivadas son, respectivamente,

d fe’e) L
d_Jllil(gl) = 2/ /_ K’ (t1) z111 (% + g1t1)dty
g1 0 Eglac

,(e—x\e—=x Lo ,
x| K 7 e z111 (€) + K" (m1)m12111(z + g1m1)dmy | ¢(x)dx
1 Eg—lfl?

o) L L

= 2/ / K’ (tl) 2111($ + gltl)dtl / K’ (ml) mlzin(x + glml)dm1¢(x)dx
O E—X E—XT
91

1.1 o0 (€ — X E—X L y ’
——Ji (1) = 2/ K 5—2111 (€) +/ K' (t1) t12111 (z + g1t1)dty
dgl 0 g1 971 59*19”



30 Estimador de Nelson-Aalen presuavizado

L
X /E_r K’ (my1) m1211 (z + gimq)dmap(z)dz
91

fe’e) L
+2/ / K' (t1) z111(z + g1t1)dty

0 E—T

g1

91

_ 2 L
: (K (S2) @ [ K s+ glm1>dm1w<x>dx)
91

(o) L L

= 2/ / K’ (t1) t12111 (2 + gltl)dtl/ K’ (mq1) m1211 (z + g1mq)dmyp(z)dx
O E—T E—T
g1 g1

o) L L

2 / / K' (1) 211 (x + o)y / K (ma) m22hy (@ + g dma (@) de
O E—XT E—XT
g1 91

donde se ha tenido en cuenta que 2111 (€) = 2{;; (¢) = 0. Por tanto,
d . L L oo
lim -2 75 (g) = 2 / K (t2) dty / K’ (my) maydmy / 2111 () 2y () () de
91—0dg1 L L e
0

2 L 2 rco
lim gL (g) = 2< / K'(tl)tldt1> / (@) 2(2)da
91_’0d91 —L €
L L 00
+2/ K’ (tl)dtl/ K' (ml)m%dml/ 2111 () 2114 ()Y (2)dx
OOL L €
= 2 [ du@Puls,
g

ya que ffL K'(t1)dt; =0y ffL K' (t1) t1dt; = —1. Se obtiene asi el siguiente desarrollo de Taylor de
i1 (g1) en 0

T ) = 62 / (@)@ + o (¢2) (2.48)

La derivada de Jllél (g1) es

d & e—xr\e—=x L
Tor Jllél(gl) = / K’ < ) 52111 (6) + / K’ (tl) tlzill(x + g1t1)dt1
g1 0 g T

g1 1

L
X / K (my) z112(z + gimy)dmayp(z)de

£
g9

—x
1
oo

L
+/ / K' (t1) z111 (% + g1t1)dty
0 E—T
g1

e—z\e—=x L ,
x| K 7 e 2112 (€) —i—/ K (m1) mi2i19(z + gimi)dmy | (x)dx
1 Eg*{l)

fe’e) L L

= / / K' (t1) t12111 (z + g1t1)dtq / K (mq1) zi12(x + gima)dmaap(v)de
0 E—T E—T
g1 g1
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0o L L
+/ / K’ (tl) 2’111(.7} + gﬂfl)dtl / K (ml) mlzim(aj + 91m1>dm1’¢(l‘)dl‘

O E—Z E—X

91 91

donde se ha tenido en cuenta que 2111 () = 2112 (¢) = 0. Como

hm J12 91 / K tl dtl/ K m1 dml/ 2111($)2112(l‘)¢(1‘)d$20

.od g
111E}Odg Jlé (gl)

/ K’ (t1) t1dty /LLK(ml) dmy /:0 211 (2)2112(2) Y (7)dx
/ K' (t dtl/ K (my) midmy /:O 2111(2) 24 19(2)Y(x)dx
= — [ u@en@@ds
se tiene el siguiente desarrollo de Taylor de Jllél (g1) en 0

7 a0 =0 | " (@) za(@)(@)dz + o(gr).

Para Jllél (g1) se verifica que

glllm J13 g1) (/ K (t1 dt1> / Z112(m)2¢($)dﬂ3>
€

T3 (g1) = /00 z112(2) %Y () dz + o(1).

por tanto,

En lo relativo a J;3 (g1),

ghm J14 g1) / K'(ty dtl/ K (uy dul/ Ay(z)2111(2) 211 () (2)dz = 0

y su derivada es

d 11 /°° ,<€—;r:)5—x /
—Ju (1) = K 2111 ( K’ (t1) t12111 (z + g1t1)dty
dg i (91) ( o 7 ) t12411( )

K (u1)21; (z + grur)aw, (m)duydmap(x)dz

/ / K’ (t1) z111 (% + g1t1)dty

m—x\ m—z e—zx\e—zx
X -K ——21(m )—{—K( )—z" £
/a ( (91 ) g M n ) & (e

+ ﬂgl K(u1)mz§3{) (x 4+ glul)du1> Qy(m)dmap(x)dx

(2.49)

(2.50)
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o] L
/ / K’ (tl) tlzill(x + g1t1)dt1
0 E—XT

/ K (u1)211(z + g1ur)any (m)duy dmap(z)dz

/ K' (t1) z111(z + g1t1)dt

(e (™ ) M (m)
E

K(uy) ulzl?{) (x+ 91u1)du1> w(m)dmip(x)dx

o
b
L
)

L = m, y teniendo en cuenta que z111 (¢) = 2{; (¢) =0,

d

K (u1)2y; (x4 gru1)any (m)duydmap(x)dz

—/ / K’ (t1) z111 (% + g1t1)dty
0 E—T
g1

X L_z K (m1) m12f1(x + gimi)aw(x + gimy)dmyip(x)dx

91
00 L
+/ / K’ (tl) 2111(33 + gltl)dtl
0 E—T

K(uy) ulzﬁ’) (x 4+ gru1)dugan, (m)dmap(z)dx

Por tanto,

L L 00
lim o) = [ K @ndn [ Kndo [T Au@dn@s@ve)ds
L L o]

_ /_ K () dn /_ K () madm / v () 2111 ()2, ()0 () d
L L e )
+ /_ ) K'(t1)dt /_ K(n)udu / Aw(®) 2111 (2) 2 (2)0(2) da
=~ [ Au@Hu@d @)

y se obtiene el siguiente desarrollo de Taylor de Jlljll(gl) en 0

T ) = o / " 4(@) 2 (@) (@) (@)dz + olgn). (2.51)
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Para los dos ultimos términos de (2.47), J Y1) y J16 (91), se verifica que,

Jim T3 (a0) < / K (1 dtl) / " () 2110 () 2 (@) () e

hm J16 g1) = </ K(r dTl) /OO Ay (@)?21) ()% (2)dz,

de modo que

T (gy) = / " Ay (@)z2(@) 2 (@) @)z + of1) (2.52)

Tt = [ " A ()2 (@) () + o). (2.53)

Reuniendo las expresiones (2.48)-(2.53) se tiene por tanto el siguiente resultado

I g) = /:O (2111 (%)% 4 22111 () 2112(7) + 2112(7)® — 240(2) 2111 (2) 21 (2)
—2A,(x)zn12(2) 211 (x) + Ay (2)?211 (2)?) ¢ (2)dz + o(1)
= / (2z11(m)aw(x) + z11(x),(x) — Aw(x)zill(x))2 Y(x)dx + o(1). (2.54)

Se estudia a continuacién el segundo término de (2.44), J21 ’1(91), de manera anéloga al anterior. Con
r—x
=T,
1

T (gy) = gl/ (/ /_zlgx—i-glrl)K'(rl)aw( )drldt>2¢(x)dx.

e—z

. 6/ L .
Teniendo en cuenta que para g; < % se verifica que
restriccién, se tiene

< —L y suponiendo que g7 cumple esa

Bon == [ ( L/ 7 e gm)K”<r1>aw<t>dr1dt)2 o)z

91 ! L

y como integrando por partes

t—x
o l—x t—ux
—L g1 g1
2 g;lz "
+91 / K(ri)z1a(x + gir1)dry, (2.55)
—L

se tiene

T = gi%/oo (/Oo K’ (tf) zlg(t)aw(t)dt>2¢(:v)dx
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% / * /OOK <t‘$)m<> W(t)it /:OK(mgzx)Zig(m)aw(m)dm¢(ﬂf)dl’
(S5 )
2 AL <H) 21z(t) v (1)t
x/g/ /m“z K (u1) 2y (@ + gru1) v (m)dus dme(z)dx

—3/ / w5
K (u1)215(x + grur) oy (m)duydme(x)dz

-z 2
+/€ (/El /_Zl K(""l)zi’g(x+gl7"1)0éw(t)d’l"1dt> ¢(,7;)d;[; (256)

Haciendo segin convenga los cambios de variable t;—f =110 g;l"” = {1, % = my en los anteriores
términos, se tiene

> 219(t) v (t)dt

1 2 2
Jy(g1) = 2 —Ji'(91) — g—lleél (91) + Jo3' (91) + EJ%E (91) — 2J53"(g1) + Jag (g1) (2.57)
1

donde se ha definido

At = [
£

11 fe’e) L L

Joy (g1) = / / K' (t1) z121(z + g1t1)dtq K (m1) z122( + g1ma)dmi¢(z)dx,
. )

s = [
1>

11 fe’e) L
Joi (1) = / / K' (t1) z191(x + g1t1)dty
1>

2

L
K' (t1) z121(x + 91t1)dt1) ¢(x)dz,

~

K (t1) z122(7 + g1t1 dtl) o(x

e}

K (u1)2fy(x + grur) o (m)duydme(z)dz

—T

[e%) L 00
Tt (1) = / / K (t1) z122(z + g1ta dt1/ /g1 (u1)2{a(z + grur) o (m)dugdme(z)dx

L

- (/ /? (r1)2]s(x + g17m1) o (t )drldt> o(x)dz.

3 (gl) mediante un desarrollo de Taylor de orden 1 de z121(x+g1t1) en  es inmediato

ngél (1) =

En relacién con
comprobar que

wk‘._\

o) =t | " o @)6(x)dz + o (g7) (2.58)

Respecto al término J21i1(g1), sendos desarrollos de Taylor de z121(z + g1t1) ¥ z122(x + g1t1) en x
permiten obtener

Iy (91) = —; /OO 2191(2) z122(2)p(2)d + 0(g1). (2.59)
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Es inmediato observar que
Th(g1) = / 212(2)?()d + o(L). (2.60)
€

Respecto a J%jll(gl), obsérvese en primer lugar que su limite al tender g; a 0 es 0. Su derivada es

d (e L
— gl / / K’ (tl) t12121($ + gltl)dtl

K (u1)2Y5(z + gru1)a (m)dusdme(x)dx

/ / K’ (t1) 2121 (% + g1t1)dty

[ (P ) Py g (m)dmote) s

g1 91

/ / K tl 21921 a:+g1t1)dt1

K(uy) ulzg)(x + grur)dugay(m)dme(x)dx

= / / K’ (tl) t12/121 (37 + gltl)dtl

K (u1)2t5(z 4+ grur) o, (m)duy dme(z)dz

—/ / K' (t1) z121(z + g1t1)dts

/ K (m1) mizis(x + gima)aw(z 4+ gima)dmyd(x)d

/ / K' (t1) 2121 (% + g1t1)dty

K(u1) ulzg’)(x + grur)dui oy, (m)dme(z)dx

l‘:ml

donde, en el

. /
y se ha tenido en cuenta nuevamente que g; < ’% Como

L L o)
im =t o) = [ K @ndn [ K [ @)@ A @@
L , L : 00 "
- /_ K () dn /_ K () madm, / 2191(2) 2l () v () ()
L L 00
—i—/L K' (t1) dty /L K(ul)uldul/ 2121(39)2532’)(x)Aw(x)ng(a:)da:
=~ [ dn @) Ao
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se obtiene el desarrollo de Taylor siguiente
Tt (1) = g1 /:o 2191 ()25 (2) Aw () $(x)dz + o(g1). (2.61)
En relacién con J2151 (g1), es inmediato observar que
Be0 = [ Au@am(o)dale)ote)ds + o). (2.62)
Analogamente, para J2161 (91),
Tt = [ AulePetylaPo(w)ds + of). (2.63)
€
Reuniendo los resultados (2.58)-(2.63),
o) = [ dm@Po@dr+2 [ dn@an@o@ds+ [ am@Pod
- [ 2 @ @)@l 2 [ Au(e)m(@)tal@)o()de
+ /00 A ()22 (x)?p(x)dx 4 o(1)
€
= [ @dal@lants) + sl @) - 4@ @) dade +o1). (204
€
Por fin, recordando que
Var [2111] = % (Jll’l(gl) + Jy N g1) — 1111(9)2> ;
sumando (2.54) y (2.64) y teniendo en cuenta el resultado (2.41) se obtiene (2.43). =

Lema 2.2.6 Dadas las condiciones del lema 2.2.2, se tiene

Var [‘1112] = %/OO Ay (2)? (221 (2)*0 () + 222(2)?¢(2)) dz + o(n 1)
= % /Oo ZQ(x)ZAw(x)z(l - P(x))p(x)h(a:)dx —+ o(n_l)_ (265)

Demostraciéon. Procediendo de manera andloga a como se hizo en la demostracién del lema
anterior y denotando por I112(g1) a la esperanza de Ajjo,

Var [2{112} = Var /loo /It ZQ(T)%iKgI (r—=1T;) (6; — p(r)) ozw(t)drdt]
e Je i=1

- %Var [ / ,Oo / t 2o (1) Ky, (r = T1) (61 — p(r) ozw(t)drdt]
= lE

</:O /; 2o(r)Kg, (r —T1) (61 — p(1)) Oéw(t)drdt> 2] — %[112(91)2.
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Definiendo
2
J2 2 91 </ / Tl) (61 — p(?")) Oéw(t)d”f'dt> ]
se tiene
T2 (g1) = JP2 (1) + J3% (g1)
donde

JP(g) = /0 b ( / h / t 201 (r) Ky, (7 —x)aw(t)drdt>2¢(x)dx,
722(g) / * < / °° / t 22 () Ky ( — x)aw(t)drdt>2 6(x)da.

Noétese como al escribir los limites de integracién se ha tenido en cuenta que las funciones zo1 y ¢ son
nulas en el intervalo [0, ¢]. Mediante el cambio de variable £ = 7y,

a 2
J12’2(91)=/0 </ l: 221($+91T1)K(T1)Oéw(t)d7“1dt> Y(x)da

y es inmediato comprobar que

722(g,) = / ” o (@) A (2) 20 () + o(1). (2.66)

Con el mismo cambio de variable,

J3% (g1 / </ /_ z92(x + g17m1) K (11) vy (t )drldt> ¢(z)dx

o) = [ smle Au(a POl + o(1). (2.67)

Por tanto, recordando que

-~ 1
Var [Anz} = <J12’2(91) +J3% (1) — -7112(91)2)
y teniendo en cuenta los resultados (2.66), (2.67) y (2.42) se obtiene (2.65). m

Lema 2.2.7 Bajo las condiciones del lema 2.2.2,se tiene

Cov [21111,%?112} _ L /°° (Aw(x) (211(x) + 212(2)) = 2111(2) = 2191 (2) — 2112(7) — 2122())

n

X Ay (1) 22(x) (1 — p(x)) p(z)h(z)dz + o(n™1). (2.68)
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Demostracion.

Cov [2111, 2112} =

Definase

A continuacién se estudia J2(g1) mediante el mismo procedimiento seguido en los lemas previos. Se

tiene

J1291

donde se ha definido

/ / / z11(r (r—a)ou(t drdt/ / 291 (u — )

J%(g1)

Jy%(g1)

/6 /5’ /6/ z12(T)K;/1 (r — ), (t)drdt /s/ /5/ 2an () K gy (u — )

12
Jl 1

Estimador de Nelson-Aalen presuavizado

En efecto,

Cov [ [ ) () = s () — ) ),

7 [ 2 (360 - ) awomiaun]
Con [ [ [ 10 (7)o ety

/ ) / " z2(u) @(U) — p(u)ﬁ(u)) aw(m)dudm]

Cov

n

ZK ) (65 — ())aw(m)dudm]

j=1

3|>—‘

[ [ ot
Cor U / 21Ky, (r = T) (8 — p(r)) s (drt,
| [ swra - —P(T))aw(m)dudm]
%E [ / oo / t 21(r)Kg, (r — Th) (61— p(r)) cvw(t)drd

/ / a(r K"( 1) (6 — p(r)) aw(t)dr,

X //00 /,m zo(u)Kg, (uw—T1) (61 — p(7)) aw(m)dudm} — %1111(91)1112(91),

- [/g /5 21(r) Ky, (r = T1) (61 = p(r)) ony (t)drdt

[Tt glu—ﬂ)(al—p(r»aw(m)dudm].

TV (1) = J (91)+J2 *(91)

r—r __ _
1 =n = ui,

’91

91/ / /_ 2 (@ + gir) K" (r)aw (8)dridi

vy (m)dudmap(z)dx

vy (m)dudmae(z)dz
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x/aoo/s : z91(x + gru1) K (u1)a (m)dus dmap(z)dz

g1

t—x

e integrando por partes [’} z11(x + g171) K" (r1)dr1 como se hizo en (2.45) se tiene

E—x
91

I (1) = i (90) + Ji5 (1) + 15 (1)
donde se ha definido

1,2 L [ [ ,(t—x
Jii(g1) = E ; K 7 211 (t) vy (t)dt
€

m—x

x/:o/g_: 201 (x + grur) K (u1) awe (m)dug dmap (z)dee,

91

1 [ [°° t—=x

B = - [ K( -
m m

L
€ =

: z91(x + gru1) K (ug)ay (m)dus dmap(z)dz,
91

) 00 -z
/ / / o 21 (2 + g1m1) K (1) i (t)dry dt
0 5 E—T
91

gus

o (x 4+ grur) K (uy) oy (m)dudmap(x)de.
91
La similitud de estos tres términos con los tres tltimos términos de (2.46), respectivamente, de los
que se obtienen los primeros reemplazando la funcién z{; por za1, permite obtener directamente las
siguientes expresiones

) 211 () au (t)dt

J15(g1)

T2 () = — / " A(@) 2y (@) 2 () (@) + (1),
J1lé2(91) =— /:O Ay () z112(7) 221 ()2 (2)dr + o(1),

Jllgf(gl) = / Aw(m)2zi'1(m)zzl(x)w(x)dx +o(1)
£
y, COmMO consecuencia,

T (1) = /OO (Aw ()21 (2) — 2111 (%) — 2112(2)) Aw(@)221(2)(2)d + 0(1). (2.69)

. . . 1,2 . . _ _
Se aborda a continuacion el estudio de J,“(g1), que con el cambio de variable rglx =7, “g—T’ = uj es

t—x
1 o o0 =
) = g_%/ // ﬂ,z z12(x + g1m1) K" (r1) v (8)dra dt
13 151 0
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m—x

X/:OLZ z09(x 4+ grur) K (u1) (M) dur dme(x)da

91

. , ’
y suponiendo una vez més g1 < &,

t—x
1 [ o 5
Jy2(g1) = g_f/ // /L z12(x 4+ g1r1) K" (r1) o (t)dridt
I3 15 —

zo2(x + gru1) K (u1)ay(m)dusdme(z)dz

Integrando por partes como en (2.55) se tiene

T2 (g1) = Jo(g1) + Jo3°(g1) + T3 (g1)

donde se ha definido

1 oo [oe) t_
B = 5 ) K( g“””)zu(t)aw(t)dt
€ 1>

[ee]
></ - K (up)zo2(x 4+ grut)ay(m)dus dmae(z)dz
1

)
I3 (g1) = ——/OO/OOK< —

m—x

/ / o K (up)zo2(x 4+ grur)ay(m)dus dmae(z)dz

Joi(g) = / / /? K(r1)2{5(z + g1m1)an, (t)dridt

) ot ort)dt

K (up)zo2(x 4+ grur)ay(m)dusdmae(z)dz

La comparacion de estos tres términos con los tres dltimos términos de (2.56), respectivamente, revela
que, salvo constantes, se pueden utilizar los resultados obtenidos para éstos con sélo cambiar z{, por
299 (una sola vez). De este modo,

o) == [ Au (@) hor (2)2ma(x) 8w + o(1),
Jos (g1) = — /Oo Ay (x)2122() 202 () P()dx 4 0(1),

T2 (g1) = / " A2 23 (@) b()dz + o(1)

y, COMO consecuencia,

Iy (1) = /OO (Aw(2)215(x) — 2191 () — 2122(2)) Aw(@)222(2) (@) d + o(1). (2.70)
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El resultado (2.68) se obtiene con sélo tener en cuenta que

Cov [ﬁlll,gng} = % (Jl 2(g1) + Jg 2(q1) — 1111(91)1112(91))

y los resultados (2.69), (2.70), (2.41) y (2.42). m R
Los lemas siguientes se dedican al estudio del término Ajs.

Lema 2.2.8 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (P.2), (H.1), (W.1) y (V.1), se tiene

E[An] = inig%cK, / T H@) 2 (1 - p(@) plo)h(@)w(@)de + o (n~'gr®) + O (1)

Var [//1\12} =0 (n 2gf6) .

Demostracién. Se empleard la siguiente representacion de A\lg,
Ag = A121 + A122 + A123 (2.71)

donde se ha definido

A = 1 [T [ ) (500 pe0h0)) 225 (366) — o300 wityirdsat,

A = 1 [T [ a0 (70 - s - c01) 1) (3"6) - o) - <(6)) wltarasar,
Aas = 3 [T [ [ 20 (36) = p00h0)) 21 (76) ~ poIR6) — €05 wltyirasc

La tesis del lema es consecuencia inmediata de los lemas 2.2.9-2.2.12, 2.2.17, 2.2.19 y 2.2.20, que se
enuncian y demuestran a continuacién. m

Lema 2.2.9 Supuestas las condiciones del lema 2.2.8, se tiene
~ 11 > _ q{
E [Am] = gt K / (1= H(2)) "2 (1 — p()) p(x)h(z)w(@)dz + o (n " g %) + O (g1) . (2.72)
g

Demostracién. En efecto,

BlAw] = 5|7 [ [ [ 20 (@0 -0 - o)

<1(6) (30) = o (6) = () wlt)arast]

n(n —1) 1
12 1221(91) + n 1222(91)

donde se ha definido

Lioi(g1) = [/ / / 21(r) (K, (r —T1) (61 — p(r)) — (7))
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x z1(s) (Kg, (s — Ta) (62 — p(s)) — ¢(s)) drdsw(t)dt} ,

Toa(g1) = [/ / / z1(r) (Kg, (r —T1) (61 = p(r)) — (7))

x z1(s) (K, (s —T1) (61 — p(s)) — ¢(s)) drdsw(t)dt} .

I1221(g1) puede expresarse como

Liomt(g1) = / ( / ( / K" (r — ) (plz) — p(r)) h(z)dz C(r)) dr>2 w(t)dt.

Con el cambio de variable ';—f =1x1 y para g1 < %,

oo (g1) = gi‘f :O (/; z1(r) (/_I; K" (1) (p(r — g11) — p(r))

2
X h(r — g1x1)dxy — g%{(r)) dr) w(t)dt. (2.73)

Mediante sendos desarrollos de Taylor de p(r — g121) — p(r) y h(r — g11) en r se obtiene

4

L 1" —1) i 1
Lan(g1) = —/ (/ (/LK (1) (Z;( ) g2 (r) - 519193129( )(91)>

1=

2
X (Z(_Zl) g1 1h(1)( )+ i'glxlh( )(02)> dxy —g%C(r)) dr) w(t)dt

1=0

donde 01 y 02 son puntos intermedios entre r — g1x1 y r. Unos cuantos cédlculos elementales en los que
se emplean las relaciones (2.40) permiten obtener

nen(o) = st [ ([ 20 (G090 + 20000

2
+ 30" (r)p" (r) + 2n) (r)p'(r)) dr) w(t)dt + O (g%) . (2.74)

En lo relativo a I1222(g1), después de algunos cédlculos y teniendo en cuenta que 211 y ¢ son nulas en
[0,¢] se llega a la siguiente expresién

T1222(91) / / (/ 211 (r) Ky, (r — x)dr )2w(t)¢(x)dtdx

/ / (/ z12(r K" (r_m)dr)2w(t)¢(m)dtdx
_4/ / / 2(r) Ky, (r — @) (p() = p(r)) aw(t) h(2)drdtde
—I—4/€

a(t)?w(t)dt.



Seleccion de la ventana ‘plug-in’ 43

T
:7’17

2
11222(91) = / / ( gl 211 $+91T1)K”(T’1)d7“1) w(t)¢(x)dtdx

2
1 (o] o0 _—

+E/ / (/,gl 212($+917“1)K”(7“1)d7“1> w(t)p(x)dtdx
1Je Je S

4 0o oo p=z
_? / / /,g1 21z + 917“1)K;'1 (r1) (p(x) — p(x + g171)) (t) h(x)dr1dtdx
1 /0 e’ Eg_lz

4 / (2w (t)dt
= I12221(g91) + T12222(91) + T12223(91) + T12224 (2.75)
y, haciendo uso de (2.45),
L2221(91) = / / K’ <t — x> 211 (t)%w (b)Y (z)dtdx
/ / K’ < —* 211 (¢ <t — x) 211 (O w(t)y(x)dtd
t—x\2

91 / / < m ) 21 (t Y(z)dtdx
/ / K’ (t 913:) z11(t o K(rl)zﬁ(x + gir1)driw(t)y(x)dtdx
2R (S A0 [T Koo gmanaovas

Lz 2
—i—/o /E ( Eg—j: K(T1)21/1($+91r1)dr1> w(t)y(x)dtdz.

Efectuando el cambio de variable tg_—lw = t1 en los cinco primeros términos

1 00 L
Di2921(91) = el / / K' (t1)? z11(z + g1t1)*w(@ + git1 )¢ (x)dtrda
1 0 E—XT

9 o) L
2 / / K' (t1) z11(z + g1t1) K (t1) 241 (z + gitn)w(x + git1)P(x)dtrda
1 0 E—T

1 0o L
+a / / K (t1)2 2 (x + git1)?w(z + g1t Y (z)dt dx
0 E—T
1

2 o0 L tl
+—1 / K’ (tl) 211(3: + gltl) K(rl)zi’l(x + glrl)drlw(a: + glt1)¢($)dt1dx
O E—XT

g1

o0 L t1
—2/ K (t1) 211 (z + g1t1) K(r)211(x + gir1)driw(z + git1)y(z)dtydx
0 E—T

o0 00 t;—f
0 I3 E—X
91

g1

K (r1)z11(z + glrl)dh) w(t)y(x)dtdx
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6
21—122211‘(91)- (2.76)

Como se verifica que
glliglog%hzmn(gl) = Ck /:O 211 (2)*w(z) Y (x)dz,
se obtiene
D22911(91) = g—l%CK' /:0 zn1(2)?w(a)p(x)de + o0 (%) -

Mediante una acotacién directa es inmediato comprobar que los restantes términos de la representacion
(2.76) son de orden O(g; 2) y, por lo tanto, se verifica el siguiente resultado asintético

I2921(91) = 9—1%01{'/ z11(2)*w(@)v(z)dz + o (97°) -

. !
En cuanto a I12222(g1), si se supone g1 < &,

2
I12222(91) / / ( " 212 $+917‘1)K//(7“1)d7“1) w(t)p(x)dtdx

y, teniendo en cuenta (2.55),

o
I19222(g1) = / <K, (
o0

> m(t)>2 w(t)d(x)dtde

= [ / T ;f) ) (1) 0 oa)ints

ok [0 (5 (50 et witrotwrinas

+g—2% /:o /:o K' <t;1x> 215(t) _;;TZ K(r) 2" (x + gir1)drw(t)é(z)dtde
—9—2% / ) / OOK (tﬁ) 212(t) _L_ K (1) 2y (x + gir1)driw(t)d(x)dtde

A ( /T K(n)zi'z(x+glr1>dn)2w<t>¢<x>dtdx.

Con el cambio de variable t;—l"” = t1, efectuado en todos menos el tltimo término,
1 00 L 9
D2922(g1) = F/ / K' (t1)” z12(x + g1t1)*w(x + g1t1) p(x)dtrda
1 —
2 L
= [ K @) e+ gt K (0) ol + ata)ule + rt2)o@)dnda
—L

1 L
+§/ / K(t1)2 29( +g1t1)2w(x + g1t1)o(x)dt1dx
e J-L
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2 o0 L tl
+g_1 / / K' (t1) z12(z + g1t1) K(r)25(x 4+ gir)drw(z + git1)¢(x)dtrdx
5 —L L

2 o0 L tl
— / / K (t1) 2z + git1) | K(r1)2l(@ + gury)drw(z + git1)é(x)dtr da
€ —L L
—I—/ / < - K(Tl)zﬁ(:v—i-gﬂ“l)drl) w(t)o(z)dtdx
15 gl —L
6

= 21122221'(91)- (2.77)
i=1
Como
glliglog?flmzzl(gl) = CK'/ 212(2)*w(x)p(x)dx,
15

resulta ser

I129221(91) = gigCK/ /00 z12(2)?w(2)¢(2)dz + o (9;3) .
1 g

Los restantes términos de (2.77) pueden ser acotados directamente, obteniéndose para todos ellos un
orden O(g;?).
En conclusién,

T2222(91) = g—lg,CK' /00 z12(2)*w(z)d(x)dx + o (91°) -
1 154

Por otra parte, es igualmente inmediato concluir que el siguiente término de (2.75) verifica

Li2223(g1) = O (977°) ,

por lo cual,
Nox(g1) = %CK' / h z11(2)%w(x)y(x)dx + gi%cK/ / h 212(2)%w(z)p(x)da + o (97°)
= o [ AP0 )P + o 457). (2.78)

Reuniendo los resultados (2.74), (2.78) y recordando que

n(n —1)

1
Tl—um(m) + —T1222(91)

£ A - :
se obtiene el resultado (2.72). m

Lema 2.2.10 Bajo las mismas condiciones del lema 2.2.8, se tiene

E [ﬁm} —0(¢) +0o(m™). (2.79)
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Demostracién. En efecto,

B[Am] = [ / / / 22(r) (D) = p)(r) ) 22(5) (fﬂ<s>—p<s>ﬁ<s>)w<t>drdsdt]

= T)Ilﬂl(gl) + 4—11212(91) (2.80)
donde se ha definido

oo prtoopt
fenl) = B[ [T [ [ 0Kl =15 00 = p00) 2(6) s (5= T2 (62 = plo) drdsuleye].
Lig12(g1) = E [//OO // // 20(1) Kg, (r —T1) (61 — p(1)) 22(8) Kg, (s — T1) (61 — p(s)) drdsw(t)dt} .

I1211(g1) puede representarse como

Loi(g1) = /;o </: 2o9(T) /000 Ky (r—x) (p(z) — p(r)) h(x)dmdr)z w(t)dt.

— /
L =ux ypara g < L,

!

o] t L 2
I911(g1) = / </, zo(T) /_L K(z1) (p(r — g121) — p(r)) h(r — glxl)dxldr) w(t)dt.

Mediante sendos desarrollos de Taylor de p(r — g121) — p(r) y h(r — g121) en r, se tiene

00 t L 221y .
han(g) = /, <// 22(T)/LK($1) (Z( Z.,l) gizip?(r) — %g%x‘;’p@)(@ﬂ)
3 £ — i=1 . .

1 ; 2
—1) i i 1
X ( E ( z'!) gt h () + 2'glm1h( )(02)> dmldr> w(t)dt

1=0

= abie ([t (#omer+ 3pomn) dr)2w<t>dt+o(g%) (2.81)

donde 01 y 02 son puntos intermedios entre r — gix1 y 7 y se ha tenido en cuenta que se verifica
ffL K(z1)z1dz1 = 0.
Respecto a I1212(g1), dicho término se puede representar como

Ii212(g1) = / / </ zo1(r gl(T—:L‘)dr>2w(t)1/1(x)dtd:n
/ / / < / 2o (r—x)dr>2w(t)gb(:c)dtdx
_ /0 - /Oo ( /__ 2o (x+ glrl)K(rl)dr1>2w(t)z/z(a:)dtdx

2
/ / ( epre 292 x+g1T1)K(r1)dr1> w(t)p(x)dtdx

donde = r1. Por tanto, es evidente que

91
Ii212(g1) = O(1). (2.82)
El resultado (2.79) se obtiene llevando los resultados (2.81) y (2.82) a (2.80). m
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Lema 2.2.11 Bajo las mismas condiciones del lema 2.2.8, se tiene
E [E123} =0 (g}) +0 (n g ?). (2.83)

Demostracién. La esperanza de Ajs3 es

plaw] = B3 [ [ [ a0) (26 -0i0)

<1(6) (30) = o (6) = () wlt)arset]

1
= I —I
o2 11231 (9) + on 1232(91)

Lanlg) = [/ // Ko = T1) (81— p(r)

< 21(5) (1, 5 = T3) G2 = () = €(5) drasu(te].

hoga(g1) = E [/:o /Et /E,t22(7“)Kgl(7“—T1)(51—P(T'))

x z1(s) (Kg, (s —T1) (61 — p(s)) — ¢(s)) drdsw(t)dt] .

donde se define

Empezando por el primero de estos términos,
fenton) = [7 [ 20) [7 Kl =0 00) = plr) ho
< [ ot ([R5 0 6 - 16 b — () ) sy
_ //22 /Ka;l p(r = grr) — p(r) h(r — guer)da1dr
<[ ([ 00 065~ ) ot >>h<s—gly1>dy1—g%<<s>)dsw(t)dt

donde se ha efectuado el cambio de variable =% = x1, ly = y1 y se ha supuesto g1 < <. Mediante

desarrollos de Taylor de p(r — g121) — p(r) y h(r — g1z1) en r y p(s — g1y1) — p(s) y h(s — glyl) en s,

2 .
hagi(g1) = / / / K(z (Z 2k gizip®(r) — %9%$§’P(3)(91))

—U' i i 1
X (Z( z'!) giath@(r) + 2,91371’1(2)(92)) dzdr

=0

4

t L 1\t
< [ae ([ K (Z( L. i p@(s) — %ﬁy%p@(eg))

=1

3 i
« (ZH) giyih®(s) + Jrotth) (04)> dyr - g%as)) dsuw(t)dt



48 Estimador de Nelson-Aalen presuavizado

+o (gf)
(2.84)

donde 01 y 65 son puntos intermedios entre r — gix1 y 7,03 y 04 son puntos intermedios entre s — g111
y sy se ha tenido en cuenta que ffL K(z1)x1dzy = 0, asi como las relaciones (2.40).
El término I1232(g1) puede representarse como

I1232(91) / /5’ / / 201(1r) Ky, ( x)zn(s)Kgl(s — 2)w(t)y(x)drdsdtda
* / / / / 2 (r) Ko, (r = Th)z12(5) Ky, (s — Th)w(t)¢(z)drdsdtde
- /ooo /:) /; 22(r) Kg, (r — 2) (p(x) — p(r)) o () h(x)drdtdz.

Si en los dos primeros sumandos se efectua el cambio de variable 7";1’“" =, 5;1’” = s1 y en el ultimo

T—X
g1

!
=171y se supone g1 < &,

t—x t—x
1 o0 oo _— _—
Laso(g1) = —= . o zo1(x + g171) K (r1) 211 (2 + g181) K" (51)w(t)(z)dridsy dtdx
92 eE—x E—T

t—x t—x
1 o0 o0 —_— —_—
+?/ / /91 " zga(@ 4 g1 K (r1) 212(z + g151) K" (s1)w(t) () dry dsy dtda
1 Je 4 —L —L

0o oo pEZ
- / / / - zo(x + g1m1) K (r1) (p(x) — p(z + g17m1)) up (t) h(2)dr dtdz.
0 rJ-L
Estos tres sumandos pueden acotarse directamente. Asi
Iugg(gl) = O (9;2) + O (9;2) + 0(1) = O (g;2) . (285)
A partir de los resultados (2.84) y (2.85) es inmediato obtener (2.83). m

Lema 2.2.12 Bajo las mismas condiciones del lema 2.2.8, se tiene
Var [2122] =0 (n_ngG) . (2.86)

Demostracion.

Var [A\lgg} = Var ;;/ / z1(r K" (r—1;) (6; — p(r)) — C(T)) dr
S / a(s) (Kl (s — T3) 6~ p(s)) — €(s)) dsw(t)a
SO DB RN

i=1j=1k=1(=1
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1

= 21 (PMPPH(g) + 2n(n — 1) (MP222(g1) + MP20 (g1))

+n(n —1) (M1’2’1’2(g1) + M1’2’2’1(gl))
+n(n —1)(n —2) (M"?13(g1) + MY23Y (g1) + MY23(gr) + MB232(g1)))

donde para 1 < i, j, k,1 < n se ha definido
M¥Hl(g)) = Cou { / / 21 (r) (K" (r — T3) (8 — p(r)) — C()) dr
/ 1(5) (K2 (s = T3) (85 — pls)) — () dsw(t)t,
[ [ a1 (5 =10 0 = pta) = g(w)
< [0 (0 (0 = 1) (80 = () = (o) dvrw(m)

Es evidente que se verifican las relaciones siguientes

MR (gy) = MY22 (gr),  MB222(gy) = MYAE (gh)

M12’1’3( ) M1231( ) M1223( ) M1232(g)

por lo que en realidad basta con estudiar el orden de M 1111 (gy), MB222(gy), MY212(gy) y ML213(gp).
La tesis del lema es una consecuencia inmediata de los resultados siguientes

MULL(g) =0 (gfg) , MB2L3(g1) = o(1),
MY222(g)) =0 (g7 %), MY212(g1) =0(g;%),

que se prueban en los lemas 2.2.13-2.2.16 y de la condicién (V.1), que implica que ng? — oo y
6
ng; — 0. m

Lema 2.2.13 Bajo las mismas condiciones del lema 2.2.12, se tiene
MbB2E3(g) = o(1). (2.87)

Demostracién. Se inicia el estudio de MH%53(

[/l/@ 1 (= T0) (81— p(r) = () dr
[ 1) (5 5 = T3) (52 = ) — C(6)) dw

<[t (5 0= 1) 61 = pla) - () d

< [ 1) (16,0~ 1) (62 = pl0) - ¢(0) dow ()i

1,2,1,3 1,2,1,3 1,2,1,3 1,2,1,3
= M (91) + M, (g1) + M; (91) + M, (91) (2.88)

g1) analizando la esperanza
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donde se define

M (g) = / </ /211 VK, (r — )

/ (/ Ky, (s =y p(s))h(y)dy—<<s>> dsw(t)dtﬂ@dx,
i ) = [T ([T [aatng o -
/ (/ Ky, (s =y p(s))h(y)dy—<<s>) dsw(t)dt>2¢(x)dx7

M12 13(91)

= / / aar / Ky (r = ) (p(x) = p(r)) h(a)dadr

9 / 21(s) ( AR e <<s>> dsuw(t)di

[T ([T w0 0 - 000 ian — () ) dva (i,
MEPL3 (g = 4</ / alr (/ K" (r — ) (p(z) — p(r ))h(x)dx—g(r)> draw(t)dt>2.

. . — — !
Tras hacer el cambio de variable Sg—ly =1, rglx =71y para g1 < %,

1,2,1,3 1 * > tg_lz "
M; (1) = 9_8 , z11(x + g1r1) K" (r1)drq
1J0 e’ —Eg_lz

t L
[ ([ 870 s = ) = p060) ¢ hls = v — () ) s

2
X w(t)dt) Y(x)de.

Haciendo desarrollos de Taylor de p(s — gi1y1) —p(s) y h(s — g1y1) como se hizo en (2.73) es inmediato
obtener

1,2,1,3 oo (oo i
M= (1) = M%(/O / /, z11(x + grr1) K" (r1)dr
6/ E'—XT
g1

¢ Pp® (r
< [ 2 (%4” 2 (D) + 3K () () + 2h<3><r>p'<r>> drw(t)dt)
x(x)dx + o(1)

y como f_LL K"(ry)dry =0,

2

lim M1213(g)) = / (/ / 21 (r 2h’ r) + 3h" (r)p" (r )) d’l”w(t)dt>2211(x>2w(m)dl‘

91—0
X/“”K </ K” ?”1)d7’1>

= 0,
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es decir,
M3 (g1) = o(1). (2.89)

Una simple inspeccién del término le 21,8 (91) vy su comparacién con el dltimo estudiado es suficiente
para concluir que

My*3(gr) = o(1). (2.90)
En cuanto a M1 213 (g)), L =1, %Z =y, UTZTZ = 1, y suponiendo
g1 <= fa
Mg (g) = / / z1(r / K"(x1) (p(r — g121) — p(r)) h(r — grz1)dardr

X / 21(s) </ K"(y1) (p(s — g1y1) — p(s)) h(s — g1y1)dyr — 9%C(5)> dsw(t)dt

/ /6, 21(v </ K" (1) (p(v — g1m1) — p(v)) k(v — g1ny)dny — g%C(v)) dv
X Qi (M

y haciendo desarrollos de Taylor de p(r — g1z1) — p(r) y h(r — giz1) en r, de p(s — giy1) — p(s) y
h(s—giy1) en sy de p(v—g1m;) —p(v) y h(v—gim;) en v, de modo similar a como se hizo en ocasiones
anteriores, se tiene

M) = —aghii [ [ a0 (300 + 260
+ 31" (s)p" (s) + 2h(3)(s)p'(s)> dscuy (t)dt
<[ [ a0 (G0 e
+ 31 ()" (v) + 20 (v)p’(v)) dven, (m)dm + o (g2) . (2.91)

2,1,3
(

Respecto a M, i ’ g1), es suficiente con estudiar el orden de

/:0 /; z1(r) (/Ooo Ky (r—x) (p(x) — p(r)) h(z)dx — g(ﬂ) dra (1)dt.

/:o /t #1(r) < /OOO Kg,(r =) (p(x) = p(r)) h(z)dz ~ <(r>) dran (t)dt

Se tiene

-2 ") ( | Y K@) (o — gues) — () b — g )iy — g%cm) drony(1)di
= gk / / 21 (r ( (4)(7“)+2h’(7“)p(3)(7")+3h"(7“)p"(7")+2h(3)(7“)p’(7")) drau (t)dt

+0 gl
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L = x1 y se ha supuesto g; < %
y en la iltima se han realizado de nuevo desarrollos de Taylor de p(r — g121) — p(r) y h(r — g171) en
r. Por tanto,

My (g1) = O (g1) - (2.92)

De los resultados (2.89)-(2.92) se concluye que el orden de la esperanza (2.88) es o(1). Por otra parte,
como se deduce de (2.74), el orden del producto de esperanzas

U /Zl —Th) (61— p(r)) = ¢(r)) dr

< [ ) (055 = T2 (52— pts) - () sty

< | [ [ st (5,00 130 01 = p(00) = ()
[ o) (5,00 = B) (6 (o) = 6) dowm)an)

= hai(g)?

es O (g}) . De todo ello se sigue el resultado (2.87). m

Lema 2.2.14 Bajo las mismas condiciones del lema 2.2.12, se tiene
MY22(g1) = 0(9,°) - (2.93)

Demostracién. Se aborda el estudio de M1*22(g;), empezando por la esperanza del producto

3 U / 21(r) (K, (r = 1) (81 = p(r) = (r)) dr
X / 1(s ) (Ku (s — To) (862 — p(s)) — C(s)) dsw(t)dt

/ a1(w) (K (u — Ts) (82 — plu)) — ((u) du
[ 2100 (850 = T2 (62— p(0) — €(0) dosmi
11
= DM ), (2.94)
=1

donde se define

gy = [ o) ([T 60— 0 60 - o)y o)) dr
X/azn( K} (s — x)dsw(t dt/ / 211 (u) Ky, (u — z)du
X/E, 21
/

)
(), (0 @) () () da
i) = = 7 e ([T K= 0 60 - pe) b)) dn
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1,2,2,2
A4é (91)

1,2,2,2
M, (91)

1,2,2,2
M5> I (91)

1,2,2,2
Mﬁ’ I (gl)

1,2,2,2
My (91)

M81727272 (gl )

1,2,2,2
Mg (91)

1,2,2,2
M 10 (91)

1,2,2,2
M3 (91)

x/;zlg (s — z)dsw(t dt/ / 210w
[ @K @ - a)dvu(mydmo(is
L ([ )
X/EZH(S " (s — z)dsw(t dt/ / o1 (W) K (1 — ) ducng (m)dmi (z)dz

=) / /t (/ K (r—y) (p(y y)dy — gr)>dmw

y /;o / e ()K" (u — 2)du / 211 ()K", (v — z)dvw(m)dmp(z)dz,

4 [T 7 [ o) ([T 06 = 0 60 - o))ty o))

2 [T [ ([ 5500 60 o)ty - ) drantia

12(u)Kg (u— :v)du/ z12(v )Kg (v — x)dvw(m)dmae(z)dz,

4/0/ [ao ([ xs (") )y <)) i

t
X/g/ 211(8) K, (s — x)dsw(t )dt/ a(m)2w(m)dmy(z)dz,
/ /t21 </ Ky (r—y) (p(y) — p(r)) h(y)dy — ¢(r )> dr o, (t)dt

X
2T
3T

/21 (/ K () h(y)dy — C(r )) dro (t)dt

. o . 1,2,3,1 . .
Tratando el primero de ellos de modo similar a como se hizo con M’ 3 (91), es decir, haciendo el
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: : -y _ s—r __ u—z —
cambio de variable o Y1, =5, L g =W, 5 gl

1,2,2,2 L[ [t
Mgy = < [ /zl<r>
1 5 gl

L
X (/_L K" (y1) (p(r — g1y1) — p(r)) h(r — gry1)dyr — 9f§(7‘>> dr

X //g1 z11(z + 9181)K"(31)d51w(t)dt/ /, . z11(x + grur) K" (u1)dug
€ ! el —x
g

= v1 y suponiendo g1 < L,

38

—

X //_g1 z11(z + g1v1) K" (v1)dviw(m)dmap (z)dz

91

y sendos nuevos desarrollos de Taylor de p(r — gi1y1) — p(r) y h(r — g1y1) permiten obtener

M].17272’2(9 = 4MK/ / /21

 (GHEO )+ 2H OO0 + 30 0) + 2K ) )

X 211(x + g151) K" (s1)ds1w(t)dt 7: 211(7 + grur ) K" (uy)duy

X ﬂ/gl 211(z + grv1) K" (v1)dvyw(m)dmap(x)dx + o (91_4) .

Por tanto,

M2 (g1) = 0 (91%) (2.95)

ya que, efectivamente,

hmg1M12’2’2(91) = UK </ K"(s1 d51> / / /21

x <§h(r) W) + 20/ (r)p® (r) + 30" (r)p (T)+2h(3)(r)p'(r)) drw(t)dt
X /00 w(m)dmzyy (z)3(x)dx
= 0.

Por otra parte, una simple inspeccién del término M21 ’2’2’2(91) y su comparaciéon con Ml1 ’2’2’2(g1) es
suficiente para concluir que

1,2,2,2 _

My *(g1) =0 (97"). (2.96)

Para determinar el orden del siguiente término de (2.94) es suficiente con efectuar el cambio de variable
% = Y1, %55 = 81, 75,;° = T1, que permite escribir

1,2,2,2 4 o o !
1222g) = g [7 7 [Cam
& &
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" (/_H K”(yl) (p(r — g1y1) — p(r)) h(r — g1y1)dyr — 9%«’“)) dr

o

t—x
X //gl 211(1' + glsl)K”(sl)dslw(t)dt

el —

S
)

= o(g®

m—

g9
1

: z11(z + grun) K" (w)dug cwy (m)dmap(z)da

g
(2.97)
pues, obviamente,

lim g§ My %% (g1) = 0.
91—0

Tratando los tres términos siguientes como el precedente es inmediato probar que para ellos es valido
el mismo orden, es decir,

M2 (1) = 0 (979) (2.98)
M5**%(g1) = 0 (g, °) (2.99)
y
Mg**2(g1) = 0 (g79). (2.100)
Los cuatro términos siguientes de (2.94) se estudian todos ellos de un modo muy similar, que se ilustra
analizando maés en detalle el primero de ellos. Haciendo el cambio de variable % =91, 59_1”” = 31, éste
es
1,2,2,2 4 [ [ [t
M=% (g1) = —4/ / / z1(r)
g1 Jo e’ 4
o
X (/ K"(y1) (p(r — g1y1) = p(r)) h(r — giy1)dy: — g%C(T)) dr
—00
t=z [e's)
X /,gl z11(x + glsl)K"(sl)dsw(t)dt/ a(m)*w(m)dmy(z)da
T ¢
— 0 (9;4) ’ (2.101)
ya que, obviamente,
lim ng;’2’2’2(gl) =0.
g1—0
Del mismo modo se prueba que
M81,272,2(gl) =0 (91—4) , (2102)

My**2(g1) = o (97%)., (2.103)
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Mg **(g1) = 0 (917*) - (2.104)

Por fin, como con el cambio de variable T;—ly =y,

M (g1) = / / / ( YK (1) (o — 1) — p(r)

[e.9]

x h(r — g1y1)dyr — Q%C(T)> d?“aw(t)dt/ a(m)?w(m)dmh(z)dx

!

y
ghm £11]\41112 & 2(91) =0,
se tiene
M2 (1) = 0 (9:%) - (2.105)

Como se desprende de los resultados (2.95)-(2.105) el orden de la esperanza (2.94) es o (g7 6) y dado
que el producto de esperanzas

B [7 [ at) (5 =10 61— pt00) - <) ar

[ a6 (05,5 = T2) (52— pts) - () sty

xE[/ / a1 () (K7, (u— Ts) (82 — p(u)) — C(u)) du
[ o) (5,00 = B2 (2 - p(0) = 6) dowm)an)
= T221(91)11222(g1)

es, de acuerdo con lo que se probé en (2.74) y (2.78), de orden O(gy), el orden de M12*22(g1) es el
dado en el resultado (2.93). m

Lema 2.2.15 Bajo las mismas condiciones del lema 2.2.12, se tiene
MY12(g1) =0 (g7%). (2.106)
Demostracién. Se estudia en primer lugar la esperanza
B [7 [ 26) (5t =10 61— pt00) - <) ar
x / ) (50 ) 6= ) ) di
z1(u (u—T1) (61 — p(u)) — ((u)) du

x / "1 (0) (K (0~ 1) (62 — p(o) — C(0)) douw(m)dm
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ZM”” )+ 16 (/E a(t)2w(t)dt>2

donde se define

1,2,1,2
My (91) =

)
L o

o7

o0

(2.107)

/ / / 211 (r) Ky, (r — @) 211 (w) Ky, (u — 2)3(x)drduda

(s — x)212(v) K (v — ) p(y)dsdvdyw(t)w(m)dmdt,

g1

M) — / / (/ // e (MK (r — )2 (u )Kgl(u—w)w(x)drdudx)2

m)dmdt,

o - [ / </ [ e

xw(t)w(m)dmdt,

1,2,1,2
M4777(gl) —

2
(r —x)z12(u )Kg1 (u— a:)gzﬁ(x)drduda:)

/ / / / zu(r)zi(u / K, (r—2) K, (u— x)i(x)dedudroy, (t)
/, z1(v / Ky (v—y) (p(y)

— p(v)) h(y)dydvw(m)dmadt,

M2 = _g / / / / 21a(r) 21 (u / K" (r — )K" (u — 2)p(x)drdudray (1

/21 / Ky (v—1y) (p(y) -
/ (/ / 21(u)Ky, “—w)(p(ﬂ«“)—p(U))h(x)dxdufw(m)dm,

M617271,2(gl) — 8/ O[(

p(v)) h(y)dydvw(m)dmadt,

Mp*"(gr) = </ / / 21(r) Ky, (r — x) (p(m)—p(r))h(m)aw(t)dmdrdt>2,
M2 — g / / / C{ d zdu(;“)zn(u) /0 TR (- 2K (u— 2)(x)da
xaw rdudmdit
My*'2(g1) = / / / C{d Zdlg d )z12(u / K (r —2) KL (u — 2)¢(x)dx
rdudmdt,

M (g1) = —32 / / / A(NK! (r — ) (p(x) — p(r)) aw(t)a(m)2w(m)drdtdm.

Si en ]\411 ’2’1’2(91) se tiene en cuenta al escribir los limites de integracién que las funciones 211 y ¢ son

nulas en [0, €],

My (g1)

5 / h / - /0 h / t / " (K (r — 1)z (WK (u — )p(x)drduds

o) t m
X /6 /E, /5' 212(8) Kgy (s — x) z12(v) Ky, (v — )¢ (y)dsdvdyw(t)w(m)dmdt.
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T __ U—r __ S—T __ v-T . 8_’
=TL o UL =S, = VY suponiendo g1 < T,

MY (g1) = ) 2z + gir) K" (m)zu (@ + grun) K (u)op(x) dryduy da

z12(y + g151) K" (s1)z12(y + g1v1) K" (v1) ¢ (y)ds1dvr dy

) )dmdt
= ?/ / Mi’f’l’z(gl,t,m)M17’§’1’2(g1,t,m)w(t)w(m)dmdt
1 13 3
donde se han definido para t,m > ¢,

M11”12’1’2(gl, t,m) = o z11(x + g1r1) K" (r1) 211 (@ + grun) K" (u1) ¢ (x)dryduy de,

—y
My (g tm) = " 2y + g151) K" (s1)212(y + g101) K" (v1)p(y)dsy dvr dy.

Obviamente,

L 2 rtAm
lim Ml1 212(g t,m) = (/ K”(rl)dh) / z11(2) % (x)dr =0
—L €

g1—0

tAm
lim M1122’1’2 (g1,t,m) (/ K"(s1 d81> / 212(y)*¢(y)dy = 0.
3

g1—0
La derivada parcial de M1’2’1’2(gl, t,m) respecto a g es
0 1 2 1,2
M (g, t,
dg1 (g1,t,m)
& t—xz\t— —r\e—x
- [ (o (59 o (55
0 91 g1 91
t—x
‘i‘/_g1 211 (x + g1r)r K (ry drl) z11(x 4 grun) K" (uy)duy dae
91
+/oow(x)( o1 (m K"(m a:) z_, ()K,,<€—a:)€—x
—211 11 —
0 93 9 9
t—

T

—i—ﬂil 21 (x4 g1r)r K (rl)dn)/ o 211(2 + grur ) K" (uy)duydx

91 91

t m—t .,
- _ [ ¢(t — glml)zll(t)K” (a:l) T i 211(15 + gl(ul — xl))K"(ul)duld;t:l
L =4
g1
- , TR "
— w(m — gix1)z11(m) K" (21) 21 / z11(m + g1(u; — 1)) K" (u1)duydzy
_L 57m+1131

m—x

00 t—x
—|—/ @b(x)/gl zil(x—i-gln)rlK"(rl)drl/ o 211(x + grur ) K" (uq)duydx
0 -z -z
g1

91
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m—x

—|—/ 1/1(3:)/ - zil(a:—l—glrl)rlK”(rl)drl/gl 211(7 + grur ) K" (uy)duydx
0 E—T E—T
1

91

donde se ha descompuesto la expresién en varios sumandos, efectudndose los cambios de variable
t’%l T1y g = x1 en los dos primeros, respectivamente.

De modo andlogo, la derivada parcial de ]\41122 1,2 (g1,t,m) respecto a g1 es

8 1212
—M = t
89 (g17 am)

t—y
o0 t—y\ t—
= / o(y) (—le(t)K" <g—1y> g2y +/ " Ziz(y+917’1)7°1K”(7°1)d7"1>
€ 1 —L

m—-y

X/ " 212(y + grur ) K" (uq)duy dy
~L

+/Oo ?(y) (—212(7”)}(" (m — y) 7 - L /Lg1 212(y +917"1)?”1K"(7”1)d7“1>

g1 91

t—y

></g1 212(y + grur) K" (u1)dur dy
—L

t—e
/ g1
—L

-t
ot — gry1)z12() K" (y1) w1 / o z12(t + g1 (v1 — 1)) K" (v1)dvidys

m—¢

—/ " o(m — giyn)z12(m) K" (1 y1/ o z12(m + g1(v1 — y1)) K" (v1)dvrdy:
,OLO L

+/ ¢(y)/gl 212(y + g151)51 K" (Sl)dsl/ " 2oy + g1o1) K" (v1)dvrdy
T e

+/ ¢>(y)/:1 Ziz(y+£1181)$1K"(81)d$1/Lg1 212(y + grv1) K" (v1)dvr dy.
. _ _

Los limites al tender g; a 0 de estas derivadas son

gl}r_)noaiglMll”f’l’Q(gl,t,m = / K" (1 xldml/ K" (uy) duy
X (I(m > t)y(t)zu1(t)? +I(t > m)ip(m)zi1(m)?)
+2 /L ri K" (ry)dry K"(Ul)dul me(w)zh(ﬂ?)zll(ﬂ?)dw
., -L -L e
y
.0 1210
9111§08_91M1:2’ “(g1,t,m) = / K" (g yldyl/ K" (v1) dvy

x (I(m > )¢(t)212(8)* + I(t > m)d(m)z12(m)?)

L tAm
+2/ s1K"(s1)ds1 LK”(U1)dvl/ D(y)212(y) 212(y)dy

—-L
= 0.
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Por tanto, aplicando el teorema de Taylor a Ml’ 1291, t,m) y M 122’1’2(gl,t m) considerados como
funciones de la variable g1,

1,2,1,2 B
Mll (glata m) - O(gl)

1,2,1,2
M12 (glatam) :0(91)'
Como, por el teorema de la convergencia dominada,

Jim g7 M2 (g1) = 0,

resulta ser

MPP(g1) = 0 (g79) . (2.108)
1,2,1,2 1,2,1,2
El mismo orden es vélido para los términos My’ ( 1)y M3“7%(g1), como revela una simple inspec-
cién de estos términos y su comparacién con M 21, (g ). Por tanto,
1,2,1,2
M, =0(g;%) (2.109)
y
1,2,1,2 -
My (g1) = o (g7 6. (2.110)
Pasando al siguiente término de la representacién (2.107), mediante el cambio de variable 7";—1’“" =
u—x —_ —
Tl gr = UL g 91 =Y,
1,2,12 8 [ [ [® a [T
M= (1) = —— ) o z(@ + gir)zn(z + grua)
R e

x K" (r1) K" (u1)¢(x)duydry dzog, (t)

v

X /m 21(v) /g1 K" (1) (p(v — g131) — p(v)) h(v — g1y1)dyr dvw(m)dmdt

!

y, obviamente,

M2 (g1) =0 (g7°°) - (2.111)
Igualmente,

Mz > (g1) = 0 (97°) - (2.112)
pues M1’2’1’2(gl) se puede obtener a partir de M1 2’1’2(91) simplemente sustituyendo z1; y ¢ por,

respectivamente, z1o y ¢, modificaciones que en nada afectan al orden que se obtiene siguiendo los
razonamientos empleados en el caso del término anterior.
1,2,1,2 . . _ .
En relacién con Mg~ "(g1), tras efectuar el cambio de variable % = x71 se tiene

w3y = & [ arua [ (/ [ @K (o gar) )
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2
X h(u — glxl)dxldu> w(m)dm

y, evidentemente,
1,2,1,2 _
Mg™ " (g1) =0 (97")- (2.113)

g —.CCl,

2
X h(r — glxl)aw(t)dxldrdt>

y, huevamente,
M71’2’1’2(g1) =o(gr%). (2.114)

—T __ u—r __
7’179—1 = Ui,

m—x

o1 g
MP2(g) = _/ / / /1 ﬁ/_: 211(x 4 g171) 211 (% + g1uq)
91

x K" (r1) K" (uy)y(x )dxaw(t)aw(m)drlduldmdt,

de modo que
Mg*"2(g1) = o (97%). (2.115)

El mismo resultado es valido para el término andlogo, Mg1 21,2 (g1), esto es

M91’2’1’2(91) =o(gr"). (2.116)
£ =7,
M) = - [ / / * aao+ ar) K () (e + ) — (00
X v (1) a(m)?w(m )drldtdm
y es inmediato observar que
(2.117)

Myg™(g1) = 0 (97°)

A partir de los resultados (2.108)-(2.117) se obtiene para la esperanza (2.107) el orden o (g~%). Para
probar la tesis del lema, que afirma que ése es también el orden de M1212(g;), basta con comprobar

que el producto de esperanzas

B[ [7 [ a0 G~ 1 61 =) — )

t
X / " 1(s) (K s — ) (62 — p(s)) — C(s)) ()t
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xE [/ / z1(u) (K, (u—T1) (61 — p(u)) — ¢ (u)) du
< [ ae) (55, (0 = ) (62 = pl0) — () durw(m)dm

= Tn(91)?
es, como se deduce de (2.74), de orden O (¢f). ®
Lema 2.2.16 Bajo las mismas condiciones del lema 2.2.12, se tiene
MUY (g) =0 (g7%) . (2.118)

Demostracién. En primer lugar se aborda el estudio de la esperanza
B [7 [ a0 G~ 1 61 =) — ) ar
[ 60 (5 = T 51 = ) — 605 dswtoyi
<[ e (8 = T2 6 =) = ¢l
< [0 (1 (0 = 70 (61 = p(w) = C0) dvu(myim

Tras algunos cédlculos se obtiene para dicha esperanza la expresién siguiente

/OOO (/:o </: an(r) Ky, (r — :c)dr>2w(t)dt>2 W(z)ds
+/OOO (/;o </; 212(r) K,y (1 — x)dr>2w(t)dt>2
/; 211(7‘>Kg1(7‘ —x) r) w(t dt/

)t /

¢(z)dx
/ e (WK, (4 — 2)ducvy (m)dmap(z)de
/ 212(0) K" (4 — 2)ducc(m)dme(z)dx
+8/Ooa dm/ / ( (e r—x)dr) w(t)dtw () dz

18 / ~ a(m)2w(m)dm / / ( 21a(r) K, r—x)dr>2w(t)dt¢(x)dx

/6 ) / "KL (r — 2)dra(t )dt> b(x)dz

2

/o (
4 /0 - < / - / s (K (1 — 2)dra )dt> 6(x)d

16 /:ja m)dm / / / A(NE" (r — ) (p(x) — p(r)) draw(t)dth(z)dz
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r—xr __ r—r __ U—
=7 O TR Tl,—gl

v haciendo, segin proceda, los cambios de variable
anterior es igual a

) 2
7 (/ (/ 211 $+917"1)K"(7’1)d7’1> w(t)dt) (z)dz

2
t—x

2
1 o oo —_—
s (/ ( 212<w+gm>K”(m>dm> w(t)dt) ¢(x)da
1J0 54 %

T

-5 / / /, 211(x 4+ g1r1) K" (r1)dry | w(t)dt
g1 Jo e’ Eg_lz

00 m—x
X / /, " zn(@ + grun) K" (un ) dug g (m)dma (z) da
6’ E —T

—T

t=z 2
/ / ( z12(x + glrl)K"(rl)dm) w(t)dt

_: 212(2 + grur ) K" (u)duy o, (m)dme(x)dx

X
&/

iz 2
+g%/ dm/ / ( 211(36+g17‘1)K"(7“1)d7‘1> w(t)dty(z)dx

-

iz 2
+g% /E, dm/ / ( 212(36+g17‘1)K”(7“1)d7‘1> w(t)dte(z)dx

t 2
4 o0 o0 g—
+E/ (/ , ' 211(95+91T1)K”(?”1)d7“1aw(t)dt) P(x)dz
1J0 z

t—zx 2
+%/0 (/ ) z11(x—i—glﬁ)K"(n)drlaw(t)dt) ¢(z)dx

63

= w1, la expresion

1 e Je==
Zj o dm/ / / 21(r) Ky (r — x) (p(x) — p(r)) draw(t)dth(z)dz
+16(/;°a<> <>dt)
= 0(g®).

Por otra parte, como se deduce de (2.78), para el producto de esperanzas se tiene

[/ / alr —T1) (61— p(r)) = ¢(r)) dr

< [ 106 (505 = T 61 = ) — ) sy

<E [/ / a1(w) (K" (u — Th) (61 — p(w)) — () du

[ a0 (5,0 T 01 = p(0) = () ot

(2.119)
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= Tiaa(g1)” = O(g; ). (2.120)
El resultado (2.118) se obtiene directamente a partir de (2.119) y (2.120). =
Lema 2.2.17 Bajo las mismas condiciones del lema 2.2.8, se tiene
Var [2121] = o(n_l). (2.121)

Demostracion. Se tiene

Var [A\lm} = Var ZZ/ / 2o(r)Kg, (r — T;) (6; — p(r)) dr

i=1j5=1

. / 2a(s) Ky, (5~ T3) (6 - <>>dsw<t>dt]
SO DR RS

i=1j=1k=11=1

1

+n( _ 1) (N1727172(g1) + N1,2,2,1(gl>)
+n(n—1)(n—2) (N1’271’3(gl) + NB231(g) + NV223(g) + N1’2’3’2(g1)))

donde para 1 < 1,7, k,l <n se ha definido

Nk (g) = Cou [ / o) Koy = T0) (6 = p) [ 2(6) (5 = 1) 85 = (o) diwlt),

| [ st k=1 6= pw) du [ sa0), (0 = 10 (61 = plo) dewmim
El

Como se discutié al tratar el caso de Var [2122} , basta con estudiar el orden de los términos N 1213 (91),

N1222(g), NL2L2(g1) y NBLL1(g1). La tesis del lema es consecuencia de los resultados siguientes,

que se prueban en el lema 2.2.18,

NB2L3(g) =0(1), NL222(gy) =
N2L2(g1) =0(1), NbLL(gy) =

SR
)—l|§:3

y de que, como consecuencia de la condicién (V.1), ng? — co. m

Lema 2.2.18 Supuestas las condiciones del lema 2.2.17, se tiene

N1’2’1’3(g1) = o(1), (2.122)
N1’2’2’2(91) -0 (g%) ’ (2.123)
N1’2’1’2(91) -0 (1) (2.124)

NBEBEL (g =0 (g771) . (2.125)
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Demostracién. Se aborda el estudio de N1%13(g;) analizando la esperanza
t
{/ / 29(r) K g, (r —T1) (61 — dr/ 22(8)Kg, (s — T2) (62 — p(s)) dsw(t)dt

/a/ // 22(u) Ky (u=T1) (8 ) du /m 22(v —13) (63 — p(v)) dvw(m)dm

_ Nl 2,1,3 )—i—Nl 2,1,3(91)

donde se ha definido

o] o) t t [ee)
N3 () = /0 / / 2n(r) K gy (r — ) dr / 2(s) /0 Ky, (s — ) (p(y) — p(s)) h(y)dydsw(t)dt
X//OO/,mZzQ(U)Kgl(u—x)du
<[ ) [ B o =) (o) = plo) hmddonom)dmoe)da
NP3 (g = /0 / / zgl(r)Kgl(r—x)dr// 22(8)/0 Kg, (s = y) (p(y) — p(s)) h(y)dydsw(t)dt
X//OO /lmzm(u)Kgl(u—x)du

< [ aato) [ Ko=) (o0) = o) () ()

r—r __ s—y _ u—r _ v=n _
T 1, g1 Y1, g1 uy, g1 U

1,2,1,3 ey
N2 ) = /0 / /, z22(7 + g17m1) K (1) dry
6/ E —T
g1

x / 25(s) / " K(y) (0(s — 1) — p(5)) h(s — guyn)dydsw(t)d

222 T+ glul) (ul)dul

x / 2a(6) [ K (o0 = a10n) o) Ao = gum iy om) (o)
= o(1).

Evidentemente, N21 ’2’1’3(91) tiene el mismo orden asintético. Asi, puesto que el orden del producto de
esperanzas

B[ [7 [ )t =10 (61— pr)ar [ a6 (s~ T2 62 = ) dswlora]

¥E [ / / wo(u ~T) (61 — p(u)) du / m 20(0) Ky, (v — T) (65 — p(v)) de(m)dm]
= To1(g)?

es, segtin se prob6 en (2.81), O(g}), se obtiene (2.122).
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Respecto a N1222(g), se tiene para la esperanza del producto,

E [ I () (7 = T1) (61— plr) dr

< / 2a(5) Ky (5 — Ts) (82 — p(s)) dsw(t)at

/ / 20(0) Ky (u — T) (8 — p(u)) du

[ a0 (0 T 82 = plo) dowtm i
= NP2 () + Ny P ()

donde se ha definido

wirag) = [T [ / ) 0e) = ) W [ 2aa (55 — )ty
/ / z21(u )du// 221(v) Kg, (v — y)dvw(m)dmap (y)dy,

NL222(g) = / / / 2o(r / K\ (r — 2) (p(x) — p(r)) h(z)dadr / t 2a9(5) Ky (5 — y)dsw(t)dt
<[ / ) [ )y, (0 = g)dvom)dmoty)dy

Con el cambio de variable =2 = oy, £ — 51, 54 — y; "4 — 4, y suponiendo g1 < %

N11’2’22 / / / zo(r / K(x1) (p(r — g1z1) — p(r)) h(r — gix1)dz 1 dr

X //gl 291(y + g151) K (s1)dsiw(t)dt
o

00 m—x
g
X / // ! Zzl(y +91U1)K(u1)du1
el el —x
91

Xﬁ,g; 201(y + g1v1) K (v1)dviw(m)dmap(y)dy

g1

y sendos desarrollos de Taylor de p(r — gix1) — p(r) y h(r — giz1) en r permiten obtener

NP2 g) = glug /Ooo /:3 /; z1(r) <%h(7‘)p(2)(7’)+h/(r)p’(r)> dr

ﬂ
X /,g1 291 (y + g151) K (s1)dsiw(t)dt
%

j z91(y + gru1) K (uy)duy

X /E,g: 221(y + g101) K (v1)dvrw(m)dmip(y)dy + o (g7)

91




Seleccion de la ventana ‘plug-in’ 67

= 0(g).
Andlogamente se prueba que
1,2,2,2
Ny***(g1) = O (g7)

y el resultado (2. 123) se obtiene después de tener en cuenta que el producto de esperanzas
[/ 22(r) K, (r = T1) (61 — p(r)) d?“/ 2(8)Kg, (s — T2) (62 — p(s)) dsw(t)dt}
&J l
xFE [/ / zo(u)Kg, (u—T1) (61 — p(u)) du/ 29(v)Kg, (v —T1) (61 — p(v)) de(m)dm]
8/

= IL211(91)1212(91)

es, por (2.81) y (2.82), de orden O (g7).
Para N1212(g1), se tiene la siguiente esperanza del producto

</€/oo /; 22(r)Kg, (r —T1) (61 — p(r)) dr /; 29(8) K gy (s — T2) (62 — p(s)) dSw(t)dt) 2]

1,2,1,2 1,2,1,2 1,2,1,2
= N7 %(g1) + Ny % (gn) + N3™%(g1)

donde se ha definido

N11’2’1’2(gl) = /000 /000 (/;O /: 201(r) K g, (r — x)dr

2
< [ o)~ s >dt) W b(y)dady,

N3P (g / / < / / 209 (r) Ky, (r — 2)dr

2
« / 2o1(5) K, (5 — y)dsw(t )dt) 6(2)0(y)dady,

NI212(g) = /OOO /Ooo (/Oo /EfZQQ(r)Kgl(r—x)dr

t 2
[ e (s = w)dsuat) oot dads.

r—x S—Y
1 —rlu 91 = 81,

1,2,1,2 o[ o
Ny™& 7 gq) = /0 /0 / /,_ z1(x + g1m1) K (71) dry
E/ £ T
g1

-y 2
X /:E ZQl(y + glsl)K(sl)dslw(t)dt) Q/J(l')@b(y)dxdy

91

= o).

De modo completamente similar se prueba que

Ny (g1) = 0(1)
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N33 (g)) = 0(1).

Como el producto de esperanzas es

(5[ [ sttt g [t to = 04t ] )

= To(g)? —0(91)

se obtiene el resultado (2.124).
L,1,1,1

Respecto a N, (g1), la siguiente acotacién es vélida
1 00 t 2 2
1,2,2,2 4
[Ni222(00)| < — KA, ( L ([ o) w(t)dt>
91 e e
donde ||-||., denota la norma del supremo. Puesto que las condiciones (H.1) y (W.1) implican la

integrabilidad de [5° ( f |2o(7) |dr) w(t)dt, se obtiene el resultado (2.125). m
Lema 2.2.19 Bajo las mismas condiciones del lema 2.2.8, se tiene
Var [2123} =0 (n_lgi") . (2.126)

Demostracién. Se tiene

Vor [fu] = zgVar |0 / / 22(r) Ky, (r = Ty) (6 — p(r)) dr

i=1j=1

t
< / a1(s) (K2 (5 — T5) (65 — p(s)) — C(5)) dsw(t)t

/

1 n n n n o
- 3y e
i=1j=1k=1I=1

21 (MQ Y (91) + 2n(n — 1) (Q"2*2(g1) + Q% (g0))

+n(n—1) (Q1’2’1’2(91) + Q1’2’2’1(gl))
+n(n —1)(n = 2) (QV*3(g1) + Q¥ (1) + QY>3 (g1) + Q1> (g1)))

donde para 1 <1, 7, k,I <n se ha definido
) t
Qi (g) = Cou [ |7 [ et — 1 6= sy ar
t
< [ 21(s) (K s = 1) 6~ p(s) — (5) dsu(t,

/a/oo /g/m 22(u) Ky, (u = Ty) (8 — p(u)) du

< [ ) (15 (0 = T) (50 = p0) — 6(0) dow(an)aim
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Como se discutié con anterioridad para Var [A122} , es suficiente con estudiar el orden de los términos

QY13 (g1), Q122 (g1), Q112 (g1) y QVH (g1).

Se aborda el estudio de Q1"*!3(g1) analizando la esperanza

E [/:O /: 29(r) K, (r — T1) (61 — p(r)) dr

) / " 1(s) (K (s — ) (62 — p(s)) — £(9)) dsuw(t)dt

<[ sa0K (=10 (61 = pla)

X // 21(v) (K, (v —T3) (63 — p(v)) — ¢(v)) dvw(m)dm
— Ql 26,1,3( D)+ Ql 2,1,3( D)
donde se ha definido

A = [T / o1 (1) Ky (r — )y

<[ / K56 00) ~ o) Ay — (9) ) dsue)) e

QL3(g) = /Oo </00/ 222(r)Kg, (r — x)dr

<[l o ([ kat - <y>—p<s>>h<y>dy—c<s>)dsw(t)dtﬂ(x)dm,

Repitiendo ahora los mismos pasos seguidos en el andlisis del término M. 11 21,3 (g1), tras hacer el cambio

£ =711y para g1 < L,

de variable == = YL 91

QL213(g) = (/ /91 2o1(x + g1m1) K (r1)dry

2

X / (/ K"(y1) (p(s — g1y1) — p(s)) h(s — gry1)dyr — Q%C(S)) dsw(t)dt>
x(z)dx
Haciendo desarrollos de Taylor de p(s — g1y1) — p(s) y h(s — g1y1) en s

0o 0o pi=x
Q¥ () = Q%M%(/ </ /fgl zo1(z + g1r1) K (r1)dry

0 &l E—x

91

<[ L) (%hmp(“ () + 20 (r)p @ () + 3K ()" (r) + 20 (r)p'<r>) drw(t)dt)

x1(x)dz + o(gy)
= O(g1)-

Es inmediato reconocer, dada la similitud de Ql 2’1’3( 1) con Ql 2’1’3( 1), que

Q3> (g1) = O(g?)
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y, por lo tanto,

QUM g1 = Qo) + Q" (91) — L (gr)?
= 0(gh) +0(g}) = O(g}) (2.127)

donde se ha tenido en cuenta que

B [7 [ )kt~ 1 6 - pr) i

x / a1(s) (KL (s — Ty) (62 — <>>—<<s>)dsw<t>dt}

<o | [ [ T3) (61 — p(w) du

[ a0 (5,0 T B = p(0) = 6(0) ()|
= T231(q1)*

y el resultado (2.84).
Respecto a Q12%2(g;), se considera primeramente la esperanza

[// For(r = 1) (81 — plr)) dr

x / () (K (5 — Tp) (62 — p(s)) — C(5)) dsw(t)dt

/ / Ty) (6> — p(u)) du

[ 210 (15,0 7 82 = (o) = () oy

= iQi’Q’Q’Q(gl) (2.128)
donde se define -
ey = [T o [T, (o)) oy [ 1 (6) K s sty
/ / 21 (WK, (u — 2)du / (@)K, (v — z)dvw(m)dmap(z)d
) = [ [ [ a0 [T Kt ~ p(r) hly)dydr
X / 212(8) K7 (5 — x)dsw(t)dt
/ / 2os (W) Ky, (u — 2)du /mm( V)K" (v — x)dvw(m)dmg(z)dz,
") = =2 | / alr) [ K, — p(r)) hly)dydr
« / e (8) KT (s — x)dsw(t)dt / / o (u 2)duc (m)dm(z)dz,
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Q1222(g) = / / / / (p(y) — p(r) h(y)dydr

y / 21(8) K (s — x)dsw(t)dt / / e — ) dua (m)dme(z)dz
) = =2 [ [T [ () [ Kolr =) (00) ~ pir) by dudran iy
/ / 201 (W) Ky, (1 — ) /mzn( VK (0 — )dvw(m)dmip(z)dz
%) = =2 [ [ /Zz / Kou(r = 9) (o(9) ~ p(r) h(y)dydravy (1)t
/ / o ~ 2)du /mzu( O)K! (0 — 2)dvw(m)dmé(z)da
g =4[ [T [t / Ko (r = ) (p(y) — plr)) hly)dydron, (1)t
« / / 2o () Ky (1 — ) (p() — plu))ducrn (m)dmh () da.

Con el cambio de variable % =1, 5;1’“" = 51, "g;lm

Q1**2(gy) / /L / ol Kr— y) (ol — g131) — () h(r — gy )dndr

X/,gl z11(x + g151) K" (s1)dsyw(t)dt

m—x

,j 201 (% + grun) K (u1)duy /E,g: z11(x + g1v1) K" (v1)dviw(m)dmyp (z)dx
g1 91

1222( )

Como es obvio, el mismo orden es vilido para @ Los restantes términos de (2.128) pueden

acotarse directamente. Sirva de ilustracion el caso de Ql 222(g)).

Q4222 (g < %HKHOOHK”HOO/;O </;|22(r)ydr>2w(t)dt/j [ lewans ) dudim,

luego
Q§7272,2(gl> _ 0(9;5)’

ya que de las condiciones (H.1) y (W.1) se deduce la integrabilidad de [3° ( fs, |z2(r ]dr) w(t)dt y

f o f o | 291 (u (m)| dudm. El mismo orden es evidentemente valido para los términos restantes de
(2.128). Por tanto teniendo nuevamente en cuenta que

E [ /:’ / ea(P) K (r — Th) (81 — p(r)) dr

t
X / 1(s) (K (5~ ) (62— p(5)) — €(5)) dsw(t)dt]
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XE[//ZQ Ky, (u—Ts) (62 — p(u)) du

< [ ) (55, (0 = ) (62 = pl0) — () durw(m)dm
= T1231(91)11232(91)
y los resultados (2.84) y (2.85),
Q"**%(g1) = O(g7°) — O(41)O(g1 %) = O(g; ). (2.129)

Respecto a Q*12(g;), se empieza por el estudio de la esperanza

[// For(r = T1) (81 — plr)) dr

x / () (K (5 — Tp) (62 — p(s)) — C(5)) dsw(t)dt

/ / Ty) (61 — p(u)) du

8
= ) Q" (q) (2.130)
i=1
donde
1212 _ ) [e’) o0 t t 2
Q (1) = 201(r)Kg, (r —x)dr [ z11(s)K, y)dsw(t)dt
0 0 g’ gl gl

X
1912 ) [e’e) o0 t t
Q7 (1) = / / / / ZQQ(’I")Kgl(T'—IE)dT’/ 211(8) K, y)dsw(t)dt
0 0 4 e’ e’

[ee) oo oo t t
o) = [ o= [ e - piseo
0 0 ! ! 5
X o(y)(x)dzdy,

Qi’z’l’z(gl) = / / / /zQQ Ky (r—=z dr/ z12(8) K y)dsw(t)dt
0 0 e’

P(y)d(z)dxdy,

X
[e%e} e’} 0 t
o) = 2 [T 7[Ry ajar
0 0 e’ e’

x / ()K" (s — ) (0(y) — pls)) dsw(t)dt

8/
[e.9] m

/ , 201 () Kg, (u — x)duc,(m)dmh(y)y(z)dydz,

1219 o] o] 00 t
o) = 2 [T [ e ajar
0 0 € e’

/

X
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t
< [ 2163, 5 = ) (0lo) — p(s) sl
X /;o /m 2a(w) Ky (1 — ) ducv (m)dmh(y) () dyda,
(o) oo t 2
Q%’Z’m(gl) /0 (/a, /6, 201 (1) Kg, (r — :E)drozw(t)dt> Y(x)dz,

01212(g) — /O °° ( /;o /;222(7“)Kgl(r—a:)draw(t)dt>2¢(a:)dx.

r—la: =T,
ST_IQ = S1. ASf,
s 2
QM (g) = / / (/ / 221 $+917’1)K(7‘1)d7’1/i1 le(y+9151)K"(31)d31w(t)dt>
xtp(y)y(x)dwdy
= (gl )7

orden que es evidentemente también vilido para los términos Q3’2’1’2(gl),i = 2,3,4. No es dificil
acotar directamente los términos restantes de (2.130). Por ejemplo,

0o t 2 0o rm
‘Ql 2,1,2(91)‘ = HKHOOHK”HOO/, (// !221(7“)]dr> w(t)dt/, // |221 (w) vy (m)| dudm,

de donde,
Q5> (1) = Olg1 ™), (2.131)

ya que de las condiciones (H.1) y (W.1) se deduce la integrabilidad de [5° ( fg, |21 (7 |dr> w(t)dt

y 2 [ [z (w)ex ( )| dudm. El mismo procedimiento permite obtener los érdenes O(g;”) para

6" *(91) ¥ Olg1?) tanto para Q7***(g1) como para Qg™**(g1).
Teniendo en cuenta que, como se probé en (2.84),

E [ /j / ea(P) K (r — Th) (81 — p(r)) dr

< [ 106 (55 = T 62— ) — ) sy

[/a / 22(u)Kg, (u = T1) (61 — p(u)) du

< [T a0 (k50— ) (62—p<v>>—<<v>>de<m>dm]
= la31(91)? = O(g})

se tiene finalmente

Q1,2,1,2(gl) — 0(91—5)
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Anslogamente, para Q*11(g1) se aborda en primer lugar la esperanza

E ;o [ 2a(r) K = T2) 81 =0
. / 2a(s) (K (s — Ta) (61 — p(s)) — C(s)) dsuw(t)dr

X

" 22 (W) Koy (u = Th) (81— plu)) du

&J

X /m z1(v) (Ky, (v —T1) (61 — p(v)) — ¢(v)) de(m)dm]

=1
donde se ha definido
0o oo gt t 2
Qi (g = / </ /221( dr/ 211(8) Ky, (s — x)dsw(t )dt) V(x)d,
0 14 el
o) o) t t 2
QLM(g) = / < 299(r) K, dr/ 212(8) K, (s — x)dsw(t )dt) o(z)dx,
0 el el
o) o) t
Q:l,)’l’l’l(gl) = 4 /zgl(r)Kgl(r—x)draw(t)dt
0 el e’

x / h / " (WK, (4 — 2)du /m 1)K (v — 2)dvw(m)dmap(z)de
QyihHg) = 4 /0 h / h / t 200 () Ky, (1 — ) drov, (t)dt

< / h / " (W) Ky, (1 — 2)du / " ()K" (v — 2)dvw(m)dm (z)de
Q" g) = 4/000

") = 4

/:o /Et 201(r) Ky, (r — :E)dmw(t)dt>2 b(@)de,

/:O /: 200(1) K g, (r — x)draw(t)dt>2 o(z)da.

t—x t—x 2
1 & * [T 91
1,1,1,1 1 1
Qrtta) = 5 / /, zo1(x + g17m1) K (r1)dry /, z11(x + g151) K" (s1)dsyw(t)dt
gl 0 e’ sg;z sg;z
x(z)dz
—4
= o(g1")
y el mismo orden se obtiene evidentemente también para L1 g1). Por otra parte, acotando direc-
2

tamente

oot oo m 2
@ o] < S IKIL L [ [ el drtawolar [ ( [ fenl ) wmyim
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y Qévlvlvl(gl) =0 (gl_ 5). Mediante el mismo procedimiento es sencillo obtener para Qi’l’l’l(gl) el
orden O (gf5) y tanto para Qé’l’l’l(gl) como para Qé’l’l’l(gl) el orden O (gf2) .
Por fin, como por (2.85),

K/OO / 22(r) Ky, (r = T1) (01 = p(r)) dr

< / 21(s) (K" (s — Th) (61 — p(s)) — C(5) dsw(t)dt]

El

< | [ [ =11 @1 = ) du
[ 210 (5,0 = 1) 01 = p(0) = () o)

!

= Tiosa(q1)? =0 (97,

se tiene

Q"M g1) =0 (977°). (2.132)

La tesis del lema es consecuencia directa de los resultados (2.127)-(2.132) y de suponer, de acuerdo
con (V.1), que ng; — co. ®

Lema 2.2.20 Bajo las condiciones de los lemas 2.2.12, 2.2.17 y 2.2.18, las covarianzas
Cov |:A\121, //1\122:| ,COU |:121\121, A\123:| Yy Cov |:121\122, //1\123:| son de orden o (n_zgf6) .

Demostracién. A partir de los resultados (2.86), (2.121) y (2.126) es inmediato comprobar que
el orden de las varianzas Var [2121} ,Var [A\lgg} y Var |:A\123] es o (n‘2gl_6).
En virtud de la desigualdad de Cauchy-Schwarz
~ . q1/2 - 11/2
’COD [A121, A122} ‘ <Var [A121} Var [A122]

y, obviamente, lo mismo es vélido para Cov [2121, 121\123] y Cov [2{122, 2123}. [ ]

En los dos siguientes lemas se considera el término Ajs.

Lema 2.2.21 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (P.2), (H.1), (W.1) y (V.1), se tiene

E {A\lg} =0 (gil) +o(ntg?) (2.133)

Var [;{13:| =o0(n2g;°) +o(n"). (2.134)

Demostraciéon. Después de algunas cancelaciones en (2.35) se obtiene la siguiente expresién para
A13a

Ay = / h / a0 (30) = o)) (B () = W) vt
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Su esperanza es

E [213} -

///—z?) (ZKglr— 5-()))

x (h( )ZK;Q (r=Tj) = h"(r)) K, (r — Tj)) Oéw(t)dfdt]

=1 =1
= 2 D o) + 2 haalen)
donde
hato) = B[ [ [ ) (o161 pr))
% (R()E" (7 — Ty) — W'(1) Ky (r — ) aw(t)drdt] , (2.135)
haton) = B[ [ [ )y -1 60 p0r)
x (h(r)Ky, (r —T1) — b"(r) Ky, (r — T1)) aw(t)drdt] : (2.136)
Ahora,

T (g1) / / / / 25(r) K, (r — 2) (p() — p(r))

(h(r)Kg, (r —y) — h"( ) Kg, (r —y)) aw(t)h(@)h(y)drdtdydz

- / / s(r / (p(x) — p(r)) h()da

/ (WK, (r — ) — K () K gy (r — ) B(y)dyv (t)drdt

- 2 I Ca(r) / K(o1) (o — g11) — p(r) hlr — grva )

X ( / K" (y1)h(r — g1y1)dyr — gih" (r / K (y2)h(r —glyz)dm)
X auy (t)drdt

donde se ha aplicado el teorema de Fubini, =2 =1y, 7”9__1@/ =y

se ha supuesto g1 < £. Haciendo desarrollos de Taylor de p(r — gix1) — p(r), h(r — g121), h(r — g191)
y h(r — g1y2) en r es 1nmed1at0 comprobar que

falen) = ol [ [ ) (307080) 5 OHE) ) (OO0 0P aultdra
(2.137)

r—r __
g1 =T

L) = / / / (p(r — g121) — p(r) h(r — gr01)
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x (h(r)K"(z1) — g%h”(r)K(a:l)) K (z1)au(t)dzidrdt
= o(9?). (2.138)

El resultado (2.133) se obtiene directamente a partir de de (2.137) y (2.138).
En cuanto a la varianza de Ajs,

[ fse (z< )

X (%i[(g’l(r - — _ZKgl T)h" (r )) aw(t)drdt]

=1

t
= —Var ZZ/ /, z3(r)Kg, (r — T3) (6; — p(r))

i=1j=1

Var [A\lg} = Var

X (h(T)K;'l (r—Tj) — h"(T’)Kg1 (r— T])) aw(t)drdt}

1 n n n n .
SO
i=1j=1k=11=1

1
= — (nRYVg1) + 2n(n — 1) (RV22(g1) + REA1 (gy)

+n(n—1) (RM12(g1) + RY*1(g1))
in ( 1)( )(R172’173(91) +R1,2,3,1(gl) _'_R1,2,2,3(gl> +R1,2,3,2(gl)))
(2.139)

donde para 1 <4, 7, k,l < n se ha definido

Rkl (g) CW{/w/3amKQW—ﬂm&—pw»

(h)K”( Ty) = (1) Ky, (r — T)) cu(t)drdt,

/ / 25(5) Ky (5 — Th) (8 — p(s))

x (h(s)Kj, (s —T1) — h"(s) Ky, (s — T})) cw(m)dsdm| .

Como RY231(g1) = RV223(gy), el estudio se limita a los términos RV>13(gy), RLV231(g1), RM232(g),
RY22%(g1), RV (g1), RV 12 (gr), RV>21(g1) y RVDY (ga).
El resultado (2.134) es consecuencia de los resultados siguientes, que se prueban en el lema 2.2.21,

B2 =0 (gl) . BP2%(g)=o(l), — R>%*(g1) =o(1),
R1,2,2,2(gl) =0 (91_ ) 7 R1,2 (91) =0 (g 2 , R1,2,1,2(gl) =0 (91—5) ’
RY221(g) = o (91—5) . RVLL1(g)) ( )

y de que, como consecuencia de la condicién (V.1), ng® — co. =

Lema 2.2.22 Bajo las mismas condiciones del lema 2.2.21, se tiene

RY13(g1) = 0 (1) , (2.140)
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RY231(g;) = o(1),
RY232(g;) = o(1),
RY222(g1) = 0 (g7°),
R1,2,1,1(91) =o (9;5) ’
RY212(g1) =0 (g7°),

R172’2’1(91) —0 (9;5)

R (g1) = O (g77°)

,271,3(

Demostracién. Empezando por el término R! g1), si se define

B ) = B[ [T [ a6 -1 - p0)
X (h(r) K (r — Tp) — h"(r) Ky, (r — T2)) o (t)drdt

X /;O /S,m 23(8)Kg, (s —T1) (61 — p(s))

X (h(s)Ky, (s — T3) — h"(s)Kg, (s — T3)) cy(m)dsdm

y se recuerda la definicién de I131(g1) dada en la demostracién del lema 2.2.20, se tiene
RV (g1) = By (g1) — D (91)*,

Tras algunos célculos,
R (1) = Ri™ P (91) + Rz (1)

donde se ha definido

vty = [T g -

2

< [T R =) = 10 o~ ) h(y)dyawu)drdt) b(@)de,

#3%) = ([T [ e -2

2

X /00 (h(r)K;'l (r—y)— h”(r)Kg1 (r— y)) h(y)dyaw(t)drdt) o(x)dz.
0

(2.141)

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)
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_ _ . ’
=1, Tg—ly = g1 y suponiendo que g1 < &,

1,2,1,3 1 e = t;_lm
Ry (1) = _4/ / / zg1(x + g1r1) K (1)
grJo \Jer Jez=

L
X <h(x +g171) / K"(y1)h(z + g1 (r1 — y1))dya

—@h (x + g171) / K(y2)h(xz+ g1 (r1 — yg))dy2> Quy (t )drldt> P(z)d.

Valiéndose de desarrollos de Taylor de h(z+g1 (r1 — y1), h(z+ g1 (r1 — y2)), h(x+g1m1) y B (z+ g171)
en x se tiene

1,2,1,3 Oo > tg__lz
Ri7 (1) = / / L_z e+ gir)K(n)

1 1
X < ) + g1l () + 291 rih” (x) + 3,917”1}1(3)(93))

( +91T1h )( )+ %9%71(4)(90) (7’%"'#1()
L
ot [ y1>5h<5><01>dy1>

o
|

; 2
+%gi}’ /_L K(y2) (r1 — 12)° h(3)(92)dy2)> aw(t)drldt> vl

1 1
)+ o) + 5t (o) + gratr )

h(z) + girih’(z) + glh"( ) (1} + i)

donde 601, 05,03 y 64 son puntos intermedios entre x y x+¢1 (r1 —y1),zy x+g1 (r1 —y2) ,x y £+ 9171
y ¢y x + g171, respectivamente. Por tanto, teniendo en consideracién que

fi;L K(y1) (r1 —y1) dyr = 11, f_iL K(y1) (r1 —y1)* dyr = r} + pg,
f_LL K"(y1) (r1 = y1) dyr = 0, f_LL K"(y1) (r1 —yn)* dyy = 2,
JE K (1) (re— )P dyr = 6r1, [ K7 (1) (r1 — 1) dyy = 12 (r3 + )

se tiene

3112’1’3(91) = 914MK/ (/ / z31(x 4+ g171) K (r1) o (t )drldt>

X (h(4)(x)h( ) —h"(x) ) W (@)dx + o(g)
= O(g%).

Un razonamiento similar permite obtener

R (01) = 0 (g1)
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y como, por (2.137), Ii31(g1) = O (gi), se tiene que se verifica el resultado (2.140). Respecto a
RY231(g1), si se procede como en la demostracién del lema anterior definiendo

B2 ) = B[ [T [ a6 -1 - 00)
X (h(r)Kg1 (r—"T,) — h”(r)Kg1 (r— Tg)) Qv (t)drdt

« /°° / m 23(5) Ky (5 — T5) (85 — p(s))

X (h(s)Ky, (s —T1) — h"(s)Kg, (s — T1)) cwy(m)dsdm | ,

se tiene

0o 00 t
R = [ ] a0kt =0 6 -0)

X /Ooo (h(r)Kg, (r —y) = h"(r) Kg, (r — y)) h(y)dyon, (t)drdt

) [ Kt =0 (0) = pls)) By

x (h(s)Ky (s —x) — h"(s)Kg (s — x)) aw(m)h(x)dsdmdm.

Ahora,

Con el cambio de variable === g =7, # Y1, 2 91 = w1 y tomando g1 < L,

S1, 91

Ry (g1) = gl/ / /_ (z + g1r1) K (r1) (p(x) — p(@ + g171))

X <h(:r: +g171) / K" (y1)h(z 4 g1 (11 — y1))di

—@H (x + gir) / K(ya)h(e + g1 (1 y2>>dy2) (1) drdt

/ K(uy) (p(z + g1 (s1 —u1)) — p(x + g151))

Xh(él‘ + 01 (31 —u1))duy (h(z + gis1) K" (s1) — gih" (x + g151) K (51))
Xy (m)h(x)dsidmdz.

Si, como en la demostracién del lema previo, el factor

L L
Wz + i) / K"(y)h(z + g1 (r — y)dys — 621" (z + i) / K(y)h(z + g1 (1 — y2))dys
—L —L

se analiza mediante desarrollos de Taylor, se tiene

t—x
1 oo o0 —_—

RPMo) = i [ [ L7 s ) Ko 0@ - ple -+ am)
€ Al
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x <h<4> (2)h(z) — h"(m)2> a(t)dridt

m—x

g1 L
/ / 23(s) / K)o+ 91 (51 - 1)~ o+ 1)

Xh JZ + g1 (81 — ul))dul (h(l’ + glsl)K"(sl) — g%h"(ac + glsl)K(sl))
X oy (m)h(x)dsidmdz + o(1)

= o(1)

y se obtiene el resultado (2.141) con sélo recordar que I131(g1) = O (g7).
Pasando a RY232(gy), se define

RI232(g)) = U / 23(r) Koy (r — T1) (61 — p(r))
()K" (5 — Ta) — " (1) Ky ( — T)) o ()t

x/a, / 23(8) Ky, (5 — T5) (83 — p(s))

x (h(s)Ky, (s — Ta) — h"(s)Kg, (s — T2)) aw(m)dsdm | ,

de modo que

RY2%2(g1) = Ry**(g1) — L1 (91)°.

En cuanto a R1’2’3 2(q1),

B2 = [T [at) [ K= 6 -0 by
2
x (h(r) K, (r —x) — h"(r)Kg, (r — x)) aw(t)drdt> h(z)dz.

. . —_ — /
Con el cambio de variable % =y, 7"712 =1y para g1 < <,

1,2,3,2 1 [ o
Y ol o St
g1 Jo gl Egzz

x / K ) (o -+ gr(r =) = plo -+ 0171)) A +a(rs = 30))

2
x (h(z 4+ g1m1) K" (r1) — gih" (z + g1m1) K (r1)) aw(t)drldt) h(z)dz.

Mediante desarrollos de Taylor de p (z + gi1(r1 —v1)),p(z + ¢g171) y h(x + g1(r1 — y1)) en x se tiene
tras algunos célculos

R (0) = [ ( /L [ e s m) (57" @) + 7@ @)

2
x (h(z + g1m1) K" (r1) — ah (x + gir1)K(r1)) ozw(t)drldt> h(z)dz + o(1)
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= o(1)

y para obtener el resultado (2.142) basta con tener en cuenta que I131(g1) = O (g7) -
El término RY*22(gy) se analiza de modo similar. Definiendo

oot
A2 = B[ [0k 610

X (h(r) Ky, (r — Ta) — h"(r) Ky, (r — Ty)) cu(t)drdt

y /°° / " 25 (s — 1) (82— ()

x(h(s)Kgl(s Ty) — h"(s) gl(S—Tg)) w(m)dsdm

y recordando la definicién de I132(g1) dada en (2.136), se tiene

RY2%(g1) = Ry **(g1) — L1 (g1) Tna2(gn)-

Ahora,
B2, / [ 7 [ st =) o) -0
(h(r)Ky (r—y) — h”( ) Ky, (1 — y)) () h(z)drdtde
/ [ 4615 =) () — (5
(h(s)Kg (s —y) — h"(s)Kg, (5 — y)) aw(m)h(y)dsdmdy.
Efectuando el cambio de variable =¥ = i, 28 = gy S8 =,

R0 = / /J / / / / 23y + ) K — 21) (p(y + 101) — ply + g1r1))

x (h(y + ngl)K"(Tl) — gih” (Z/ + 9111) K (1)) (1) h(y + g11)
xz3(y + g151) K (s1) (p(y) — p(y + g151))
x (h(y + g151) K" (s1) — gTh" (y + g151) K (51)) cw(m)h(y)dsidmdridtdardy

= o(9”)

y se obtiene el resultado (2.143) teniendo en cuenta que, segiin (2.137) y (2.138), I131(g1) = O(g}) v

-3
Ii32(g1) = o(g1 ).
En cuanto a R¥?11(g1), como en la demostracién de los resultados precedentes, se comienza por

definir

(VKT (7 T2) = K (), ) ()

//23 Kg, (s —T1) (61 — p(s))

x (h(s)K! (s = T0) — B"()Kgy (s — T1)) cvu(m)dsdm
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de modo que
RY2MY(g1) = Ry*Y Y (91) — Lisi(g1) Tas2(g1).-
Tras algunos cédlculos, se obtiene
R 1) = R 00 + R (0

donde se han definido
By = 77 [k

<[ G (=) = W) K7 = ) B s

/L /fzﬂ(s)Kgl(s—w (h(3) K (s — ) — () Ky (5 — 2)) cngom) (o)
w0 = [ [ )

<[ KR =) = W0 Ky = ) By ()

« / /oo / 230(8) Ky (5 — ) (R(S)K (5 — ) — B"(8)K gy (5 — 1)) ey (1) dsdmed () de

r—r __ y—z _ s—x _
T 1, g1 Y1, 91 S1,

1,2,1,1 1 = = t;_lz
R = 5 [T [T L e sy
91 Jo e 69712

X /_I (h(x + gir) K" (r1 — y1) — gih" (r) K (r1 — y1)) bz + giy1 ) dyrcu, (t)dridt

g—x
,_: z31(z + g151) K (s1)
To1

x (h(z + g151)K" (s1) — g1 h" (z + g151) K (51)) o (m)dsydmi)(z)da

= o(91),

pues, en efecto,
1,2,1,1 ol L
hm 91R11’ (1) = / K(r / K"(r1 —yl)dyldh/ K(s1)K"(s1)ds1
L
< [ APz @@l da
6/
= 0.
El mismo procedimiento permite obtener

Ry (g1) = o0 (01”).

Se obtiene el resultado (2.144) directamente a partir de estos resultados y recordando ademds que
Lisi(g1) = O (1) v Liz2(g1) = 0 (97°) -
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Respecto a RY212(gy), definiendo

R = [/ [ 200K =) 61 - ()
({1 K T5) = (1), — T3) et

//23 Kg,(s —T1) (61 — p(s))

x (h(s)K, (s — Ta) — B (s) Ky, (s — T3)) awp(m)dsdm |

se tiene

RY12(g1) = Ry*M(g1) — Tz (91)°.
Ahora,

Ry* M (1) = Byt (90) + Riy (1)

donde se define

v = [T T[T [ amme-o

2
% (h(r)K", (r — ) — K(r) Ky (r — 1)) aw<t>drdt) $(@)h(y)dady,
Rl 2,1,2 / / </ / 2o (1) Ky, (7 — )
2
X (h(r)K;'1 (r—y) —h'(r Ky (r—y)) aw(t)drdt) h(z)h(y)dzdy.

Con el cambio de variable =% g =7y, yg—l"” =1,

ha,l,z / / (/ /91 zz1(x + g1m1) K (r1)

2
X (h(ib’ + ng‘l)K”(Tl — yl) — g%h”(l‘ + ng‘l)K(T‘l — yl)) Oéw(t)drldt)
xY(x)h(x + g1y1)dyrde

12,12
(

Anslogamente, con este mismo procedimiento aplicado al término R1 g1) se obtiene

Ry (1) = 0 (97°).

Se llega a (2.145) teniendo en cuenta estos resultados y que, segtin (2.137), I131(g1) = O (g1) -
Pasando al término RY2%1(gy), se define

RE221(g, [/ [ 250 =70 61~ 900

h(r) Ky, (r — Ta) — h"(r) Kg, (r — Tz)) cu(t)drdt
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<[ K (s = ) 62 = 509

x (h(s)Kg, (s —T1) — h"(s)Kg, (s — T1)) aw(m)dsd>] ,
de modo que

RY?2(g1) = Ri’m’l(gl) — Iz (g1)*.

Se tiene
A / / / / 23(r) Ky, (r — z) (p(x) — p(r))
() K, (r = ) = h"( VKgy (r = y)) aw(t)drdt
/el / z3(s)Kg, (s — ) (p(y) — p(s))
x (h(s)K}, (s — x) = B"(8)Kg, (s — 1)) c(m)dsdmh(x) h(y)dzdy
Ly By o
e = % /000 /;—? /;o ﬂ; z3(x + g1m1) K (1) (p(z) — p(x + g171))

(h(x + glrl)K”(rl — ) — @ (x + gir) K (r — yl)) Qu (t)drdt

(x + g151) K (51 — v1) (p(z + g1y1) — p(x + g151))

(h(iﬂ + 9181)K (s1) = gih" (x + g151) K (1)) aw(m)dsidmh(z)h(z + giy1)dyi da
= o0 (9;5) .

Teniendo en cuenta nuevamente que I131(g1) = O (g‘ll), se obtiene el resultado (2.146).
Finalmente, en cuanto a R»11(gy) se define

R = | [ [ 240 = 13) 61 =)

x (h(r)Ky (r = T1) — K" (r)Kg, (r — T1)) cw(t)drdt

<[ oKt = 1) 61 = p(s)

x (h(s)Ky, (s —T1) — h"(s)Kg, (s — T1)) ay(m)dsdm | .

Asi

Ri’l’l’l(gl) se puede acotar directamente,

2
2 _
R )| < SR <gl6||K"Hio (7 [ tatmantoiara)
1
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+gi% K12 (/Oo /t |25 ()R (r) o (1) drdt)2>

y, como [° fat, |z3(r)h(r) o (t)| drdt y [5° fat, |23(r)R (1) (t)| drdt son integrables
Ry g) = 0 (97%) -

Se obtiene asi el resultado (2.147), ya que, de acuerdo con (2.138), I132(g1) = 0 (gf3). [
En el siguiente lema se da el orden de C'ov [A\u, 1&3} ,Cov [gn, 121\12:| y Cov [A\n, 213}.

Lema 2.2.23 Bajo las mismas condiciones del lema 2.2.2, se tiene

Cov [gn, ;{\12} =0 (n_zgl_ﬁ) , (2.148)

Cov [2111, 213} =0 (n*2gl_6) (2.149)
)

Cov [A\lg, 21\13} =o0 (n72gl_6) ) (2.150)

Demostracién. Segtin los lemas 2.2.2, 2.2.8 y 2.2.21 las varianzas Var {EH} ,Var [A\lg} y

Var {213} tienen respectivamente érdenes O(n~1), 0 (n_ngG) y o (n_ngE’) +o0 (n_l) . Bajo la condi-
ci6n (V.1),

Var {A\H} B Var {A\H]

ng§ = 0(1)o(1) = o(1)

n_2gl_6 - pl
y, andlogamente,
Var [A\l?)} Var [1&3} ”_291_5 4+l Var {213] .
Tn2g% = +n
n—2g;6 n_29f5 4+l n_29f6 n_2gf5 + -l (gl gl)

= o(1)o(1) = o(1),

es decir, tanto Var gn como Var [ﬁlg} son de orden o (n‘zgl_G). Por tanto, en virtud de la

desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene

)C’ov :/Aln, 121\12] ‘ <Var [A\n} 2 Var {;{12} V2 =o0 (n_2gf6) ,

~ }1/2

)C’ov :211, A\lg] ‘ < Var [AH }1/2

Var [213

Cov | Ara, Asz|| < Var | A e Var | Az v o(n2g;°
[Cov | A1z, Aua]| < Var [ 4] )

y, por tanto, los resultados (2.148), (2.149) y (2.150). =
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Lema 2.2.24 Bajo las condiciones del lema 2.2.2, se liene
Ay~ A=0p (gt +n1g7?). (2.151)

Demostracién. De la definicién (2.37), A = A+ EH + A\lg + 213. De los lemas 2.2.2, 2.2.8,
2.2.21 y 2.2.23 es inmediato concluir que

E [ﬁl - A} =g + 7% +0 (g8 + 0 (n g7 (2.152)
1

Var {gl - A} =0 ") +o(n” 291_6) (2.153)

donde se define

oot
a = %“K/E /51—;1{@(p<4><r>h<r>+4p<3><r>h'<r)+5p"<r>h"<r>

+4p' (r)h3) (1) — 2p’(r)h(7’)_1h'(r)h"(r)) v (t)drdt, (2.154)
1 > (1 = p(=)) p(z)h(z)w(z)
Cg = ZCK//E (1 — H((L‘))2 dx. (2.155)

La desigualdad de Tchebychev permite obtener directamente la acotacién en probabilidad del resultado
(2.151). m N
Noétese que los términos Aq1, A12 v A13 de Ap se caracterizan por tener a lo sumo dos factores del

tipo (ﬁ(i) — h(i)> , (@(j) — @Z)(j)> ,i,7 = 0,1,2. Por otra parte, en las expresiones que constituyen el
término Ay de la representacién (2.37) aparecen al menos tres factores del tipo (p — p), (/ﬁ(i) - h(i))
0 @(j) — ) ,i,j=0,1,2

A continuacién, se tratard de establecer la despreciabilidad de 214 respecto a Ay — A, demostrando
su acotacién en probabilidad a una tasa més rapida que la dada en el lema 2.151. Para ello se empleard

la generalizacién de los teoremas 1.2.1-1.2.3 dada en las observaciones 1.2.1 y 1.2.2.
Se considera la siguiente representacién de Ay4, obtenida a partir de (2.36),

g14 = j141 + 2142 + fA1143 (2.156)

donde se ha definido

Aw = 5[ / / 21(r) (") = () = p(r) (W (1) (1))

xz1(s)(p(s) — ())(h”() R (s))w(t)drdsdt

1 7 ([ 2060 - s - h"(r))dr)2w<t>dt, (2:57)
A = / / / ar) (@) = 0"() = pr) B ()~ () )

X 29(s $))(h(s) — h(s))w(t)drdsdt

1 / / / 22(r) (B0) = 9() = pr) () = h(7)))
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xz1(s — p(s))(R"(s) — K" (s))w(t)drdsdt
/ / 21 (1) @) — p(r)(h(r) — R () — B (1)) v ()drdt

/ / / (M) E(r) = p(r) (B (r) — K (1))

% 23(8)(B(s) — p(3)) (h(s) — h(s))w(t)drdsdt, (2.158)

Aw = 17 ( / ) 30) ~ ) () ~ h(r))dr)2w<t>dt

+/:o 2(r) (B(r) = p(r)(h(r) = h(r)*a(tyw(t)drdt. (2.159)

/ El
Lema 2.2.25 Bajo las condiciones del lema 2.2.2, se tiene

A1y =op (n_lgfg) .

Demostracién. Como se hizo notar més arriba las expresiones que constituyen los términos de
la representacién (2.156) de A4 se caracterizan por la presencia de tres 6 cuatro factores del tipo

(}L\(i) - h(i)) , (;b(j) - w(j)> o(—p), conij=0,12 Lalinea general de la demostracién consiste
en aplicar a dichos términos la extensién de los teoremas 1.2.1-1.2.3 dada en las observaciones 1.2.1
y 1.2.2. En caso de que el orden maximo de las derivadas de (h — h) o <w — Q,Z)) presentes en un

término sea mayor de 1, deberd ser rebajado previamente mediante integracién por partes.
Procediendo asi con el primer sumando de Aj41 en (2.157), descémponiendolo en suma de dos y
haciendo en el primero de ellos

z1(r) = uy, @”(T‘) — " (r)dr = duy,
h"(s) — h"(s)ds = dvy

y en el segundo

212(r) = g, E”(r) — W' (r)dr = duv,
21(8)(p(s) — p(s)) = ug, h"(s) — h'"(s)ds = dvs,

se tiene
oo t t 1 R
5 [ [ a0 (@)= v - o) - 1)

xz1(5)(P(s) — p(s)) (W (s) = b (s))w(t)drdsd
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- [ GO~ o) + 516 6) ~ (6D) (Ge) — W) ) e, (2160

En cuanto al segundo sumando de Aj4; en (2.157), una simple comparacién con el primero permite
escribir

i/:o (/; 21 (r)(P(r) = p(r)) (R (r) — h,/(r))dr)2 i
= 1 [T (60 - e - o)

t N 2
—// (1) () = p(r)) + 21(r) (@ (r) = ' (r))) (' (r) — h'(r))dr) w(t)dt.  (2.161)

Considerando simultdneamente las expresiones (2.160) y (2.161) es inmediato obtener, de acuerdo con
las observaciones 1.2.1 y 1.2.2,

R 1/2 3/2
Ay = Op (n_l/Qg?/Q <log 9_11) b 3/2g92 (log g_11> )
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y, por la hipétesis (V.1),

N B 1\3/2
A1 =Op <7~L3/2g1 9/2 <10g E) ) : (2.162)

Procediendo igual con la expresién (2.158) correspondiente a 2142, se tiene
A = = [ (a0 (@0 - v0) - s F0) - W)
t - R
- [ (AOE ) =0 0) = o) E0) - K ) dr)

X/a 22(5) (P(s) — p(s)) (h(s) — h(s))dsw(t)dt

!

y teniendo en cuenta nuevamente las observaciones 1.2.1 y 1.2.2 y la hipdétesis (V.1), se tiene

R 3/2
A2 = Op (n_lgfl (log g_ll> + n_?’/zgl_?/2 <log g_l1> ) ) (2.163)

Por dltimo, para la expresién (2.159) correspondiente al término 1&43, aplicando directamente las
observaciones 1.2.1 y 1.2.2 y la hipétesis (V.1),

N o 1\ /2 4o 1\3/2
A3 = Op n_l/zgl/ (log —> +n3 g0 / <Iog —> . (2.164)
g1 g1
Reuniendo los resultados (2.162), (2.163), (2.164) y aplicando la hipétesis (V.1) se concluye que
R 132
A14 = OP (n_3/291—9/2 (log g_> ) . (2165)
1

La tesis del lema se desprende de (2.165) como consecuencia directa de la hipdtesis (V.1). m
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Teorema 2.2.1 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (P.2), (H.1), (W.1) y (V.1), se tiene
MSE (Kl) = AMSE (Kl) +0(g) +o(ngr") +0(n%g;%)
donde
~ Cy \ 2
AMSE (A1) = (clg% + —1)
Por tanto, la ventana que minimiza el AMSE (Zl> es

C
GLAMSE = —T75 (2.166)

donde

1/5
—&) , siC1 <0

1/5
()", sici>0
y C1 y Ca se definieron en (2.154) y (2.155), respectivamente.

Demostracién. De las expresiones (2.152) y (2.153) para la esperanza y la varianza de A —A—
dadas en la demostracién del lema 2.2.24— es inmediato deducir su error cuadrético medio, expresado
en funcién de g1,

2
AME@Q=<Qﬁ+%Q-Hﬂﬁwww*m5+df%f)
1

El valor de g1 que minimiza el error cuadritico medio es, salvo términos de orden despreciable, el
que minimiza su parte dominante. Puesto que Cy > 0, deben considerarse a la hora de hallar dicho
minimo dos casos distintos, segun cuél sea el signo de C; (el caso particular C7 = 0, que conlleva
un estudio més fino del orden del sesgo y la varianza, no se considera). Asi, si C; < 0 el minimo se
alcanza cuando C1g? + Can~tgy 3 =0, es decir, para

0y \ /5
91:<—m) )

mientras que si C; > 0 el minimo se alcanza en el punto en que se anula la derivada respecto a g; de

Chg3 + C’gn_lgl_s, es decir, en
30, \ /5
0= (32)

con lo que queda probada la tesis del teorema. m
A continuacién, se estudia el estimador de @) propuesto en (2.18),

5 — Ly~PT) (1 = p(T) w(T3)
= .
02 (- o)+ 3)

Se necesitardn en lo sucesivo las siguientes definiciones

zg = (1— H)_2 w, 241 = 2ah ™2, 2o = zah 71,
25 = (1 — H)_2 (1 — 2p) w, 251 = Z5h71, 259 = Z5h72.
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Lema 2.2.26 Bajo las condiciones (K.1), (H.1), (W.1) y (V.2), se tiene
Q=Q1+op (@1) (2.167)

donde

Demostracién. ) puede representarse como

@ = @1 + @2
donde se ha definido
5 1L GD(T) (1= p(T) w(Ty) 1-H(T)?
Qs = nz; G HT) ((1 )+ 1) 1) : (2.168)

Ahora,

n

5, — L p(Ti) (1 = p(T3)) w(Ty) (1Y
Q2 = n;(l_H(ﬂ))Q(l—Hn(ﬂ)+%)2 ((1 H(Tz)) <1 Hn(Tz)+ ))

_ 1 Z P(T;) (1 — p(Ty)) w(T;)
= (1 - H(T))* (1 - H(T,) — (Hu(Ty) — H(T3) + 1)°

n

n n

1 1
() = () - 3 ) (2= B - D)+ )
y como por (W.1) el soporte de la funcién de peso, w, es (¢/, %),

~PT) w(T)
)? (L - H(T})

Existen ng € Ny § > 0 tales que para todo n > ng y t > &' se verifica que ‘% — H(t)} > 0y, por
consiguiente,

=3 (o, 0 - o1+ 5) Zluﬁ_(?((;

e'<t<tg

@] < 5 (s 10— HO+ 1) @

e'<t<tg

Teniendo ahora en cuenta el resultado bien conocido para procesos empiricos,

sup [Ha(t) ~ H(t)| = O (n™2).

el <t<to

es inmediato concluir que
Q2 =Op (n71/2@1> =op (@1) ) (2.169)

lo que prueba el resultado (2.167). =
En cuanto a ()1, la descomposicién

pP(L—p)=pA-p)+@—p)(1—2p)— (H—p)°
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permite escribir

Qi = > p(T) (1= p(T) 4T + -5 (B(T) — p(T2) 25(T)
i=1 =1
ST~ p(T) (T (2.70)
i=1

Expresando la diferencia p — p en funcién de las funciones v, h y de sus correspondientes estimadores

vyh

~ ~

ﬁ_p:d}—hph_(ﬁ—l?)(h—h)’ (2.171)

>

pueden linealizarse los dos tltimos sumandos de (2.170)

S GT) — pT) #5(T) = =S (BT — pTIR(T)) (7))
=1 =1
=3 BT~ p(T) (T — h(T)en(T) (2172
=1

y
SSOT) - pT)P () = =S @T) — pTIRT) 2 (T))
=1 =1
=23 @(T) ~ pTR(T)) (BT - p(T)
=1
x(W(T3) — h(T3))za1 (T3)
F2 32 (BT) — ()P (BT — h(T)Pen (T, (2173)
=1

Repitiendo este procedimiento para el segundo sumando de (2.172) con el fin de obtener un término
linealizado con dos factores del tipo (@ - pﬁ) 6 (ﬁ - h) , del tipo del primer sumando de (2.173),

%2; (L) = () () = WEN)z0(B) = 23 O ~ PR TS — () ()
—%_ (BUT3) — p(T3)) (R(T:) — h(T:))P250(T3).
Definiendo ahora _
Qu = $3 0 (1) 5 (T
Qo = L3 (T) ~ pTRT) 0 (T)
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i=1
25 @) — TR (TS — p(T2) (T — (T 200 ()
3BT~ p(T))R (BT ~ BT (T, 2174)

se obtiene la representacion
Q1 — Q=01 — Q@+ Q2+ Q13 + Qua,

0, méds compactamente, definiendo ()1 = Q1 — Q14,

Q1-Q=0Q1-Q+Qu. (2.175)
Lema 2.2.27 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (W.1) y (V.2), se tiene
ElQu]=Q

Var[Qu] = % (/Ooo p(x)? (1 —p(x))2 z4(x)?h(z)dx — Q2> )

Demostracién. Como por definicién ¢ = (1 — H )72 p (1 —p) h, es evidente que

ElQu] = Elp(T1) (1 - p(T1)) 24(T1)] = /OOO q(z)w(z)dr = Q

y, por otra parte,

VarlQul = ~Var[p(Ty) (1 - p(Ty)) 24(T1)]

_ 1 (/OOO p(@)? (1 = p(x))? 2a(2)2h(x)dz — Q2) .

n

Lema 2.2.28 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (P.2), (H.1), (W.1) y (V.2), se tiene

~

E [le} = g3l /:o 25() <p’(:c)h’(x) + %p”(m)h(w)) dz+0(g3) +O (n"'g3) (2.176)

Var [@12] = % / N p(z) (1 — p(x)) 25(2)*h(z)dx + O (n1g3) + O (n"2g3 ") . (2.177)
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Demostracion. Se tiene

- %ZZE(K@ (T; = Ty) (p(T3) — p(T1)) 251(T))
_ n(nn2 1) E(Kg(T1 — Tp) (p(To) — p(Th)) 251(Th)),

luego

B Q] =02 [T [ Kante =) 0o) — p(o) s ()b

donde se ha tenido en cuenta que w, y por tanto también z5;, se anulan para valores de x menores
que €. Si se define

o) = [ [ Kol =) (o) = ple) 2 @) @)y (2,179

con el cambio de variable xg;Zy =y y para gs < ‘%,

oo pL
aton) = [ [ B (0) (0o — gan) = (o) Wo - ga)ss ()

Mediante sendos desarrollos de Taylor de (p(x — gay1) — p(x)) v h(x — g2y1) en x es facil comprobar
que

[o.°]

() (p'<x>h'<x> n 1p”<:c>h<x>) de + 0 (g2).

Lia(g2) = QSMK/ 5

El

de donde, teniendo en cuenta (P.2), se deduce directamente el resultado (2.176).
La varianza de Q12 es

Var (@] = 33" Cov [@(T) - pTR(T)251(T), (IAT;) — p(T)(T})) 251 (T)

i=1j=1
1 n n 1 n
= 52> Cov | =Y Kg(Ti = Ti) (6 — p(T1)) z51(T2),
i=1j=1 k=1
1 n
~ Ko (T; = ) (61— p(Ty)) z51(T5)
=1

] e
= 3D D D> > Mg
i=1j=1k=11=1
1
= (nM 11 (go) 4 2n(n — 1) (MY222(go) + M2 (g))
1) (M1’1’2’2(g2) + M1,2,2,1(g2))

+n(n —
(= 1)(n = 2) (MH233(g) + M35 ()
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FMI223(gy) 4 M2 (g5))) (2.179)
donde para 1 < 1,7, k,l <n se ha definido
M"Y (go) = Cov [Ky, (T; = Ti,) (61, — p(Ty)) 251(Th), Koo (Ty — Th) (81 = p(T})) 251(T5)] -

El resultado es consecuencia directa del lema siguiente —donde se estudian los 6rdenes de las co-
varianzas M»#(gy)— v de la hipétesis (V.2). m

Lema 2.2.29 Bajo las mismas condiciones del lema 2.2.28, se tiene

MU (g) = O (057) (2:180)
M1222(00) = 0 (457). (2181
MI121(gy) = 0, (2.182)
MM22(g2) = O (g5 7). (2.183)
M2 (g) = 0 (55") (2184)
M28g0) = [ p(s) (1= ple) 5(6)7h(s)ds + O (a3). (2.185)
M3 (gy) = 0(62) | (2.186)
MI223(0) = o () (2,187
Yy
ME23(g5) = O (¢4 . (2.188)

Demostracién. Empezando por M111:1(gy)

MWl(g) = E [K92(0)2 (61 — p(T1))? 251(T1)2} — (E[Kg4(0) (61 —p(T1)) z51(Th)))°
= F {KgQ (0)% (61 — p(T1))? 251(T1)2}

— g_ng(O) /aloop(x) (1 —p(g;)) Z51(~73)2h(x)d;1;,

obteniéndose el resultado (2.180).
Respecto a M1222(gy),

MY322(g2) = Kgy(0)E [Kgy (T1 — T2) (62 — p(T1)) 251(T1) (82 — p(T)) 251 (T2)]
—E[Kg,(Th — T2) (62 — p(T1)) 251(T1)] E [Kg,(0) (61 — p(T1)) 251(11)]
= Kg,(0)E[Kg,(T1 — T2) (62 — p(T1)) z51(T1) (62 — p(T2)) z51(12)] -
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Por tanto,

M22g) = k() [ [ Koalo = 0)p(o) (1= ) 23 0) s ()bl

= —KO) [ [ 7 Kp(e - gam) (1= pla = ) 5(a)z5(0 — g
1 o

= 20 / p(x) (1 = p(x)) 25(x) dz + 0 (g5 )

donde se ha efectuado el cambio de variable % = y1. Se obtiene, por tanto, el resultado (2.181).

12,1

En cuanto a M* 92), es facil verificar el resultado (2.182). En efecto,

MY gy) = E[Kg(T1 — To) K, (0) (82 — p(T1)) (61 — p(T1)) z51(T1)?]
—E[Ky,(Th — T2) (62 — p(T1)) 251(T1)] B [Kg,(0) (61 — p(T1)) 251(T1)]
= 0.

Siguiendo con M1H1:22(gq),

MY (gy) = E | Ky (T1 — Ty)? (82 — p(T1))? 251 (T1)2] — (B [Kg(Ty — Ty) (82 — p(Th)) 251(T1)])? -

Definiendo
MY (g2) = B [Kgp (T = To)? (62 = p(T1))* 251 (T1)?]

se tiene
M2 (gy) = //oo /Ooo Ky, (x —y)? (p(y) (1 — 2p(x)) + p(2)?) 251 (x)*h(y)h(x)dyda
- glz/;o /_i K()? (p(z — g2y1) (1 — 2p(2)) + p(2)?) 251(2)*M(z — goyn ) h(z)dyrda
1 [ee}

L / p(x) (1 = p(x)) z5(2)%dz + 0 (95

g2

donde se ha efectuado el cambio de variable =% = y;. Como, por otra parte,
g2

E[Kg,(Ty — T2) (62 — p(T1)) 251(T1)] = T12(g2)

donde I13(g2) se definié en (2.178) y, segin se prob6 entonces,

Lia(g2) = O (g3)

se tiene

/

MU22g0) = e [ 7 ple) (1= ple) zn(oid -+ 0 (55)

y, por ende, el resultado (2.183).

Anslogamente, para M 1’2’2’1(92),

M17272,1(g2) _ M11’2’2’1(gg) B 112(92)2 — M11,2,2,1(92) -0 (951)
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donde se define

My >3 (gg) = E [Kgy(Ty — T2)? (82 — p(T1)) (61 — p(T2)) z51(T1) 251 (T2)] -
Ahora,

MP**Hgy) = — /,OO /°° Ko (x = 1) (p(y) — p(x))? 251(x) 251 (9) () o () Ay

(p(x — gayn) — p())? z5(x)25(x — gayn)dyndar

donde se ha efectuado el cambio de variable 309;2 = y1. Se obtiene, por tanto, el resultado (2.184).
En cuanto a M1233(gy),

MY233(g5) = M5 (g5) — Iia(g2)? = M (g2) — O (g3)
donde se define
MP3(g) = B (K (T3 = Ty) (8 = p(T1)) 251 (T1) K (To = To) (83 — p(T2) 251 (1)
Se tiene

M3 (gy) = / / / ng VK g, (y — 5) (p(s) (1 — p(z) — p(y)) + p(x)p(y))
X z5(x s)dsdydx

L e

(p(s) (1 - (8 + gaw1) — p(s + g2u1)) + (s + gax1)p(s + g2y1))
><Z5(s + gox1)25(s + gay1)h(s)dyrdxids

2 =y, % = g1. Se verifica que

lim M1233(g,) — / T (5) (1 — pls) 25(5)2h(s)ds.

g2—0 ’

La derivada de M11’2’3’3(g2) es

M) [T [ [ K
dgo

x (p(s) (1 - (8 + g271) — p(s + g2v1)) + p(s + ga21)p(s + g2v1))
xz5(s + ggx1)25(s + goy1)h(s)dyi1dzids

e —s
- LT () e
X ( ( )(1 — ( ) (8+92y1)) +p(€,) p(5+923/1))
xzs5 ( )25(3+92yl)h( )dyrds

o e (5)
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< (p(s) (1 - ®+gwﬂ— (") + (s + g2z1)p ()
X 25(s 4 gaw1)2zs (') h(s)dw1ds

/ / / K(x1)K(y1)¥(g2, 1, y1, 5)h(s)dyi1dx1ds

/ // /, K(x1)K(y1)Y(92, 1,91, 8)h(s)dyidzrids
0 g —s E —S8
92 92

donde se ha definido
U(ga,21,91,5) = (210 (s + g21) (p(s + g2y1) — p(5)) + 110’ (s + gay1) (p(s + g2x1) — p(s)))
X 25(5 + g2x1)25(s + g2y1)
+ (p(s) (1 = p(s + gaz1) — p(s + g2w1)) + (s + g221)p(5 + g2y1))
X (2125(s 4+ g2w1)25(s + g2u1) + y125(s + gax1)25(s + g2y1)) -

y se ha tenido en cuenta que z5 (¢/) = 0. Por tanto,

dAMy (go) e > /
g = = K(z1)K(y1)(x1 +y1)dydey | p(s)(1— p(s))zs(s)z5(s)h(s)ds
—o00 J—o0 e’
= 0.
Se tiene asf el siguiente desarrollo de Taylor de M;’ 1233 (40) en 0,

o0

M g0) = [ pls) (1) 25(5)h(s)ds + O ()

!

y, teniendo en cuenta (P.2), el resultado (2.185).
Pasando a M1231(g,),

MY23L(g5) = MI3 (g3) — Li(g2)? = MP*3(g2) — O (g8)
donde se define

M3 (go) = E[K gy (Ty — T3) (63 — p(T1)) 251(T1) K gy (To — T1) (861 — p(T2)) 251(T3)] -

Se tiene
M2 (gy) = / / / ng (0(s) — p(x)) 251(2)
XK (y >—p<y>>251<y>h<s>h< () dsdydz

:// /g2K81 p(z — gas1) — p(x)) z5(x)

—p(z — goy1)) z5(x — goy1 ) h(x — gas1)dsidyrdx

_ // /Ksl p(z — g251) — p(x)) 25(x)

x K (y1) —p(z — g2y1)) z5(x — gay1 ) h(x — gas1)ds1dyrdx

donde se ha efectuado el cambio de variable % = i, g; = 51 ¥y, en la tdltima igualdad, se ha
considerado g < &. Mediante desarrollos de Taylor de p(z — g2s1) — p(x) y h(x — g2s1) en x es facil

comprobar que

M{*¥(gy) = gzuK/ /

( (@) + 58 @h(o)) z(a)
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x K (y1) (p(x) — p(x — gann)) z5(x — gay1)dyrda + 0 (g5)
= o(g3)

obteniéndose, por tanto, el resultado (2.186).
El siguiente término es

M1223(g) = M11,2,2,3(92) ~ I1a(g2)? = M11,2,2,3(92) -0 (g%)

donde se define

M3 (g2) = B [Kg,(Ty — Th) (62 — p(T1)) 251 (T1) Ky (T2 — T3) (83 — p(T2)) 251(T2)] -

Ahora,
M2 (gy) = / / / ) (p(y) — p(a)) 251 (2) K (y — )
6/
251(y)h(5)h( )h(z)dsdydx
= / / / K(21) —p(y + g221)) 25(y + g2w1)
E__Q
xK (s ) (P(y 9281) — p(y)) 25(y) (Y + gas1)ds1drrdy
donde se ha efectuado el cambio de variable Y — g, S—;£ = s1 y se ha supuesto g < &
desarrollos de Taylor de p(y — g251) )y h(y+ g2s1) eny
M2 (gs) = gzux/ / K(21) (p(y) — p(y + g221)) 25(y + g221)
1
. (p'<y>h'<y> + 5p"<y>h<y>) a(y)derdy + o (g3)
= 0(g3)
obteniéndose el resultado (2.187).
Por fin,

MYE23(g) = MPY?P(g2) — Tia(g)? = M2 (g2) — O (g3)
donde se define

M3 (g9) = B [Kgy (Th = To) (62 — p(T1)) 251(Th)* Ky (T1 = T3) (63 — p(T1))] ,

teniéndose

M2 (g) = / / / K (& — 9)Kgn (1 — ) (ply) — p(a) (p(s) — p(a))
X z51(x)*h(s)h(y)h(z)dsdydx

— / / / K(y1)K(s1) (p(z — gay1) — p(2))

. Haciendo

p(z — g251) — p(x)) 251 () *h(x — g2s1)h(x — goy1)h(x)ds1dy1da

r—S

donde se ha efectuado el cambio de variable £=% = vy, = 51 y se ha supuesto go <

%'. Haciendo

desarrollos de Taylor de p(z — goy1) — p(x), p(T — g2s1) — p(x), h(x — g2y1) y h(x — g2s1) en z,

oo

2
(#@ @)+ 30 @A) ) 2310 (o) + 0 5)

Se obtiene asi el resultado (2.188). m

1,1,2,3
MI23(g,) = g2 /

5/
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Lema 2.2.30 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (P.2), (H.1), (W.1) y (V.2), se tiene

1

E [@13} = —5ohnk / - <p’(x)h’(x) + %p"(:ﬁ)h(x)) B (z) 251 (x)da

i [ (vm) + ;p~<x>h<x>)2 (e do

‘nigch /:opm (1= p(x) za(x)dz + 0 (g2) + o0 (n"g5")

Var [@13} =0 (n_lgg) + O (n—292—1) + 0 (n_3gz_4) .

Demostracion. Definiendo

Qun = 30T~ PR 2 B
Qua = 3 2(GE) — pEIRE)(HE) ~ (T esaT)
se obtiene la representacion
Q13 = —Q131 — Q32 (2.189)

La tesis del lema es una consecuencia inmediata de los lemas 2.2.31-2.2.35, que se enuncian a conti-
nuacién. H

Lema 2.2.31 Bajo las condiciones del lema 2.2.30, se tiene
A 4 2 o ! 1, 2
E [le] = Gallk P () (x) + 5P (@)h(z) | za2()dx
1 o 1
—|—n—920K/ p(z) (1 — p(x)) z4(z)dz + 0 (g%) +o(n oo 1) . (2.190)
€

Demostracién. En efecto,

£ = 238 | IS K- ) 6 p(0) 2K (8 T (51— (1) 2 (1)
i=1 j=1 k=1
= %ZZZE (Ko (T; = Tj)Kg (T; = Ti) (85 — p(T3)) (6 — p(T3)) 201(T;)]
i=1j=1k=1
= %11311(92) + %Imm(gﬁ + (nn_z 1)11313(92) + Wlwm(gg)
(2.191)

donde se han definido

[Kor (02 (61 = p(T1)) 20 (T)]
[Kg,(0) Ky, (T1 — T3) (61 — p(T1)) (62 — p(T1)) 241 (T1)] ,

Liz11(g2) = E
Lizi2(g2) = E
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laia(g2) = B [Kgp(Ti = T)% (82 — p(T1))” 21(T1)]
hiza(g2) = E[Kg,(Th —T2) Ky, (Th —T3) (02 — p(T1)) (63 — p(T1)) 241(T1)] -

A continuacién, se estudia cada uno de estos cuatro términos. El primero es

11311(92) = %K(O)Q //OO p(x)(l —p(.%‘))242(1')d-73 =0 (g;Z) . (2192)

Por otra parte, es evidente que

I1312(g92) = 0. (2.193)
En cuanto a I1313(g2),
Lins(g) = / / 0)? (p() (1 — 2p(2)) + p()2) 201 (2) () () dyd
-~ / /_ " K(n)? (ol — go1)(1 — 2p(2)) + p()?) zaa(@)h(x — gayn)dyrde
= g_lch / ,OO p(a) (1 = p(@)) za(x)dz + o0 (95 ") (2.194)

donde se ha efectuado el cambio de variable a:g;2 = 1.

Por tltimo,
/ / / ) Ky, (z — 5) (p(y) — p(2))

(@) 201(2)h(s)h(w)h(@)dsdyda
- / / ”Kyl K(s1) (p(z — gan) — pla))
p(x — g2s1) — p(2)) 2a2(x)h(z — g2s1)h(x — gay1)ds1dyrdx
)
(

[l

donde se ha efectuado el cambio de variable &=¢ = g, £=2
92 92

I1314(g2)

p(z — goy1) — p(x))
—p(x)) za2(x)h(x — g2s1)h(x — goy1)dsidy dx

= s1 ¥y, en la dltima igualdad, se ha

considerado g < E—LI Efectuando desarrollos de Taylor de h(x — g281), h(z — goy1),p(z — goy1) — p(x)
y p(x — g2s1) —p(x) en @

h314(92) = gap% //00 <p'(x)h’(x) + %p”(x)h(x)) 249(x)dx + 0 (g%) ) (2.195)

Sustituyendo los resultados (2.192)-(2.195) en (2.191) y teniendo en cuenta (P.2) se obtiene (2.190).
|

Lema 2.2.32 Bajo las mismas condiciones del lema 2.2.30, se tiene

plom] = bk [ (V@@ + g @h)) 1 @)m@ds + o (6) + o ('),
(2.196)
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Demostracién. En efecto,

E[Qu] = %ZE S K= 1) (6~ (T %Z w(Ti — Ti) — h(T3)) 250(T)
j 1 =1
= ngzzzfs 02 (T = T5) (65 = p(Ty)) (K3 (Ti = T) = h(T3)) 25(T3)]
i=1j=1k=1
= %11321(92) + nn—2 (I1312(g2) + 11323(92) + I1324(g2)) + th%(gz)
(2.197)
donde se ha definido
N321(g2) = E[Kg(0) (01 —p(T1)) (Kg,(0) — h(T1)) z52(T1)] s
N32a(g2) = E[Kg,(0) (61 —p(Th)) (K, (Th — T2) — h(Th)) z52(T1)]
N32(g2) = E[Kg(T1 —To) (62 — p(T1)) (Kg,(0) — h(T1)) 252(T1)]
Ni32a(g2) = E[Kg (T —T2) (62 — p(Th)) (Kgo (Th — T2) — h(T1)) 252(T1)] ,
N3os(g2) = E[Kg(Th ) (62 — p(T)) (Kgy(Ty — T3) — h(T1)) z52(T1)] - (2.198)
Obviamente,
I1321(92) = T1322(g2) = 0. (2.199)

Por otra parte,
Bin(er) = — [ 7 Kouo =) (00) = () (5(0) = g2h(2) 2l (o) o)y
= = [ 7 K 0o = gam) = pla)) (510) = guh(a) 23 (@)1 = gam )
= o(g") (2.200)

donde se ha hecho el cambio de variable % =1.
Procediendo del mismo modo,

Rone) = [ [ Kunlo =) 00) = ple) (Koo = ) = i) zsa@lh ) (o)dy
= [ ) 0l = )~ p(e) () = () 1@~ g
= o(g"). (2.201)
Por fin,
hans(g2) = / / / Kys( (@) (K — ) — hi(2) 252()
x)dsdydz

- / / - p(a))

< / (2 — $)h(s)ds — h(az)) 251 (2)h(y)dyda
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_ / N / " K1) (p(x — g201) — p(a))
x ( [ K(s0)h(a — gasi)dsi - h(x)) z1(2)h( = gy )dinde
oo L
= / /_L K(y1) (p(x = g211) — p(2))

L
X </_L K(s1)h(x — gas1)ds1 — h(m)) zs1(z)h(x — goyr)dy1de

.
92
g2 < % Efectuando desarrollos de Taylor de h(z — g2s1),p(z — g2y1) — p(z) v h(x — gay1) en z,

donde se ha efectuado el cambio de variable % = y1, £ = 51 y en la idltima igualdad se considera

aeslee) = g [ (H@H (@) + 50/ @) ) 1 @) +0 a3). (2:20)

Sustituyendo los resultados (2.199)-(2.202) en (2.197) y teniendo en cuenta (P.2) se obtiene (2.196).
[

Lema 2.2.33 Bajo las condiciones del lema 2.2.30, se tiene
Var [@131] =o(n'g)+0(n2g;")+0 (n3g"). (2.203)

Demostracién. Se tiene

Var [@un] = 33" Cou [3T3) = p(TR(T)) 20 (1), DAT;) — p(T)R(T) P20 (T)

i=1j=1
12 1
= . > Cov |~ Kg(Ty ~Tiy) (8, — p(T1))
i11=1liz=1 i3=1
1
X= K, (Tiy = Tiy) (6 — p(T3)) za1(T),
i4=1
1 & 1<
EZKQZ(EQ - Tls) (625 _p(Ti2)) gZKg2(ﬂ2 - Tiﬁ) (6i6 —p(TE)) Z4l(ﬂ2)
i5=1 ig=1

1 n n n n n n
_ 11,12,13,14,15,16
= 522002 >.M (92)
i1=1ig=1i13=114=1i5=1ig=1
donde para 1 < 41,19, 13, 14, 15, 7 < n se define

VA (92) = Cov [Kg2 (Tl -1 ) (61'3 - p(TZ )) ng (Tll -1 ) (51'4 - p(Tll» Z41(Ti1)?
ng(Ti2 =T )(61'5 _p(Ti ))ng(Ti2 =T )(6%‘ _p(Ti )) Z4I(Ti )]

Se discute a continuacién el orden de estas covarianzas segin el cardinal del conjunto de indices
I = {iy,i9,13,14,15,16} . En adelante se denotara el cardinal del conjunto I por # (I).

a) Si # (I) = 5 los posibles casos son 6, aunque, como se verd, se reducen por simetria a 3.

® ] =1i9.
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La covarianza es
1,1,2,3,4,5
M1’1’2’3’4’5(92) = MO (g2) — 11314(92)2
donde se ha definido

M (g0) = E[Kg,(Ty — Ta) (62 — p(T1)) Koo (T1 — T3) (63 — p(T1)) 241(T1)
xKg, (Tr — Ty) (64 — p(T1)) Kg,(T1 — T5) (65 — p(11)) 241(11)]

y el término

N314(92) = E [Kg, (T1 — T2) Ky, (T1 — T3) (62 — p(11)) (63 — p(11)) 241(T1)]

se definié en la demostracién del lema 2.2.30, donde se probé que es de orden O (g%). Se tiene,

MPA3A (g, / / I [ ] #ute >§p<> pla1)) Koy (01 — 3)

— p(x1)) Ko, (21 — w4) (p(24) — p(21)) Ko (21 — 25)
X (p(x5) — p(x1)) za1 (1) 2h(z5) h(za) h(z3) h(z2) W1 ) drsdrsdasdrada,.

T1—%a __
92

M35 (g, /////me p(x1 — gaza1) — p(x1)) K(z31)

— g2731) — p(71)) K(241) (p(71 — g2w41) — p(1)) K (w51)
X (P( 1 — goTs1) —P( 1)) 241(z1)2h(21 — gaws1) k(w1 — gawar)
Xh(z1 — gaxz1)h(x1 — gazar)h(x1)des1draidasideorde; .

Con el cambio de variable ”“ ’”2 = 91, —1 31, = 241, =22 = 251 y para gz < L;

g2

Mediante sendos desarrollos de Taylor de p(x1 — gawa1) — p(x1), h(x1 — goxa1), p(x1 — g2x31) — p(21),
h(xy — g2w31), p(x1 — g2wa1) — p(x1), h(x1 — g2wa1), p(®1 — g2w51) — p(x1) ¥ h(21 — g2x51) en xy,

o0 1 4
M2 (gy) = gglﬁf/ <p’(x1)h'(x1) + §p"(3«“1)h(951)> za1(21)*h(z1)dz1 + 0 (g3)
E/
y, en fin,
M1’1’2’3’4’5(92) -0 (gg) ) (2.204)

[ ] il = i5, il :iﬁ.
Los dos casos son iguales por simetria, por lo que basta con considerar el primero de ellos. Proce-
diendo como en el caso anterior,

M3 (gy) = My >3 (gy) — Tizia(ge)
donde se ha definido

M3 (g0) = B [Kgy(Ty — T3) (83 — p(T1)) Ko (Ty — T1) (84 — p(T1)) 201 (T1)
X Kg,(To — T1) (61 — p(12)) K¢y (T2 — T5) (65 — p(T2)) za1(T2)] -

Ahora,

w2y — [T K = ) (olas) = plan) Kon(ar = )
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X (p(wa) — (1)) 241 (21) Koy (w2 — 1) (p(21) — p(22)) Ko (22 — 5)
X (p(xs) — p(x2)) 241 (x2)h(x5)h(x4) h(23) h(22) h(21)dTsdrsdrsdradry

y con el cambio de variable #LE2 = g9y, HLoE = gy, LLEL = gy, B8 = g5 y para g2 < § L7
1,2,3,4,1 5 "
My =55 / / / / / K(zs1) (p(21 — g2w31) — p(21))
XK (x41) (p(21 — g2wa1) — p(21)) za2(21) K (221) (p(1) — p(21 — g2721))

x K (51 — 11321) (p(x1 — goxs1) — p(x1 — gawa1)) za2(x1 — gox21)
xh(x1 — gaws1)h(x1 — gowar) (w1 — goxzy)dasidagdasydagdey.

Mediante sendos desarrollos de Taylor de p(z1 — g2x31) — p(x1), h(z1 — g2x31), p(T1 — goxa1) — p(21) ¥y
h(x1 — gaxa1) en a1,

1,2,3,4,1,5
MU () = g2 / /

/g2 K (w51 — 221) K (221) (p(x1 — g251) — p(T1 — g221))

x (p(x — g2221)) h(®1 — g2w51)242(71 — g2w21)
X (p’(wl)h’(xl) + %p"(mﬁh(:rﬁ) : z42(z1)drs1drordry + 0 (gg‘)
= o(g2)
y, por tanto, también
ML234L5(g,) = o (g) . (2.205)

® i3 =15, 13=16, 4= 16
Los casos son iguales por simetria. La primera covarianza es

M1,2,3,4,3,5( :M11’2’3’4’3’5(

g2) g2) — T1314(g2)%,

con

M11,2,3,4,3,5(g2) _ E[ng(ﬂ— )(53_ (T1) Ky, (Th — Ty) (64 — p(T1)) za1(T1)

)
g2 (T2 = 13) (63 — p(1%)) Ky, (T2 — T5) (65 — p(T2)) 201 (12)]

_ / / / / / K2<x1 23) Ky (21 — 1) (p(4) — pl(a1)) 201 (1)
)

2)) + p(1)p(22)) Koo (22 — 3) Koy (22 — 75)
X (p(xg,) —p( ))241(x2) (z5)h(x4)h(x3)h(x2)h(21)drsdrsdrsdradey.

— — —_ /
Efectuando el cambio de variable Ilg;” = Xo1, # = x31, xlgf‘* = T41, % =51, y para gs < <,

NI23A3 (g, / / / / / " K (o) K () (ol - goar) - plen) zi(@)

— gox31) (1 — p(z1) — p(x1 — g2wa1)) + p(x1)p(w1 — g221))
XK($31 — x91)K (251 — 221) (p(x1 — g251) — p(21 — g2221)) 2a2(T1 — g2%21)
xh(z1 — goxs1)h(x1 — gazar)h(z1 — goxs1)drsidespdesidraide;.
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Un desarrollo de Taylor de p(x1 — goxq1) — p(21) ¥ h(x1 — gax41) en x1 permite obtener

B / I / / "2sz1 i) (# (e (o) + 500

( — §2731 ( p( 929621)) —H?(xl) ( 923321))
><K(ﬂﬁzﬂ — x21) K (3«“51 - 3«“21) (p(z1 — g2w51) — p(21 — g2021))
X 242(21 — gowar)h(z1 — gaxs1)h(x1 — gawsr)dasideadzardzy + o (g3)

= o(93)

M11,2,3,4,3,5 (92)

e, igualmente,
M1’2’3’4’3’5(gz) —0 (g%) ' (2.206)

b) Si # (I) = 4, puede ser debido a que haya dos pares de indices iguales (y, por tanto, los otros
dos distintos entre si y de los anteriores) o a que tres de los seis indices sean iguales (y, por tanto, los
otros tres sean distintos entre si y de los anteriores).

e Cuando se da la primera de estas dos posibilidades, los casos se reducen por simetria a 8, a saber,

11 = 12,13 = 14; 11 = l2,13 =15; 11 = i4,13 = i5; 11 = i5,12 = 13;
11 = 15,13 = 14; 11 = 15,12 = 16; 11 = 15,13 =1p; 13 = i5,14 = lg.
Para no alargar excesivamente este estudio, se analiza en detalle sélo el tltimo caso, pues no es dificil

llegar a la conclusién de que el orden que se obtiene para él es igualmente vélido para los demds casos.
Se aborda por tanto el estudio de la covarianza

M1,2,3,4,3,4( M11’2’3’4’3’4(

g2) = 92) — T1314(g2)*

donde se define

MPP3Y3ge) = E[Kg (Tt — T3) (83 — p(T1)) Koy (Tt — Ta) (64 — p(T1)) 2a1(T1)
x K g, (Tp — Ts) (65 — p(T2)) Ky (Tz — Tu) (62 — p(T2)) 241(T3)]

Ahora,

M11’2’3’4’34 / / / / Ky, (71 — 23) Kgy (21 — 24)
flf

1) = p(x2)) + p(x1)p(22)) 241 (1)
Xng(xz - 3)ng(x2 — a4) (p(z4) (1 — p(z1) — p(x2)) + p(21)p(2))
><Z41(1‘2)h($4)h(1‘3)h(l’g)h(l‘l)dl‘4dx3dl’2dl‘1

y, con el cambio de variable ‘“g% = T91, % ’”3 = 131, os1g—2x4 = T41,
1,2,3,4,3,4 oo = [
M7 (g2) = K(z31)K(v41) K (231 — x21) K (241 — w21)242(1)
54 —o0 J —00

(391 gzxsl) (1 —=p(z1) — p(z1 — g2721)) + p(w1)p(T1 — g2wa1))
X (p( r1 — goxa1) (1 — p(x1) — p(w1 — gaxa1)) + p(x1)p(21 — gota1))
X 242(w1 — gaxo1) (21 — gowar)h(r1 — gox31)dwa1dr31drarde,
= 0(sn")
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y, también,
1,2,3,4,3,4 _ -1
e Fn cuanto a la segunda posibilidad comentada més arriba, los casos se reducen por simetria a 4:
i1 =12 =13, 11 =13=15, 11=15=1¢, I3="714=15.

Se aborda en detalle sélo el iltimo caso, en que, como se concluye con facilidad, se obtiene un orden
valido igualmente para los casos restantes. Asi, la covarianza es

MYV23334(gy) = M35 (g5) — I313(92) 1314(g2)
donde se define
M2 g,) = B {ng (T = T3)* (63 — p(Th)) 2a1 (Th)
X Kg,(To — T3) (63 — p(T2)) Ky, (To — Ti) (84 — p(T2)) 241(T2)]

y, ademds de I1314(g2), se emplea el término I1313(g2) definido en la demostracién del lema 2.2.30 como
Lizi3(92) = E [ng (T1 — T2)? (62 — p(T1))? 241 (T1) | ,

para el que se hallé un orden O (92_ 1). Se tiene

M11,2,3,3,3 4 / / / / K,y (a1 — 23)2

x (p(x3) (1 —2p(x1)) (1 — p(x2)) + p(x1)? (p(x3) — p(z2)))
><Z41(301)ng (22 — 23) Kg, (22 — m4) (p(74) — p(22)) 241 (22)
><h(:r4)h(m3)h(xg)h(xl)dx4dx3dx2dm1

y, con el cambio de variable M = 91, g;x‘”’ 31, & — L4 — 49,

MR / / / ” ”Kaszn (p(1 — gaws1) (1 — 2p(a1)) (1 — pla1 — gorm))

+p(l‘1) (p(w1 — gaz31) —P( x1 — gow1))) za2(x1) K (w31 — 221) K (241 — 321)
X (p(x1 — g2741) — p(x1 — g2w21)) 242(T1 — g2T21)
xh(z1 — gawa1) (w1 — goxs1)dra1drzidrardry

= o0 (g;l) .

Por tanto, igualmente,

MY23334(g5) = 0 (g51) + O (931) O (93) = 0 (95Y) - (2.208)

c) Finalmente, en el caso #(I) < 4 se hace uso de un razonamiento mds directo para obtener el

orden de la covarianza M*1:'2:%3:%4:%5:% (go). Teniendo en cuenta los resultados obtenidos al estudiar la
esperanza de (Q131,

Mi1,i2,i3,i4,i5,i6 (92) =k [ng (Tn - TZ3) (6i3 - p(Tn)) ng (Tn - Ti4) (61'4 - p(TM)) 241(Ti1)
XK92 (TZQ - Tls) (5i5 - p(T;2)) ng (le - Tia) (§i6 - p(TZQ)) 241 (le)] -0 (92_4)
y para indices 1 < iy, 19,13, 14, 75, ig < M cualesquiera

1
[arissistiso g)] <~ K| el +0 (5%) = O (05). (2:209)
2

A partir de los resultados (2.204)-(2.209) se obtiene el resultado (2.203). m
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Lema 2.2.34 Bajo las condiciones del lema 2.2.30, se tiene
Var [@132} =0 (n1g3) +0 (n2g5") + 0 (n3g5"). (2.210)

Demostraciéon. Se tiene

Var [Qiea] = 3> Cov [((T) ~ pTR(T) ((T) — h(T:))z5a(Ty),

i=1j=1

(W(Ty) = p(T)R(T)) (W(Ty) ~ h(Tj))Z5z(Tj)}

) ZZCOU

11=112=1

> K (T, = Ti) (51, — p(T3)

X%Z (ng(Tm - Ti4) - h(Tzl)) z52(Ti1)7

14=1

—ZK92 1 — Tiy) (855 — Z — Tig) — h(T3,)) z52(Tiy)

251

SO HIHIULLERE

i1=lig=1lig=1lig=1liz=1lig=1

donde para 1 < iy, 19,13, i4, 15,1 < n se define

NP8 16 (92) = Cov [ng (Tll - Tls) (6i3 - p(TH)) (ng (TH - Ti4) - h(Tll)) 252(T7ll)’

ng (le - TZ5) (62'5 _p(n2>) (ng (le - EG) - h(le)) Z5Q(E2)] :

Anélogamente a como se hizo con @131, se discute el orden de estas covarianzas segin el cardinal del
conjunto de indices I = {i1, 2,13, 14, 15,76 }-

a) Cuando # (I) = 5, no es dificil comprobar, aunque si algo tedioso, que, analizando los 6
posibles casos del modo habitual, el orden de convergencia es al menos O (g%) Se ilustra considerando
el caso i3 = i5, para el que se obtiene exactamente ese orden. La covarianza es

N17273747375( Nf?273a47375(

92) = 92) — T1325(g2)*

donde se ha definido

N335 (g5) = B [Kgy(Ty — T3) (85 — p(T1)) (Kgy (Tt — Ta) — h(T1)) 252(T%)
X Ky (To — T3) (63 — p(T32)) (Kgy (T2 — T5) — h(T2)) z52(12)]

y se ha utilizado el término
N325(92) = B [K g, (Th — T2) (62 — p(T1)) (Kgy (T1 — T3) — h(T1)) z52(T1)]

definido en (2.198), para el que entonces se prob6 un orden O (gg). Ahora,

Ny — [ [ / / / Ko — 23) (Kgy (21 — 24) — h(21)) 252(21)

X Kgy (w2 — 3) (1 = p(x1) — p(z2)) + p(1)p(22))
X (Kgy(z2 — 3«“5) - h(@)) z52(22)
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Xh J,'5 xl)dl'5d$4d$3dl'2d$1

////(/ )h(m)dm—h(xl))KQQ(xl—x?))

X z51(21) K, (w2 — 23) (p(23) (1 — p(21) — p(22)) + p(21)p(22))
X (KQQ (.7}2 — .%‘5) — h(.%‘g)) Z51(.7,‘2)h(.%‘5)h(£b’3)dib’5d1’3d$2dib1.

Con el cambio de variable ”19 L2 = 191, 4 31, xlg;c‘* = T41, Ti =251 y para g2 < =,

Ny 23435 (g, / / //92 (/ K(z41)h(z1 — gowar)dzsr — h(z )) K (x31)

><K(~T31 - 5521) 3351 - 11321) 9271(331 92$21)) 251(5E1)Z51(~T1 923321)
X (p(x1 — g2x31) (1 — p(x1) — p(T1 — g221)) + P(21)p(21 — go21))
xh(x1 — gaws1)h(r1 — gows1)dwsidrzidraide

y un desarrollo de Taylor de h(x; — gax41) en 1 permite obtener

1,2,3,4,3,5 15 * xlgj L o
Ny (92) = 592HK . K(x31)K (231 — ®21)
e’ —00 — —00

X (K (251 — x21) — g2h(21 — gaxo1)) 251(21) 251 (21 — g221)
X (p(w1 — gaw31) (1 — p(z1) — p(z1 — g2721)) + p(@1)p(T1 — gaza1))
xh(z1 — gows1)h(z1 — goxs1)W' (21)dws1dzsidrorday + o (g3)

= 0(9)

e, igualmente,

N123435(g0) = O (g2). (2.211)

b) Para los casos en que Card (I) = 4, en lugar de estudiar in extenso todos los posibles casos
s6lo se consideran, tanto cuando hay dos pares de indices iguales como cuando tres de los seis indices
sean iguales, sendos casos representativos, en el sentido de que el orden que se obtenga para ellos sea
también valido para los casos restantes.

Para la primera posibilidad mencionada, se considera el caso i3 = 15,14 = %g. La covarianza es

N1’2’3’4’3’4(g2) = E[Kg(Th —T3) (65 — p(T1)) (Kg, (T1 — T4) — h(T1)) 252(T1)

X Kgy (Tp — Ts) (65 — p(T2)) (Kgy (T2 — Ta) — h(T)) 252(T2)]

— (B [Kg,(Ty = Tz) (62 = p(Th)) (Kgy (T1 — T3) = h(Th)) 252(T1)))”
N11’2’3’4’3’4(92) — I1325(92)2-

Ahora,

NP2 g, / / s / — p(e1) — p(22) + p(e)p(22)) Kpy(1 — 23)

Koy (21 — 4) h(xl)) z52(21) Kgy (22 — w3) (Kgy (22 — w4) — h(22))
XZ52(1‘2)h( )h(l‘g)h( 2)h(l‘1)dl‘4dx3dl’2dl‘1

131332_ _3 L1—T4

To1, & 31, =g,

N11,2,3,4,34 / / /“’2 /92 (z1 — gows1) (1 — p(x1) — p(x1 — gowar))

y, con el cambio de variable

41,
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+p(1)p(21 — g2w21)) K(w31) (K (241) — g2h(1)) K (231 — 221)
X (K (241 — x21) — g2h(x1 — g2x21)) 251(1) 251 (71 — g2w21)

xh(z1 — goxar)h(x1 — gowsi)dradrsidradey
-1
= O(g2 )
Por tanto, también,

N1,2,3,4,3,4(92) -0 (92—1) .

En cuanto a la segunda posibilidad descrita, se estudia la covarianza correspondiente al caso
i3 = i4 = 15, a saber, N 123334 (g9). Se tiene,

N1’2’3’3’3’4( :N11’2’3’3’3’4(

92) g2) — T1324(92)I1325(g2)

donde

NPP9394(g0) = E[Kgy(T1 — Ts) (83 — p(T1)) (Kgy (Tt — Ts) — h(T1)) 252(T1)
X Kg, (T2 — T3) (63 — p(T2)) (Kgo (T2 — T4) — h(12)) 252(T2)]

y T1324(92) v I1325(g2) fueron definidos y estudiados en el lema 2.2.32.

Ahora,
N334 g, / / s / (p(w3) (1 = plw1) — ple2)) + p(w1)p(w2)) Ko (@1 — )
Kg, (21 — 23) — h(21)) 252(01) Kgp (72 — 3) (K gy (w2 — 4) — h(22))
><Z52(:13'2)h( )h( )h(l‘g)h(:ﬁl)dl‘4dl‘3dl‘2d$1.
Con el cambio de variable % =711, % 79“"3 x31, - T4 = x4 y para ga < 5 L7
Ny23334 ) = — /E, - / p(r2 — gow31) (1 — p(z2 — gaz11) — p(T2)

+p(332 - 929611)P($2)) K(xz31 — z11) (K(x31 — z11) — g2h(z2 — g211))

L
X z51(w2 — gaw11) K (31) (/_L K(x41)h(r2 — govar)drsr — h(962))

X251 (xg)h(xg — ggxgl)dwgldwudwg.

Un desarrollo de Taylor de h(zg — goxq1) en o permite concluir que

N11’2’3’3’3’4(92) = —gzllK/ / / p(r2 — gow31) (1 — p(x2 — gaz11) — p(T2)

+p(zg — 929611)19( 2)) K (231 — 711)* K (v31) 251 (22 — ga11)
X251 (xg)h”(xg)h(xg — ggwgl)dlgldxudxz + O(gg)
= O(g2).

De este modo,

N1,2,3,3,3,4(g2) = O(go). (2.212)
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c) Para los casos en que #(I) < 4 es suficiente con observar que

Niviisinisio (g)) = B [Kg,(Ti, — Tiy) (81 — p(Th)) (Koo (Th, — To,) — h(T,)) 252(T3,)
X Koy (Tiy — Tig) (855 — p(Tiy)) (Kgy(Thy — Tig)) — h(Tiy)) 252(Tiy)] — 0 (95 %)

v que, cualesquiera que sean los indices 1 < i1, 19,13, 4, 15,1 < N,

1 2 2 2 — _
[iisisiots (gy)] < 1K1 (1 o+ Ihllc)? 22l +0 (03%) = O (5%) - (2213)
2

A partir de los resultados (2.211)-(2.213) se deduce el resultado (2.210). m

Lema 2.2.35 Bajo las condiciones del lema 2.2.30, se tiene
Cov [@131, @132] =0 (n'g)+0(n%g ")+ 0 (n g "). (2.214)

Demostracién. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

oo [ o] = Vr ] Vor 6]

y se obtiene el resultado (2.214) con sélo tener en cuenta los resultados (2.203) y (2.210). m
Las covarianzas Cov [Qu, @12] ,Cov {Qn, @13} y Cov {@12, @13 requieren un estudio méis deta-
llado, que se aborda en los lemas 2.2.36-2.2.38.

Lema 2.2.36 Bajo las condiciones del lema 2.2.28, se tiene
Cov [Qu,@u] =0 (n"'g3). (2.215)

Demostracién. Se tiene

1 n n

Cov [le@lz} = Cov %ZP(Ti)(l — p(Ti))za(T5), ﬁZZKQQ(,‘Tj — Tie) (6 — p(T})) 251(T5)
i=1

j=1k—1
DI

i=1j=1k=1
= % (n(n—1) (M"12(g2) + MY*1(g2)) + nM 1 (g2)) (2.216)
donde para 1 <1, j, k < n se define
MU (g3) = Cov [p(T)(1 — p(T3))2a(T3), Koy (T3 — Ti) (65 — p(T)) 281 (T5)]
La primera de estas tres covarianzas es
MYV (g2) = M (g2) — QTia(g2)
donde

My (g2) = E [p(T2) (1= p(T1))za(T1) Ky (T = T2) (62 = p(Th)) 21 (11)]



Seleccion de la ventana ‘plug-in’ 113

y I12(g2) se definié en (2.178). Se tiene

M (ge) = / / p(x))za(2) Koy (z — y) (p(y) — p(2)) 251 (2)h(y)h(z)dydz

como se prob¢ para la expresién similar (2.178), que define el término I12(g2). Por tanto,
MY (go) =0 (g3) . (2.217)
Andlogamente,

MY (gy) = M (g2) — Ql12(g2)

donde se define

My (g2) = E [p(Ty) (1 = p(T1)2a(T2) Ky (T2 = Ta) (61— p(T2)) 251 (T2)

Ahora,
M (g2) = / ,°° / ,Oo p(x)(1 = p(x))za(2) Kgy (y — ) (p(x) = p(y)) 251 (y) () W) dyde
- / ,Oo /oo p(@)(1 = p(x))za(2) K (1) (p(x) — p(x + ga3n)) 25( + gayn (@) dynd

donde el cambio de variable empleado ha sido yg_—; = y1. Obviamente,

11mM121( 2) = 0.

g2—0
Ademass,
/

= [0 - saw (‘x) (b(@) — p () 25 () p2h(@)dyrda

g2 93

dM* (go)
dgs

/ / p(x + g211)) 25(x + gayr) — P'(x + gay1)z5(z + gayn))

— p(x))za(x)h(x) K (y1)y1dyrdz

por lo que, teniendo en cuenta que z5 (') = 0 como consecuencia de las hipétesis sobre w, también se
verifica

tim S g2) _
g92—0 dgo '
Ansdlogamente,
d2M1,2,1 0o
T T (0w - () ) -8 () 5 ()
2 e

<K ( - x) ( - f’“")zp(xxl — p(a))2a(@) () da
[ (0le) = plo -+ ) H + am)
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—=2p'(x + gay1)z5(x + gay1) — " (x + g2y1) 25(x + gavn))
x K (y1)yidyip(x) (1 — p(x))za(x) h(z)d.

Por tanto, teniendo en cuenta que z5 (') = z; (') = 0,

1,2,1 00
lim dM17 (92) — _/
€

Jim —o (20 () 24(2) + 9" (2)25(2) p()(1 — p(a))za(2)h(x)da.

!

Asi, mediante un desarrollo de Taylor de M11 ’2’1(92) en 0,

M (g2) = O (g3)
y, en fin,
M2 (g) = O (gB) 2218)
Respecto a la tercera covarianza de (2.216), es fécil observar que
MY (gy) = 0. (2.219)
Reuniendo los resultados (2.217), (2.218) y (2.219) se obtiene (2.215). =

Lema 2.2.37 Bajo las condiciones del lema 2.2.28, se tiene
Cov [Qu, @13] =o(n'g3) +0 (n 2g"). (2.220)

Demostracién. A lo largo de la demostracion se emplearan resultados demostrados con anterio-
ridad para los términos 11311(92), 11313 (gg), 11314(g2) —definidos en el lema, 2.2.31—, 11324(92) y 11325 (gg)
—del lema 2.2.32—.

Recordando la representacién (2.189), se estudian a continuacién las covarianzas Cov [QH, @131}

y Cov [QH, @132]. Respecto a la primera,

Cov [Qn?@m} = %ZZCO@ [P(Til)(l — p(Tiy))2a(Ty),

11=1ig=1

1 1o

n ZKLD (TZ2 - TZ3) (61'3 - p(Tm)) EZKW (Tm - Ti4) (62'4 - p(Tm)) 241(Ti2)
i3=1 i4=1

SO DN IS

i1=lig=liz=lis=1
donde para 1 < i1, 19, 13,74 < n se define

Ni17i2’i3’i4(g2) = Cov [p(Til)(l - p(n1))z4(Ti1>7
Ko (Tiy — Tiy) (8i5 — p(Tiy)) Ky (Tiy — Tiy) (6iy — p(T)) 2a1(T3,)] -
Se estudian estas covarianzas segun la cardinalidad de I = {iy,142,13,44}, seleccionando, con el fin

de no extender innecesariamente el estudio, aquellos casos relevantes en el sentido de que su orden
asintético sea extensible a los casos no tratados.
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a) Cuando # (I) = 3, se considera, por ejemplo, el caso i1 = i3,
N'213(gy) = N{21(ga) — QLi1a(g2)

donde se ha definido

NP2 (ge) = Ep(Ty)(1 — p(Th))2a(T1) Kgy (To — Tt)
x (61 — p(12)) Kg, (T2 — T3) (63 — p(12)) za1(12)] -
Ahora,
NI#3(gy) = / I / p(a1)(1 = plan))za(@1) Ky (22 — 21) (plar) — pla2))
E/
Ky, (22 — 96‘3) (p(23) — p(x2)) 241 (72) R (23)h(22)h(21)d23dT2dT1
= / / / (x2 — g2x11)(1 — p(z2 — gaw11))2a(x2 — g2x11)
xK(z11) (p(z2 — gox11) — p(x2)) K(x31) (p(22 — g231) — p(22))
X z42(w2)h(z2 — g2w31) M (22 — gow11)d31dT11dT0
donde el cambio de variable empleado ha sido % =11, % 92 L3 — 131 y se supone gs < £ f Como es

habitual, un desarrollo de Taylor de p(xy — gaws1) — p(x2) v h(xa — gaws1) en xo permite obtener

1,2,1,3
N2 (o) = gaug

p(z2 — gaw11)(1 — p(w2 — gow11))24(T2 — go11)

<K (o) (o2 = o) = i) (9 (22 (22) + 5 (o))

x z42(w2)h(x2 — gaw11)dw11dws + 0 (g3)
= o(g3)
e, igualmente,

N1213(g5) = 0/(g3) . (2.221)

b) Cuando # (I) = 2 se estudian dos casos, que representan situaciones cualitativamente dife-
rentes. El primero es aquél en que i1 = i9, 13 = 4. La covarianza es

NUL22(gy) = N{H22(g) — Qlhsia(g2)
donde
NP2(g2) = B [p(T1) (1 = p(T1))24(T) Ko (T1 — T)? (62 = p(T1))? 201 (T1)] -

Se tiene,

N1171’272(92) = / / p(x1)(1 — p(z1))24(1) K gy (21 — 2)*
x (p(z2)(1 — 2p(21)) + p(a1)?) 241 (x1) h(22) (21 )dzaday

N giz /;" /T p(@1)(1 = p(a1))21(21) K (221)*

—00
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X (p(w2) (1 = 2p(21)) + p(1)?) 2a2(x1) (1 — gowan)dawaday

L1 -T2 __

donde se ha efectuado el cambio de variable xo1. Por tanto, también,

NBE22(g5) = 0 (g51) (2.222)
El segundo caso que se estudia es i1 = i3 = i4, en que la covarianza es

NB2L1(g0) = NP2V (g) — QIisis(ga)

donde
NP1 (g) = B [p(T1)(1 = p(T1))24(T1) K (To = T1)? (61 = p(T2))? 201 (T2) |
Ahora,
N11’2’1’1(92) _ / / (x1)(1 = p(x1))24(21) Kgy (2 — :c1)2

(1 — 2p(l‘2)) +p(l‘2) ) Z41($2)h(l‘2)h($1)d$2d1‘1

— p(z1))2a(21) K (221)?

>< 1 —2p(z2)) + p(z2) ) z42(71 — g2w21)h(z1)dro1dTy
= 0 (92 )

donde se ha empleado el mismo cambio de variable del caso anterior. Por tanto, igualmente,
NB2LL (o) = 0 (g51) (2.223)
c) Cuando # (/) = 1 la tnica covarianza es
NBEB (go) = NPMH (ge) — QT (92)
donde

NP gy) = E [p(T1)(1 — p(T1))2a(T1) Kg, (0)* (81 — p(T1))? 241(T1)] -

Se tiene

NP ) = SKOF [ ai@pe (1 - @) (@) = 0 (55%)

luego, igualmente,
lel,l,l(g2) — O (92—2) . (2224)

A partir de los resultados (2.221)-(2.224) se obtiene

Cov [th @131} =o(n'g3) +0 (n %95 ") + 0 (n3g5?)
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y, por la hipétesis (V.2),

Cov [Qu, @131} =o(n'g3) +0 (n%g5"). (2.225)

Por otra parte, procediendo del mismo modo,

Cov [Qu. Qun] = %}jxpm@wmu—mﬂmam»

i1=1io=1
1 n
_ZKyz iz — Tiy (61'3 _p(Ti2)) EZ (Kyz (TZ2 - Ti4) - h(Tm)) 252(Ti2)
i3=1 i4=1

_ %Z SN S Riviinis(g,)

i11=1ig=1lig=1i4=1

donde

Rt (ge) = Cov [p(Ti,)(1 = p(T3y))21(T,),
K92 (le - T’L3) (61'3 - p(Tm)) (ng (TZ2 - Ti4) - h(Tu)) z52(Ti2)] :

Se considerardn una a una las diferentes cardinalidades del conjunto de indices I = {iy,142,13,74} .
a) Cuando #(I) = 3, se considera, por ejemplo, el caso i; = i3. La covarianza es

RY#13(g3) = Ry (g2) — Qlias (92)
donde

R}’Zl’g(gz) = Ep(T1)(1 - p(T1))24(T1)
X Kg, (T2 — Th) (61 — p(12)) (Kgo (T2 — T3) — h(12)) 252(12)] -

Ahora,

) = / OO / [ P b)) Kz ) ()~ pia2)
92 1'2 1’3) h( ))Z52(£B2)h(l’3)h( )h(.%‘l)d.%‘gdl'gdl‘l

- / [ o)1= plan))zaten) Ko (o2 — 1) (lar) i)
</ x3)h(xs)drs — h(x2)> 251 (z2)h(x1)dxodry

p(x2 — g2x11)(1 — p(x2 — gox11))2a(z2 — gox11) K (211)

x (p(z2 — g2z11) — p(x2)) </_LL K (31)h(z2 — g2w31)dws — h(ﬂﬁz))

X z51(x2)h(x2 — gaw11)dx1das

2—T1 __

donde el cambio de variable empleado ha sido 11, %i = X31 y se supone go < . Como es

habitual, un desarrollo de Taylor de h(ze — ga31) en x5 permite obtener

1
Ry (g) = 9§§MK/ / ” p(as — gor1n) (1 — plaz — goa11))za(ws — g2z11) K (211)
gl —00
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x (p(wa — goa11) — p(a2)) B (w2) 251 (w2) (w2 — gow11)dwirdas + 0 (g3)
= o(9)

e, igualmente,

RV (go) = 0(g3) - (2.226)

b) Cuando # (I) = 2, s6lo se estudian dos casos, que representan situaciones cualitativamente
diferentes.
El primero es aquél en que i1 = i9, i3 = i4. La covarianza es ahora

donde

RV (g2) = E[p(T1)(1 - p(T1))za(T1)

FE
Kg,(Th — T3) (62 — p(T1)) (Kg, (T1 — T2) — h(T1)) 252(T1)] -
Se tiene

RV (gy) = / /' pla1)(1 — p(an))za(er) K (21 — 2) (plars) — pla1))
92 xl — $2) h(xl)) 252(x1)h(x2)h(x1)dx2dx1

— /, / p(x1)(1 — p(x1))za(x1) K (x21) (p(z1 — g2z21) — p(21))

x (K(x21) — g2h(z1)) zs1(z1)h(x1 — goxo1)dxordey

= (92)

donde se ha efectuado el cambio de variable =22 =

x91. Por tanto, también,

R1,1,2,2(92) =0 (92—1) ) (2227)
El segundo caso que se estudia es i1 = i3 = i4, en que la covarianza es

RV1(gy) = E[p(Ty)(1 — p(Th))za(T1)w(Th)
XKy (T2 = T1) (61 = p(T2)) (Kgy (T2 — T1) — W(T3)) 252(12)]
—E [p(T1)(1 — p(T1))za(T1)w(T1)]
XE[Kg,(To — T1) (61 — p(T2)) (Kg, (T2 — T1) — h(T2)) z52(13)]

= R{*M(92) — QLizaa(go).

Ahora,

RIZM(gy) = / /“ p(a) (1 — plan))2a(n)Jw(wn) K gy (22 — 1) (p(1) — pl2))
1‘1) h(ﬂ?z)) 252(1'2)]1( Q)h(iﬂl)diﬂgdl‘l

—p(21))z4(21)w (1) K (221) (p(21) — (21 — g221))

5’

K(z21) gzh(901 g2x21)) z52(x1 — gax21)h(x1 — gawa1)h(z1)dxo1dry
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= o(g3 ")

donde se ha empleado el mismo cambio de variable del caso anterior. Por tanto, igualmente,

RY1Y(g2) = o(g5 ™). (2.228)
c) Si #(I) =1 es inmediato observar que
RYLB(go) = 0. (2.229)

De los resultados (2.226)-(2.229) se obtiene
Cov [Qn,@m} =o(n'g3) +o(n%g"). (2.230)

El resultado (2.220) se obtiene a partir de (2.225) y (2.230), teniendo en cuenta la representacion
(2.189). m

Lema 2.2.38 Bajo las condiciones del lema 2.2.28, se tiene
Cov [@127 @13} =0 (n'g3)+0(n%g; ")+ 0 (n?g7%). (2.231)

Demostracién. Como en la demostracién del lema previo, se emplean en ésta resultados probados
con anterioridad para los términos I12(g2) —definido en el lema 2.2.28—, I1313(92), I1314(g2) —del lema
2.2.31*, 11324(92) Yy 11325(92) —del lema 2.2.32—.

Teniendo presente la representacién (2.189), se considera en primer lugar Cov [@12, @131]

Cov (@, Q] = 5> Cov [%ZK@@—zzg)(éig—pml))zﬂml),

i1=1ip=1 i3=1

%Zng (TZ2 - Ti4) (61'4 - p(Tw)) %Zng(Tlé - TZs) (51'5 - p(Tm)) 241(Ti2)

ig=1 i5=1

11=1ia=1ig=1i4=1i5=1

donde para 1 < i1, 19,13, 4,15 < n se define

Mrrrzrstats (92) = Cov [ng (Tl -1 ) (51'3 - p(Tll)) Z51(Ti1)?
ng(ﬂz -1 ) (6i4 _p(Ti )) ng(nz -1 ) (61'5 _p(Ti2)) 251(Ti2>] :

Se discute el orden de estas covarianzas segun el cardinal de I = {i1,12,13,74,15} .
a) Si # (I) = 4 los posibles casos se reducen por simetria a 4, a saber,

11 =12, 11 =14, 13=12, 13=14.

A efectos de determinar el orden asintético, es suficiente con examinar en detalle sélo el tltimo caso,
ya que es evidente que el orden de convergencia que se obtenga serd extensible a los demds casos. Asi,

M358 (ga) = M2 (ga) — Ta(g2) T1314(g2)
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donde
M**(gy) = E[Kg,(Ty = T3) (65 — p(Th)) 251(T1)
X Kg, (To — T3) (63 — p(12)) Kgo (T2 — Tu) (84 — p(13)) 241 (13)] -
Ahora,
w2334y = [T [ [ o) (1= plan) = plaa)) + plenp(en)

X Kg, (21 — 23) Kgy (22 — xs)ng (x2 — z4) (p(24) — p(22))
><Z51(ml)z41(xg)h(m)h(mg)h(:rg)h(xl)dx4dac3d:v2dx1

y con el cambio de variable % = x11, 97213 31, £ = = 1x41 y para g2 < T,

MPP3IY(gy) = / / / / P2 — gaw31) (1 = pla2 — gown1) — pl))

+p(x2 — goz11)p(22)) K(231 — 211) K (231)
x K (xa1) (p(z2 — 929541) — p(x2)) 25(x2 — g2x11) 242(22)
Xh(zy — g2$41)h($2 — gax31)drardasidryidas

— Pux / / / P2 — gow31) (1 = p(w2 — gownr) — p(3))

+p(z2 — gow11)p(x2)) K (231 — w11) K (731)
1
x (51?"(:122)}1(%2) +p'(x2)h'(x2)) z5(x2 — gax11)242(2)
Xh(xg — ggﬂ?gl)dwgldl'udl'Q +o (g%)
= 0(4)

donde, en la segunda igualdad, se han realizado desarrollos de Taylor de p(xy — gox41) — p(x2) y
h(z2 — gox41) en xo. Por tanto,

MB35 (gy) = O(g3).

b) Si #(I) = 3, puede ser debido a que dos pares de indices sean iguales o a que sean tres los
indices iguales entre si. Los casos que se encuadran dentro de la primera posibilidad se reducen por
simetrfa a los 7 siguientes:

11 =12,13 =14; 11 =1l2,14 =15} 11 = 14,02 =13; 11 = i4,13 = i5;
11 = 14,12 = 15; 12 = 13,14 =15; 12 = 15,13 = i4.

Para no extender innecesariamente el estudio, de ellos sélo se estudia el caso i1 = 14,3 = 75. En todo
caso, el orden de convergencia que se obtenga serd igualmente vélido para los casos no estudiados.
Asi, la covarianza es

M2 (gy) = M2 (go) — Ta(g2) Iiznalge)
donde

MP#H3(gy) = E[Kgy(Ty — T5) (85 — p(Th)) 251(T1)
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xKg, (T — T1) (61 — p(12)) Ky, (T — T3) (03 — p(12)) 241(13)] -

Mg, / L[ 0w 0= e =) + planlplan)

Ky, (21 — fES)ng(xz 1) (p(w1) — p(x2)) Kgy (22 — @3)
><Z51($1)Z41((L‘2)h( 3)h( 2)h(x1)dx3dx2da;1.

T2 = g
)

Ahora,

Con el cambio de variable

92 = T31,

M) = — [ / /” (21 — go31) (1 — p(a1) — plar — gowar))

+p x1)p(21 — gaw21)) K (w31) K (221) (p(21) — p(T1 — g2721))
><K(3731 - 1721)2‘5(961) z42(x1 — gawo1) (w1 — gox31)dasidaarday
= o(g")

y, también,

M1’2’3’1’3(92) —0 (92—1) )

121

Por otra parte, dentro de la segunda posibilidad los casos se reducen por simetria a los 6 siguientes:

11 =1y =13, 11 =1l =14, 11 =13 =14,
1] =14 =15, f1g =13 =14, 13 =14 = 15.

Cinéndose al ultimo de ellos,
MY2333(gy) = M3 (g9) — Ta(g2) [1313(92)
donde
MB35 (g3) = B[ Ky (Th = T3) (63 = p(T3) 250(1) Ko (T2 = Ta)? (8 — (1) 2 (T2)]

Se tiene

Mgy — [T [ /‘ (ples) (1 (p(0) + pl2)) (1~ pla2))) ~ pl)p(e )
X Kg, (21 ) o (w2 — 23)% 251 (21) 241 (w2) h(3) h (w2) b1 ) dwdzaday

= / / / — g2231) (1 — (p(x1) + p(z1 — g2w21)))

— g2x21)) — p(x1)p(21 — 923321)2) K (z31)K (231 — 721)?
><Z5(961)Z42(361 — g2x21) (21 — gow31)dxzidrarday

To1, B=%& = 31. Por tanto,

donde se ha efectuado el cambio de variable w192x2 = 92

1,2,3,3,3 -
M2 (gy) = O (g5)
e, igualmente,

M1,2,3,3,3(92) -0 (92—1) )
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c) Cuando #(I) < 3, es suficiente con comprobar que

Mrrrzrstats (92) = L [Kg2 (Tn - TZ3) (5i3 - p(Tn)) 251(Ti1>K92 (Ez - Ti4) (6i4 - p(le))
x Ko, (Tiy = Tiy) (835 — p(Tir)) 2n1(T3,)] = O (93) O (93)

luego, cualesquiera que sean los indices 1 < iy, 19, 43,14, %5 < N,

Reuniendo los resultados anteriores se obtiene
Cov {@12, @131} =0(n'g3) +0(n%g3") +0 (n?g5°). (2.232)

En cuanto a la covarianza Cov [ng, ngg} ,

Cov [@127@132} = %ZZCW[ Zng n — Tiy) (835 — p(T3)) 251(T5y),

11=1is=1 i3=1
1 n
_Zng i» — Tiy (61'4 _p(ﬂz)) EZ (ng(Tiz - Tls) - h(Tw)) Z5Q(Ti2)
i4=1 i5=1

11=1ig=lig=1ig4=1i5=1

donde para 1 < i1, 19,13, 14,75 < n se ha definido

A (92) = Cov [Kg2 (Tn - TZ3) (5i3 - p(Tn)) 251(1_%1)7
ng (Tw - E4) (61'4 - p(Tw)) (Kg2 (TZ2 - TZs) - h(Tm)) 252(Ti2)] .

Se discute el orden de estas covarianzas segun el cardinal del conjunto de indices I = {i1, i2, 13,14, 15},

de modo completamente andlogo a como se hizo con las covarianzas M*1:'2:%3:%4:%5 (gs).
a) Cuando # (I) = 4 hay 6 posibles casos:

i1 =19, 11 =14, 11 =15, 13 =19, 13=14, 13 =15.
Sélo se considera el caso i3 = i4. Para él
N12334(gy) = Ny*>3%(g) — Ina(g2) T1325(92)
donde

N33 (ge) = B [Kgy(Ty = Ts) (63 — p(Th)) z51(Th)
X Kg,(To — T3) (63 — p(T2)) (Kgo (T2 — Ta) — h(13)) 252(T2)] -

Ahora,

NP2 (g, / / / / — pla1) — p(e2)) + (a1 )p(w2)) Koy 21 — 23) Koy 22— )
( h(l’g)) Z51(I‘1)Z52(1‘2)h( )h(1‘3)h($2)h(l‘1)dl‘4d%3dl’2dml
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/,oo //oo /Ooo (p(z3)(1 — p(x1) — p(x2)) + p(x1)p(22)) K4y (21 — 23) Ky (T2 — 3)

< ( /0 Ky, (w2 — wa)h(zd)dzs — h(;rg)) 25 (21) 251 (22) (3 darsdraday.

2T = 1y
)

= 131, 2 =141, y para ga < &

Con el cambio de variable =

92
00 £2—_5/ L

1,2,3,3,4 92

NI234(g) = / / / (ol — o) (1= plaa = garny) — p(o) +plz — g2 )pla2)
6/ —00 —

x K (w31 — 11) K (231)25 (22 — g2711) (/LL K(za1)h(z2 — gowar)dzar — h(x2)>

X z51(w2) (22 — 92£B31)d3331d5'311d$2

— —gzﬂK/ /92 / p(x2 — g2x31) (1 — p(2 — g2711) — P(22))

+p(x2 — goz11)p(22)) K (231 — 211) K (231) 25 (22 — g211)
xh' (952)251(902)h($2 — gow31)dasidaidas + o0 (g3)
= 0(g)

donde se ha realizado un desarrollo de Taylor de h(za — ga2x41) en xo. Por tanto,
N334 (g) = O(g3).

Es inmediato concluir este mismo orden para las otras cinco covarianzas.

b) Cuando #(I) = 3 hay dos posibles situaciones, una primera en la que dos pares de indices
son iguales y otra en la que son tres los indices iguales entre si. De los 12 casos que se encuadran
dentro de la primera posibilidad, a saber,

11 = 12,13 = 14; 11 = l2,13 = 15; 11 = 12,14 = i5; 11 = i4,02 = 13;
11 = 14,13 = U5; 11 = l4,02 = 155 11 = I5,02 = 13; 11 = i5,12 = i4;
11 = 15,13 = 145 12 = 13,74 = 15; 12 = 14,13 = 15; 12 = 15,13 = 14;

serd suficiente con estudiar el caso i1 = is5, 13 = 14, para el que la covarianza es

N12331(gy) = N11’2’3’3’1(92) — T12(92)11325(92)

donde
N1233(g) = B [Kyy(Ty — T5) (65 — p(T1)) 261 (T3)
XK, (To — T3) (63 — p(T2)) (Kgy (T2 — T1) — h(T32)) z52(T2)] -
Ahora,
N3 (g, / / [ )0 = plar) = pla)) + plon)p(e) Ko = a3) K 02 — a3
Ky, (z9 — 1) — h( 2)) 251(w1) 252 (22) h(23) h(22) W (21 )dr3dradr:
y con el cambio de variable L2 = gpy, T-81 = gy,

ol
N g = = [T (e — gaan) (0 pln) = plar — gazan)) + plar)pler — goa)
[5) —00 —0o0



124 Estimador de Nelson-Aalen presuavizado

x K (231)K (731 — 221) (K (721) — g2h(21 — g2w21)) 25(21) 251 (21 — g221)
xh(:rl — g21‘31)d$31d$21d$1

= 0 (92—1) .
Por tanto,
N1,2,3,3,1(92) -0 (951) :

orden que es también el de los 11 casos restantes.
En la segunda situacion hay 9 posibles casos:

11 =12 =13, 11 =12 =14, 11 =1U3=15, 1 =13=14, 11 =13 =15,
11 =14 =15, 12 =13 =14, 12 =13 =15, 13 =14 = i3,

Se calcula a continuacién el orden para el ltimo caso, y se extiende posteriormente el resultado a los
8 casos restantes. Asi, la covarianza correspondiente a dicho caso es

N1’2’3’3’3(gg) _ N11’2’3’3’3(gg) _ 112(92)11324(92)

donde
N33 () = E[Kg,(Th — Ts) (85 — p(T1)) z51(Th)
X Kg, (To — T3) (63 — p(12)) (Kg, (T2 — T3) — h(13)) z52(12)] -
Se tiene,
N}2833(gy) = / / / — p(@1) — ple2)) + p(a1)p(2)) Kga(21 — 23) K (w3 — 5)

Ky, (22 903
- /, / /g2 (z1 = g223)(1 — p(z1) — p(@1 — g2w21)) + p(x1)p(21 — g2w21))

XK($31)K($31 —x91) (K (231 — 221) — g2h(22)) 25(21) 251 (21 — g221)
xh(:rl — g21‘31)d$31d$21d$1

h(x2>)251(.%‘1)252(1'2)h( 3)h( )h(l’l)dl'gdl‘gd.%‘l

donde el cambio de variable empleado ha sido xlg_;” = T91, %‘i = x31. Por consiguiente,

N11,2,3,3,3(g2) -0 (92—1)
y, también,

N1,2,3,3,3(92> -0 (92—1) )
c) Cuando #(I) < 3, como

N (gy) = B [Kyy(Ty — Ta) (5~ p(T3) 251 (To) KTy — Ti) (5 — p(T2)
X (ng (Tl2 - Tls) - h(Tw)) Z52(Ti2)] -0 (g%) o (951) )

se empleard la siguiente acotacion, vélida cualesquiera que sean los indices 1 < iy, 19,13, 14, 15 < 1,
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A partir de los anteriores resultados se obtiene
Cov [@127 @132} =0 (n'g3) +0(n%g; ")+ 0 (n?g7%). (2.233)

Por fin, a partir de los resultados (2.232)-(2.233) y de la representacion (2.189) se obtiene el resultado
(2.231). m

Lema 2.2.39 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (P.2), (H.1), (W.1) y (V.2), se tiene
Q1 —Q=0p (n_1/2 +92+ n_lggl) . (2.234)

Demostracién. De la definicién, (2.175) Q1 = Q114 Q12+ Q13. De los lemas 2.2.27, 2.2.28, 2.2.30
y 2.2.36-2.2.38 es inmediato concluir que

~ D L
E [Ql - Q} = Dig5 + n—gz +0(g3) +o(ntgxt) (2.235)
y, tras algunos sencillos célculos,
~ D _ _3 _
Var [Q1 - Q} = 73 +0 (n7'g3) +0 (n2g5") + O (n3g5 %) (2.236)

donde se ha definido

oo — T ()R (x ip L T)) wx
S / (1 - 2p(a)) (p((fh_( H);ﬁf()h( ) w@) ;. (2.237)
y —cK/oop($)((11:]§((2))>);u(m)d£’ (2.238)
b /oo p(x><1—p<m>><1(—1 s_p<H>( S)Zpu»)h(x)wwdx_Qz, (2.239)

Bajo la hipétesis (V.2), la desigualdad de Tchebychev permite obtener para @1 — (@ la acotacién en
probabilidad dada por el resultado (2.234). =

Conviene recordar que, como ya se observé mds arriba, los términos constituyentes de @1 se
caracterizan por no tener mds de dos factores del tipo (@Ab —1) o (lAL — h). Como se enuncia en el
siguiente lema, el término restante de la representacién (2.175), @14, en el que aparecen tres o cuatro
factores del tipo (p — p), (1//; —)o (ﬁ — h), es despreciable respecto a los demés en el sentido de que
es posible establecer para él una acotacién en probabilidad a una tasa maés rapida que la dada en el
lema 2.2.39.

Lema 2.2.40 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (P.2), (H.1), (W.1) y (V.2), se tiene

R 3/2
Qu =Op (n_3/292_3/2 log <é) ) . (2.240)

Demostracion. Se define

~

Quu = %Z(ﬁ(Ti)—p(Ti))(h(Ti)—h(Ti))2252(Tz')7
i=1
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n

2

Quo = =3 (9(T3) = p(T)A(T)) (BT:) = p(T)) (A(T:) = h(T:))2ar (1),
1=1
Qus =~ () — p(T)* (W(T) — (T3) P2ua(T),
=1

de modo que pueda escribirse, de acuerdo con (2.174),
@14 = @141 + @142 + @143-

Haciendo uso de la generalizacién de los teoremas 1.2.1-1.2.3 dada por las observaciones 1.2.1 y 1.2.2
y de las hipétesis (V.2), (W.1) y (H.1), es inmediato obtener

R - 1\ 3/2
Q141 = Op <H_3/292 i log (5) ) :

'~

Quuz == (91) — 91— p(T) (R(T) (T ) (BT:) — (1)) (B(T) — h(T)) s (T,
=1

R B 1\ 3/2
Qa2 = Op (n_3/292 i log <5> ) :

Por 1ltimo, es también inmediato obtener bajo las mismas hipétesis

N 1\ 2
Q143 = Op <H_2g22 log <—> ) .
g2
~ B 1 3/2 1 2
Qia = Op (n—3/292 3/2 log <_> + n—2952 log (_)
92 g2

y el resultado (2.240) se obtiene aplicando nuevamente la condicién (V.2). m

Ansdlogamente, escribiendo

se tiene

Por tanto,

Teorema 2.2.2 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (P.2), (H.1), (W.1) y (V.2), se tiene
MSE (@1) = AMSE (@1) +0(g8) +o(n'gy!) +0(n %959

donde

Por tanto, la ventana que minimiza el AMSE (@1

N——
)
»

D
92,AMSE = 73 (2.241)
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donde
1/3
(2%21) . siD<0
1/3
(—g—f) , st D1 >0
y D1 y Dy se definieron en (2.237) y (2.238), respectivamente.

Demostracion. De las expresiones (2.235) y (2.236) para la esperanza y la varianza de Q1 - Q,
dadas en la demostracién del lema 2.2.39 y de la condicién (V.2), se deduce que su error cuadratico
medio es

~ Dy\* D _ Ly
MSE (Ql) = (Dlg% + n_gzz) + 73 +o(g3)+o(ntg)+o(n2g?) (2.242)

donde D1, Dy y D3 se definieron en (2.237), (2.238) y (2.239), respectivamente.

El valor de g2 que minimiza la parte dominante de (2.242) dependera del signo de D; (no se
considera el caso D1 = 0). En efecto, si D; < 0 el minimo se alcanza en el punto en que se anula la
derivada respecto a go de D1g3 + Dan~! 9o ! es decir, en

Dy \1/3
n=(35)

mientras que si D1 > 0 el minimo se alcanza cuando D193 + Dan~lgy 1= 0, es decir, para

B Do 1/3
g2 = Dln ’

con lo que queda probada la tesis del teorema. m

Teorema 2.2.3 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (P.2), (H.1), (W.1), (V.1) y (V.2), se tiene

?)\— bopr = Op (n_11/15> (2.243)
y
b_bbﬂ = Op (n*2/5) . (2.244)
OPT

Demostracién. Empleando las definiciones dadas en (2.28), (2.36), (2.37), (2.168), (2.174) y
(2.175),

A\:f~11+g14+;{2

@:©1+©14+©2-
En el lema 2.2.24 se probé que

Ai—A=0p (g +nlg¥)
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y segtn el lema 2.2.25,

EM =op (nilgl_g') .
Por otra parte, de acuerdo con la observacion 2.2.1,

A\z =0Op (n_1/2> .
Por tanto, supuesta la hipétesis (V.1),

A=A+0p (6 +n1g®)
y cuando g1 = g1,AMSE;
A=A+0p (n_2/5> . (2.245)

Ansdlogamente, en los lemas 2.2.39 y 2.2.40, respectivamente, se probé

Q1 -Q=0p (n_1/2 +95+ n_lgz_l)

Q14 = op (n'g3h).
Ademis, segun (2.169),
Q2 =Op <7fl/2@1) ;
de manera que, bajo la hipétesis (V.2),
Q=Q+O0p (n’I/Z +95 + nflgg‘l)

y cuando g2 = g2 AMSE,

Q=Q+0p (n_1/2 + n_2/3> =Q+0p (n‘l/Q) . (2.246)
Ahora,
~ \ 1/3 ~\ 1/3
b bopr = ex@ - < exQ )1/3: ) - <Q>1/3 ( ex >1/3
2u2nA 242 nA 1 A 220

y teniendo en cuenta el desarrollo de Taylor de la funcién g(x) = z'/3

g(x) = g(wo) + O(x — o),

en el punto zg > 0,

se tiene
b—bopr = Op ((% - %) n_1/3) . (2.247)
Mediante sencillos cédlculos,
Q_0_Q-Q QA-4
A A A A A

y, en virtud de (2.245) y (2.246),
3 % —0p (nq/z) + 0p(1)0p (n—2/5) —0p (n—2//5) ‘

Al resultado (2.243) se llega sustituyendo este orden en (2.247). En cuanto al resultado (2.244), se
obtiene directamente del anterior teniendo en cuenta que bppr = O (nil/ 3) . n

)| Q)
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2.3 Simulaciones

Se ha realizado un estudio de simulacién para evaluar el comportamiento en la prictica del esti-
mador de Nelson-Aalen presuavizado y del selector de ventana ‘plug-in’ propuesto. En todos los mo-
delos simulados, Y < w (ap,Br), donde W («, 3) denota la distribucién de Weibull con pardmetro de
forma « y pardmetro de escala 3, cuya densidad es f(z) = Bax®!exp(—B2%), > 0. Por otra parte,
para cumplir la condicién (P.2) se considera para el tiempo de censura una versién de la distribucién
de Weibull con un desplazamiento de localizacién: para cierto € > 0, se define C' 2 pye (ag, Bg), como
equivalente a C' — ¢ Lw (ag, Ba)-

La Tabla 2.1 muestra los pardmetros elegidos para estas dos distribuciones en los cuatro modelos
considerados.

Tabla 2.1. Pardmetros de la distribucién del tiempo de vida (W (ap, Br)) y de la variable de censura
(Wt’:‘ (aG7 ﬁG))

Modelo ar Brp ag Bg ¢

I 3 1 7 1 0.1
II 6 1 7 1 0.1
117 8 1 7 1 0.1
v 10 1 7 1 0.1

Modelo | Modelo Il

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
t t
Modelo Il Modelo IV

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
t t

Figura 2.1. Funciones H y p para los modelos I-IV. Las lineas discontinuas indican la frontera del
soporte de la funcién de peso, w.
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En la Figura 2.1 se representan la funcién de distribucion del tiempo observable, H, y la funcién
de probabilidad condicional de no censura, p, correspondientes a los modelos I-IV. FEn dicha figura,
las lineas verticales punteadas indican los extremos del soporte de la funcién de peso, w, cuyo valor
es constante entre esos limites. Estos extremos se han elegido de modo que se verifique la condicién
(W.1). Para favorecer la comparacion, la probabilidad de censura en los cuatro modelos es semejante
(entre 0.32 y 0.34).

FEn todo el estudio de simulacién se ha empleado un nicleo tripeso, definido por

K@) =22 (1- 2’1 (ja| < 1).
32

Si A, denota un estimador de la funcién de riesgo acumulativa, se define el error cuadrético

integrado medio ponderado como

MISEy(A,) = E [ / (A (8) = A ()2 w (¢) dt | .

Mediante simulacién de Montecarlo se ha aproximado el valor del cociente

MISE,(AL)
MISE,(ANA)

en una rejilla de ventanas. Para cada uno de los modelos se han simulado 500 muestras de tamanos
n = 30, 200 y 500. En las Figuras 2.2-2.5 se representa el cociente MISE,(AL)/MISE,(AN4)
como funcién del pardmetro de suavizado para los cuatro modelos estudiados. Valores del cociente
por debajo de 1 indican que el estimador de Nelson-Aalen presuavizado es mejor que el estimador de
Nelson-Aalen ordinario para las ventanas correspondientes.

1.3 7

1.2 7

1.1 7

MISE, (A7) / MISE, (A NA)

0.9

0.8

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
-4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

log b

Figura 2.2. MISE,(AL)/MISE,(AN4) para el modelo I con n = 30 (linea fina), n = 200 (linea
media) y n = 500 (linea gruesa).
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1.3
1.2

o

ZC

<

LIJB 1.1 4

%)

=

<o

< 1.0

2

[11]

%)

=
0.9
0.8

T T T T T T T T T T T T
-4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

log b

Figura 2.3. MISE,(AL)/MISE,(AN4) para el modelo IT con n = 30 (linea fina), n = 200 (linea
media) y n = 500 (linea gruesa).

1.3 7

0.8

T T T T T T T T T T T T
-4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

log b

Figura 2.4. MISE,(AF)/MISE,(AY4) para el modelo I11 con n = 30 (linea fina), n = 200 (linea
media) y n = 500 (linea gruesa).
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1.3 7

1.2 7

1.1 7

MISE (A,P) / MISE (A, M%)

0.9

0.8

T T T T T T T T T T T T
-4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

logb

Figura 2.5. MISE,(AL)/MISE,(AN4) para el modelo IV con n = 30 (linea fina), n = 200 (linea
media) y n = 500 (linea gruesa).

Las Figuras 2.2-2.5 muestran que hay rangos bastante amplios de valores de la ventana para los que
el nuevo estimador mejora al estimador de Nelson-Aalen cldsico. En la Tabla 2.2 se muestran, clasifica-
dos segiin modelo y tamafio muestral, los valores del minimo del cociente MISE,,(AL)/MISE, (AN4),

que varian de 0.8 a 0.95. Tipicamente, su valor se aproxima a 1 a medida que el tamano muestral
aumenta.

Tabla 2.2. Minimo del cociente de M ISFE,, del estimador de Nelson-Aalen presuavizado y el
estimador de Nelson-Aalen cldsico.

Modelo n=30 n =200 n =500
I 0.956 0.952 0.965
17 0.915 0.929 0.946

117 0.869 0.864 0.877
v 0.831 0.887 0.930

El caso del modelo III es en cierto modo especial, en el sentido de que para él el cociente es
inferior a 1 virtualmente para cualquier ventana. Como se puede observar en la Figura 2.1, la funcién
p correspondiente a este modelo es casi constante en el intervalo [0.6,1.2], en que caen casi todos los
datos observados, de modo que se verifica aproximadamente el modelo de Koziol-Green. Ello significa
que el estimador ACL de A (Abdushukurov (1987), Cheng y Lin (1987)), al que tiende el estimador de

Nelson-Aalen presuavizado cuando el pardmetro de suavizacién se hace infinitamente grande, es més
eficiente que el estimador de Nelson-Aalen cldsico.
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Para investigar el comportamiento préctico de la ventana ‘plug-in’ propuesta en la seccién 2.2 se
calcul6 el selector de ventana, b, para 500 muestras de tamanos n = 30,200 y 500 simuladas de los
modelos I-1V. La implementacién prictica de la ventana ‘plug-in’ requiere seleccionar previamente
las ventanas piloto g1 y go. Para ello,se emplearon las ecuaciones (2.166) y (2.241), estimdndose
las funciones poblacionales H, p y sus derivadas en (2.154), (2.155), (2.237) y (2.238) suponiendo
lognormalidad en el caso de H y mediante el ajuste de un modelo logistico para p.

En las Figuras 2.6-2.8 se representan estimaciones de la densidad de b obtenidas con el estimador de
Parzen-Rosenblatt con selector de ventana de Sheather-Jones junto a las ventanas AM I SEy, 6ptimas,
bopr,para tamanos muestrales n = 30,200 y 500. Aunque para los modelos I y I1I b presenta un
evidente sesgo con tamanos muestrales moderadamente elevados, es un selector razonable para bppr.
Los resultados de la simulacién para n = 500 indican que para el modelo I el selector ‘plug-in’ se
encuentra a menos de 26% de desviacién de la ventana éptima el 90% de las veces. Para el modelo
IIT una afirmacién similar sélo es valida si se considera un 100% de desviacién. En realidad, esto
no es sorprendente, ya que incluso una gran fluctuacién de la ventana en torno a su valor éptimo se
traduce en una pequena pérdida en términos de M ISE,, (véase la forma plana de las funciones de la
Figura 2.4 alrededor de su minimo).

Modelo | Modelo I

00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

b b
Modelo Il Modelo IV

1.0
1.0

0.5
0.5

0.0
0.0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50
b b

Figura 2.6. Estimacion tipo micleo de la densidad del selector de ventana ‘plug-in’ b (linea continua)
y ventana bopr (linea vertical punteada) para los modelos I-IV y n = 30.
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Modelo | Modelo Il

(3] [32]
o o
o o
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
b b
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w w
< <
@ o«
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Figura 2.7. Estimacién tipo micleo de la densidad del selector de ventana ‘plug-in’ b (linea continua)
y ventana bopr (linea vertical punteada) para los modelos I-IV y n = 200.
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Figura 2.8. Estimacién tipo niicleo de la densidad del selector de ventana ‘plug-in’ b (linea continua)
y ventana bopr (linea vertical punteada) para los modelos I-IV y n = 500.
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Se han realizado estudios empiricos similares a los efectuados mads arriba para el estimador de
Nelson-Aalen presuavizado, pero empleando la ventana ‘plug-in’ en lugar de considerar un rango de
valores de la ventana. Denotando por Af 2 el estimador presuavizado de Nelson-Aalen con ventana

‘plug-in’ calculada a partir de los datos, se ha aproximado el cociente

MISE, <Af g>
MISE, (ANA)

mediante simulacién de Montecarlo basada en 500 muestras de los modelos I-IV y con tamanos
muestrales n = 30, 200, y 500. Los resultados se retinen en la Tabla 2.3. En ella puede comprobarse
que para los modelos I1,II1I y IV el estimador de Nelson-Aalen presuavizado con ventana ‘plug-in’
autématica es aproximadamente de 5% a 12% mds eficiente (en términos de MISE,,) que el estimador
de Nelson-Aalen cldsico. Los resultados para el modelo I son peores, posiblemente a causa del efecto
de sobresuavizacién de la ventana ‘plug-in’ (ver Figuras 2.2. y 2.6-2.8).

Tabla 2.3. Cociente de MISE,, del estimador de Nelson-Aalen presuavizado con ventana ‘plug-in’ y
MISE,, del estimador de Nelson-Aalen clédsico.

Modelo n=30 n =200 n =500
I 1.086 1.032 1.015
II 0.931 0.951 0.967

II7 0.877 0.871 0.887
A% 0.854 0.906 0.948

Se ha considerado ademds otro método de seleccién de la ventana basado en el ‘bootstrap’. Se ha
empleado el plan de remuestreo siguiente:

1. Generar remuestras ‘bootstrap’ de tamano n, 17,75, ..., Ty, de Hy, la funcién de distribucién
empirica de los tiempos observados.

2. Generar remuestras ‘bootstrap’ de tamafio n, 67,85, ..., 6, siendo la distribucién de 6 condi-
cionada a T;* = T}, Bernoulli de pardmetro py, (1), donde p,, denota el estimador de Nadaraya-
Watson de ventana b4.

La versién ‘bootstrap’ del estimador AL (t) es

" p(TE)
AP,* _ (@)
0 . Z n—it+1
z:T(*i)St
y la del MISE,(AL)
MISE: (AP*) = E* [ / (AE* (t) = AP (1) w (1) dt] : (2.248)

En la practica se halla una aproximacién de Montecarlo del valor de (2.248), en este estudio
2
calculando el promedio de ISE?(AL*) = i (Aﬁ’* (t) — AP (t)) w (t)dt para 1000 remuestras. El

selector de ventana ‘bootstrap’, b*, se define como el minimizador de dicha aproximacién, considerada
como funcién de la ventana b. Como algoritmo de minimizacién se ha empleado el método de Brent,

precedido por un procedimiento para encuadrar el minimo (Press, Teukolsky, Vetterling y Flannery
(1992)).
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Nétese que ademds de la ventana piloto by se requiere una segunda ventana piloto, bp, para
calcular A (t). Una eleccién razonable para bp consite en sustituir en la expresién (2.17) de la

ventana 6ptima bopr que minimiza AMISE,, (A_ﬁ) , las cantidades poblacionales por estimaciones

obtenidas suponiendo un modelo paramétrico lognormal para H y realizando una regresién logistica
para p. En cuanto a b4, se ha optado de modo heuristico por tomarla con el valor de la ventana piloto
de orden dominante del selector ‘plug-in’, g1 amsE-

Para ilustrar el comportamiento del selector de ventana ‘bootstrap’ y asimismo compararlo con
el de tipo ‘plug-in’, se ha calculado el selector de ventana b* para 500 muestras de tamano n = 200
simuladas de los modelos I-IV.

Se observa en ocasiones que en un ensayo de Montecarlo la aproximacién del M ISE, (Af’*) obteni-
da no tiene minimo local. En realidad, por razones relacionadas con el algoritmo numeérico empleado,
lo méds que podra afirmarse es que incluso si dicho minimo existiera no se alcanza en valores de la
ventana inferiores a cierto valor prefijado, que aqui se ha elegido igual a 100. La frecuencia con que
ocurre esta circunstancia varia segin el modelo considerado: el 0%, 1.8%, 40% y 34% para los modelos
I, 11,111y IV, respectivamente.

Las Figuras 2.9-2.12 muestran diagramas de caja de la distribucién estimada del logaritmo natural
de los selectores de ventana ‘bootstrap’ y ‘plug-in’, truncada para valores mayores que log 100. La razén
para considerar la transformacion logaritmica ha sido favorecer la interpretabilidad de los gréficos,
tenida en cuenta la fuerte asimetria positiva de las distribuciones de los datos sin transformar (ver
Figura 2.7). En dichos gréficos se muestran ademds los logaritmos de la ventana asintéticamente
6ptima, bopr, v de la aproximacién de la ventana que minimiza el MISE,,(AL), obtenida a partir de
los resultados de las simulaciones con que se construyeron las Figuras 2.2-2.5.

Las Figuras 2.9-2.12 identifican en principio al modelo I como aquél en que se observa la mayor
diferencia entre las distribuciones de los selectores de ventana ‘bootstrap’ y ‘plug-in’. Aunque las
dispersiones son similares, la mediana del selector ‘bootstrap’ estd sensiblemente méds préxima a la
ventana MISE,(AF)-6ptima que la mediana del selector ‘plug-in’. Es igualmente en este modelo
donde son mayores las diferencias entre las ventanas MISE,(A)-6ptima y bopr —que, como era
previsible, es mejor estimada por el selector ‘plug-in’—. Las diferencias entre selectores para los
modelos restantes parecen menos importantes segin las mismas Figuras 2.9-2.12, si bien no debe
olvidarse que sélo se comparan las distribuciones truncadas. Teniendo en cuenta el elevado porcentaje
de ventanas descartadas para los modelos IT11 y IV (40% y 34%, respectivamente), la impresién
ofrecida por los graficos serfa bastante diferente si se consideraran las distribuciones originales: un
desplazamiento més o menos importante hacia arriba de la caja acompanado de un gran aumento de
su amplitud.

No obstante lo anterior, las implicaciones practicas de esas ‘anomalias’ son menores, como sugiere
la representacion de MISE,(AL)/MISE,(AN4) considerado como funcién de la ventana para los
modelos IIT y IV (ver Figuras 2.4 y 2.5). Para comprobarlo, se han empleado las simulaciones de
Montecarlo basadas en 500 muestras de tamano n = 200 de los modelos I-IV para aproximar el

cociente MISFE,, (Af; B*) J/MISE, (AT]:[ A), donde por Af; e S€ denota el estimador presuavizado de

Nelson-Aalen con ventana ‘bootstrap’ calculada a partir de los datos. Los resultados se muestran
en la Tabla 2.4, que debe compararse con la Tabla 2.3, andloga para la ventana ‘plug-in’. Puede
constatarse en la Tabla 2.4 cémo el valor del cociente para los modelos 1] y IV es muy semejante al
que se obtuvo para el selector ‘plug-in’. La misma tabla refrenda el mejor comportamiento del selector
de ventana ‘bootstrap’ frente al ‘plug-in’para el modelo 1.
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Figura 2.9. Diagrama de caja del logaritmo de las ventanas ‘bootstrap’ (b*) y ‘plug-in’ (b) para el
modelo I. Las lineas horizontales senalan el valor de los logaritmos de bopr (linea continua) y del
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Figura 2.10. Diagrama de caja del logaritmo de las ventanas ‘bootstrap’ (b*) y ‘plug-in’ (b) para el
modelo I1. Las lineas horizontales senalan el valor de los logaritmos de bopr (linea continua) y del

verdadero ¢ptimo (linea punteada).
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Figura 2.11. Diagrama de caja del logaritmo de las ventanas ‘bootstrap’ (b*) y ‘plug-in’ (b) para el
modelo I1I. Las lineas horizontales senalan el valor de los logaritmos de bopr (linea continua) y del
verdadero 6ptimo (linea punteada).
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Figura 2.12. Diagrama de caja del logaritmo de las ventanas ‘bootstrap’ (b*) y ‘plug-in’ (b) para el
modelo IV. Las lineas horizontales senalan el valor de los logaritmos de bopr (linea continua) y del
verdadero éptimo (linea punteada).
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Tabla 2.4. Cociente de M ISFE,, del estimador de Nelson-Aalen presuavizado con ventana ‘bootstrap’

y MISE, del estimador de Nelson-Aalen clésico.

Modelo n = 200

I
11
117
1v

0.968
0.953
0.862
0.911







Capitulo 3

Nuevos estimadores de la funcion de
riesgo

The storm s up, and all 1s on the hazard.
W. SHAKESPEARE, Julio César, Acto V, Escena I.

Se proponen en este capitulo dos nuevas clases de estimadores de la funcién de riesgo, cuyas
definiciones se dan en la seccién 3.1. En la seccién 3.2 se obtienen representaciones asintéticas para
casos particulares de estimadores de cada clase, que se empleardn en la seccién 3.3 para demostrar
la normalidad asintética de los estimadores correspondientes. El capitulo concluye con la seccién 3.4,
donde se exponen los resultados de un estudio de simulacién que pretende ilustrar el comportamiento
de los estimadores en la préctica.

3.1 Definicién de los estimadores

3.1.1 Estimadores de tipo producto
De la expresion (2.4) del capitulo 2,

Aot = [ i)

se deduce inmediatamente la relacién

Ap(t) = Am(t)p(t) (3.1)

entre el valor en un punto ¢ de la funcién de riesgo de la variable de interés, Ag(t), la funcién de riesgo
de la variable observable, Ag(t), y la probabilidad condicional de no censura, p(t). Esta relacién es
especialmente conveniente desde el punto de vista de la estimacién de Ap(t), ya que a la derecha
del signo de igualdad sélo aparecen caracteristicas poblacionales de las variables observables, que por
tanto pueden ser estimadas mediante estimadores para datos no censurados.

De este modo, la relacién (3.1) sugiere considerar una nueva clase de estimadores de Ap(t),
obtenidos multiplicando cualquier estimador de Ay (t) por cualquier estimador de p(t), esto es, la
clase

~ ~

{Xp(t) Np(t) = Ar(OP(), con A(t) y p(¢) estimadores de Ag(t) y p(t), respectivamente} .

141



142 Nuevos estimadores de la funcion de riesgo

No obstante, parece légico restringir la amplitud de la clase asi definida exigiendo que los estimadores
de Ag(t) y p(t) empleados se basen en una metodologfa comin. En esta memoria el estudio se limita
al caso de estimadores no paramétricos Ay (t) y p(t) de tipo nicleo. Concretamente, se consideran
como estimadores de Ag(t) los estimadores de Watson-Leadbetter

n

~ 1 Ky, (t—1T;)
Aw () = 521 “HL(T) + L

y de Rice-Rosenblatt

n
%;Kln (t - T’z)

1
1—Hy(t)+ 1"

Nrr(t) =

que ya fueron definidos en (1.11) y (1.12), respectivamente.

En cuanto a la estimacién de p(t), se empleardn los estimadores de la funcién de regresién de
Nadaraya-Watson

IS Ky, (t—Ty) 6
Paw(t) = ===
%aKbQ (t - TZ)

y local lineal

S Ky (t = T2) (5n2(t) — (¢ = Ty)sp (£))
pro(t) = =

3 Kin(t = 1) (sn2(1) — (£ = T (1)

donde, para j = 1,2, las funciones s, ; estdn definidas por

(1) = ZK (t — T)(t — Ti)'. (3.2)

Cruzando entre si estos dos pares de estimadores, se obtienen cuatro diferentes estimadores de Ap(t),
segin se detalla en la Tabla 3.1, donde ademés se hace explicita la notacién con la que en adelante se
denotaran.

Tabla 3.1. Estimadores de la funcién de riesgo de tipo producto.

estimador de Ag(t) estimador de p(t) estimador de Ap(t)
Awr(t) pNw (t) AwLnw (t) = Awr(t)pnw (t)
Awr(t) prr(t) Awerrr(t) = Awr(t)pLo(t)
ArRr(t) pNw (t) ArrNW (t) = ARR()PNW (1)
Arr(t) pLr(t) ARRLL(t) = Arr(D)PLL(t)

Obsérvese que, cualquiera que sea el estimador de Ap(t) considerado, hay dos pardmetros de
suavizacién distintos, by y be, cada uno de ellos aportado por el factor correspondiente de los dos que
entran en la formulacién del estimador.
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Notese igualmente que los estimadores :\\RRNW(t) y /)‘\RRAL L(t) estiman la funcién A r(t) como una
funcién discontinua, algo que no ocurre con los estimadores Ay rnw () v Awrrr(t) si el nicleo es una
funcion continua.

_ El estimador A reNw (t) representa en realidad una generalizacion del estimador de Blum-Susarla,
ABs(t) (definido en (1.7)), que se recupera a partir de aquél cuando se aplica la restriccién de que by
v ba sean iguales.

3.1.2 Estimadores de Tanner-Wong presuavizados

Se define a continuacién una nueva clase de estimadores para la funcién de riesgo del tiempo de
vida. Para motivar dichos estimadores y relacionarlos con lo expuesto en el capitulo 2, nétese que el
estimador de la funcién de riesgo de Tanner-Wong, Apyw (¢) definido en (1.6), puede ser interpretado
como resultado de la convolucién del nicleo reescalado con el estimador de Nelson-Aalen de la funcién
de riesgo acumulativa. En efecto, como

~ Ky (t—T)6; " Ky (t—T))6;
)‘TW(t):_Z bl ) :Z b1( )

TZ)—G—% = n—R;+1
y
o 1)
A = > -
i:Tigtn_Ri+1
se tiene

S (8) = / Ky, (¢ — 2) dANA(2) = K, « ANA(p).

Si la convolucién se hace con el estimador de Nelson-Aalen presuavizado, A , en lugar de con el
estimador de Nelson-Aalen, se tiene

)

S|

Ky, (t — T)) B(T))
Ky * AL(1) = ;l_ﬂnmw

obteniéndose as{ una clase de estimadores que pueden denominarse estimadores de Tanner-Wong
presuavizados. Un caso particular de esta clase de estimadores —el tinico que se estudia en esta
memoria— corresponde al que resulta de estimar p(-) mediante el estimador de Nadaraya-Watson,
pNw (+), con ventana by (a fin de distinguirla de la ventana b;). No obstante, puesto que los resultados
sobre la convergencia uniforme de pyw () de que se hard uso més adelante requieren que la densidad
h esté acotada inferiormente por un nimero estrictamente positivo en un intervalo compacto, se
considerard un estimador ligeramente modificado.

Sean ¢; y ¢ dos constantes tales que 0 < ¢; <t < ¢z e I el intervalo (c1,c2). Las constantes ¢1 y
o se eligen de modo que definan un intervalo en que la densidad h esté acotada inferiormente por un
nimero estrictamente positivo y sea H(c2) < 1. Se define el estimador p(-) de p(-) como

(0 ysiug Iy u<Ty
) = On) ysiug Iy u>Ty (3.3)

,stuel
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donde ¢f;) denota la variable indicadora de no censura concomitante de T(;.
En lo sucesivo, cuando se aluda al estimador de Tanner-Wong presuavizado se hard referencia al
estimador A7y p(t) definido por

Arwp(t) = %Zfbl_(;_(?))zin>' (3.4)

3=

i=1
Obsérvese que en relacién con este estimador la definicién (3.3) de p(-) se reduce a

~y ] 0i ySiT ¢ 1

lo que permite escribir el estimador definido en (3.4) del siguiente modo, que se revelard mas conve-
niente para su estudio,

1
= n
n =1

1iKb1 (t —T;) pyw (T;)1(T; € I) + 1iKb1 (t—T;) 6;1(T; ¢ I)‘ (3.5)

~ 7,)

Arwp(t) 0l 1= H(T) + L~ H,(T) + L
Como en el caso de los estimadores definidos en la subseccién 3.1.1, el estimador XTWp(t) depende
de dos pardmetros de suavizacién distintos, b1 y b2. En el limite, cuando b tiende a 0, se recupera el
estimador de Tanner-Wong, Ay (t).

Evidentemente, la misma idea que se ha aplicado al estimador de Tanner-Wong puede extenderse a
otros estimadores de la funcién de riesgo para datos censurados, como por ejemplo el de Blum-Susarla,
XBS(t) , reemplazando el indicador de no censura por un estimador de la probabilidad condicional de
no censura y obteniendo asf las correspondientes versiones presuavizadas. Por ejemplo, el estimador
de Blum-Susarla presuavizado se define como
1v ~
7 2 Ky, (8 =T5) p(T3)

Aasp(t) = — 11—H(75)+1

Aunque el estudio de XBSP(t) es similar al de XTWp(t), en lo sucesivo no se profundizard en sus
propiedades tedricas.

3.2 Representaciones asintéticas

En el resto del capitulo serd necesario suponer las siguientes condiciones:

sobre la funcién nicleo, K,
(K.1) K es una funcién no negativa, simétrica, continua, con soporte en el intervalo [-L, L], L >0y
tal que f_LL K(z)dr = 1.

sobre la probabilidad condicional de no censura, p,
(P.1) p es tres veces derivable en [0, 00), con tercera derivada acotada.

sobre la funcién de distribucién, H,
(H.1) Existe to > 0 tal que H(tp) < 1 y H es cuatro veces derivable en [0, o], con cuarta derivada
acotada. Ademds, existen 6 > 0y €,0 < € < tg, tales que H'(t) = h(t) > 6, Vt € e, to].

sobre las ventanas by = by(n) y b = by(n),
(V.1) by — 0,nbf — co y nb} = O(1), cuando n — oo.
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(V.2) Las sucesiones de ventanas by y by tienen el mismo orden asintético, es decir,
— =a+o(l), para cierto a € (0,00).

Se supone en lo sucesivo que ¢ es un punto del intervalo (e, ).
Los seis lemas siguientes se necesitan como paso previo a la obtencién de sendas representaciones
asintéticas de los estimadores )\WLNW( ) )\RRNW( ) )\WLLL( ) )\RRLL( ) y )\TWP( )

Lema 3.2.1 Bajo las condiciones (K.1), (H.1) y (V.1) se tiene que

Awn () = A (t) = An +op (n~1/2; /%) (3.6)
donde se ha definido
I~ Ky, (t—Tp)
Ap=—) —2——— —Ag(t). 3.7
Ademds,
E[A,)] = b TN () + o (b3) (3.8)
Y
cx  Au(t) —1;-1
A = K _ZHY) . .
Var[Ay) nbll—H(t)+0(n brt) (3.9)

Demostracién. Considérese la siguiente linealizacion de Ay (t),

N I~ Ky (t-T)  1q~_ Ky (t=T) (Ha(Th) — H(T})
Awp(t) ==y —A———  — . (3.10)
wE ngl—H(TiH—% n;(l—H T)+1) (1-H(T)+12)
Como, con probabilidad 1,
L= Hu(T) 45 = 1= HT) 4 - — (Ha(T) ~ H(T) 2 1~ H(T) + = ~ | Ho(T}) — H(T,)|
1

> 1= H(T)+ = — | Ha— Hl

1/2
wa—mu—0<cﬁ%ﬂ) ) s,

se tiene que, a partir de cierto n,
11 1
1—Hn(Ti)+—Z§ 1-H(T;)+ - c.S.
n

Ademads, es sabido que

|Hn — H| o, = Op (n’m) : (3.11)
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Por tanto, para el segundo sumando de (3.10) se verifica

n

1 Kl(t_j—li) —-1/2
< <%;(1—;{(Ti)+l)2) Op (n /). (3.12)

n

Lyn_Ky (= 1)) (Hu(T) = H(T)
n (1- Ho(T) +5) (1 - H(T) + 3)

n

%, siendo [ € N.
Kb1 (t — Tl) _ /OO Kb1 (t — SL’) h(SL’) do
l l
(1-H(T) +3) 0 (1-H(z)+3)
/% K (1) h(t — bix1) o
—L (1 — H(t — bl$1) + %)

n
A continuacién se estudia la esperanza y la varianza de + Z

E = F

l . Kbl (t_Ti)
“;<1—H<Ti>+l)l

n

donde se ha efectuado el cambio de variable t;—lm = x1. A partir de cierto n, se tiene by < %, de modo
que

n

E [%Z Ky, (¢ — Tz)l

SOQ-HT)+ 1)

:/L K (1) h(t — biay)
L(1—H(t—bz) + 1)

Teniendo en cuenta que para todo u tal que H(u) < 1

S Bt >%>Z<H>’_1 ot

como se puede comprobar mediante un desarrollo de Taylor de f(xo + x) = (zo + x)l en xg, donde
xg =1— H(u), y definiendo para [ € N

h(z)
T AT H@) 3.14
@) (1- H(g;))l ( )
se tiene que, para by < t/\(tgft)’
1 — K (t—T: L .
S (- H(T) + 5) —L
Mediante un desarrollo de Taylor de ¢;(t — bix1) en ¢ es inmediato obtener
1 n Kb (t — ,I'Z) 1 9 ) 3
e : — t) + 2Bl (6) + 0 () + O(n ). (3.15)
”;(1—H(z})+%)’ g KL (o)

En cuanto a la varianza,

1 - Kb1 (t — T)
Var |—
nz; (1— H(T) + 1)
= lVar Ky, (t—T1) -
n (1—H(Ty) +1)
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2
_ lE Ky, (t—T1) 1 > Ky, (t—T1)
n (1— H(T1) + 1) n (1— H(Ty) + 1)
y
2
5 Ky, (t—T1) B /°° Ky, (t—2)"h(x) |
1)/ - 24
(1-H(T)+1) o (1-H(x)+1)
_ 1 /L K (z1)° h(t — bys)
b1 )L (1 — H(t — b1.%‘1) + %)2l
donde se ha efectuado el cambio de variable t;—f = x1 y nuevamente se ha considerado b; < %

Empleando (3.13), la definicién de ¢; y un desarrollo de Taylor, se tiene

1 /L K (21)? h(t — byx1)
by J_L (1—H(t—b1.§1)1)+ L

n

1 [E 1,
)2ld3:1 =5 /_L K (21)% oo (t — by )dzy + O (n 1 1)

= %ﬂ(w +0 b+ (3.16)
1

De (3.15) y (3.16) se concluye que

lew Ky (t—T, t t
Var _Z by ( ) | = iy (t) +0 (71 + 0727 = cxea(t) +o(n '), (3.17)
né— (1 — H(T}) + %) nby nby
Por tanto, aplicando la desigualdad de Tchebychev,
I~ Ky (t-T, -
-y h (t=T) .= 0(1) + Op (n_1/2bl 1/2) = 0p(1) (3.18)
1

i (1_H(Ti)+ﬁ)

y tomando [ = 2 y volviendo a (3.12) y (3.10), se obtiene (3.6).
Por fin, se obtiene (3.8) y (3.9) teniendo en cuenta los resultados (3.15) y (3.17) para | = 1, que,
por (V.1), nb? — oo y que, segin (3.14), o; = Ay y @y = li—HH |

Lema 3.2.2 Bajo las condiciones (K.1), (H.1) y (V.1) se tiene que

Nrr(t) — Ar(t) = By + op (n—l/Qb;l/Q) (3.19)

donde se ha definido
__hw)
B, = T H () — Ag(t). (3.20)
Ademas,
1, W) 2

Y

Var B,] = L _cxh(t) 5 +o (nilbl_l) . (3.22)
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Demostracién. Procediendo con Agg(t) como se hizo con :\\WL(t),

N _ _1
Arr(t) = h(t)(t) (1 + Ha(t) — H(t) l”)

1—H 1— Hy(t) +

donde ﬁ(t) denota el estimador de Parzen-Rosenblatt de la densidad de T,

1 n
:—E Ky, (t—=1T;).
n<
=1

Como es bien conocido,

lo que permite establecer que

Snlt) — IL};() (1+0p (n17))

y obtener asf la representacién asintética (3.19).
Los resultados (3.21) y (3.22) son consecuencia inmediata de las conocidas propiedades del esti-
mador de Parzen-Rosenblatt. m

Lema 3.2.3 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (V.2) se tiene que

paw () —p(t) = Cp (1 +0p (1)) (3.23)
donde se ha definido
1 n
= gy 2o ¢ = 0 61900 (3.24)
Ademds
B (0] = B (500 + =) 0 9) (3.25)
Y
Var [Cy) = nibz CKp(t)]E(lt)_ PO) 4 o (n1y7) (3.26)

Demostracién. Definiendo ¥(t) = p(t)h(t), ( ) = %Z , (t —T;) 6; y denotando por h( ) el

estimador de Parzen-Rosenblatt de h(t), se tiene

pnw (t) — p(t)
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_ D) —h@p(t) () — h(B)p(t) h(t) — h(t)
h(t) h(?) h(t)

_ ) —hpt) (| hE) )
h(t) h(t)

El resultado (3.23) se deduce inmediatamente teniendo en cuenta la conocida propiedad del estimador
de Parzen-Rosenblatt

A(t) — h(t) = Op (b% + n-l/zbgw) ,

las condiciones (V.1), (V.2) y que h(t) >0
Respecto al resultado sobre la esperanza de C,, dado por (3.25), es sencillo comprobar mediante
desarrollos de Taylor y para by < % que

ElC] - ﬁmﬁm (t—T1) (61 — p(t)))

_ L /°° K, (t — ) (p(x) — p(t))h(z)dx
_ / K (21) (p(t — byx1) — p(£))h(t — by )dary
= s (00 + ) 40 03),

Andlogamente,

Var[Cy] = nhi()vmxbz( ~T1) (81 - p(t)))
_ #@)E (K, (¢~ 1) (81— p(0)))?)

e B (o (= 1) (61 = p(0).

Ahora, mediante desarrollos de Taylor y una vez més para by < &,
B [ (=T @1 =p0))?] = [ K (6= ) (o)1 = 2000)) + p(0) bl
_ / K (1) (p(t — baa1) (1 — 2p(t)) + p(£)2) At — by1)day
- L LK<x1>2da:1p<t><1 — p(O)h(1) + 0 (55Y)

de donde, teniendo en cuenta también (3.25), se obtiene el resultado (3.26). m
Se da en el lema siguiente el orden de la covarianza de A, y C,

Lema 3.2.4 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (V.2) se tiene que

Cov[An,Cp] =0 (n"). (3.27)
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Demostracién. Tras algunos célculos, se tiene

I O D), =S K (- T (51— (1)
n~1-H(T;) + nh(t) 4

_ 1 Cov [ Ky, (t —T) Ky, (t —T1) (61 —p(t))]

Cov[A,,C,] = Cov

nh(t) 1—H(Th) + %
_ L o | Ky (=T K, (= T1) (61— p(t)
nh(t) 1—H(T)+ 1
1 Kbl (t - Tl)
_nh(t)E [1 “H(T) + L E Ky, (t = T1) (61— p(t))]- (3.28)

Respecto a la esperanza del primer sumando,

A T1>Kb25 = T o —p(t))]
- [l ) Ky () 0) ) ),
— H(z)+2
1 P E@E 0%)wtbwn p(O) e~ b))
~ n). 1~ H(t—bzy) + L !

donde se ha efectuado el cambio de variable tb_—lx = 21 y se ha considerado b; < £. Empleando (3.13)

y la definicién (3.14) de ¢;(x), se tiene para by < W,

Ky, (t —T1) Ky, (t —T1) (61 —P(t))]

E
1—H(Ty) + 1

(/ K (z1) K <ﬁm)(mt—mxg—punwdp-m@ymy+00f%;5.

Mediante expansiones de Taylor de p(t — bix1) y o (t — biz1) en t, es inmediato mostrar que

E

1—H(T)+ 5

b z1b1 b1

_ ﬁ
_0b2,

pues, por (V.1), nb; — oo. Por tanto, en virtud de (V.2),

f%@—ﬂﬂ%@—ﬂN&—Mm]

K, —-T) K —T; —
g [Bu =T Ky =Ty —p)]
— H(Tl) + =
y empleando este resultado en (3.28), teniendo en cuenta ademds que E [%} = 0(1) y

E[Ky, (t —T1) (61 — p(t))] = 0 (b3), se obtiene (3.27). m
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Lema 3.2.5 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (V.2) se tiene

prr(t) —p(t) = Dp (1 +0p(1))
donde se ha definido

1
252

w2 1wi(t) (6: — p(1))
Pn = fich(t)? ’
wi(t) = Kt —1;) (sn2(t) — (¢ = Ti)sna(t))

M=

y las funciones sy j,j = 1,2, fueron definidas en (3.2).
Ademds,

1
B(Dy] = 50k (1) +0 (1)

Var [Dy] = (L cxp(t)(1 —p(t))) +o (nilbz_l) '

nbg h(t)
Demostracién. Para obtener una representacién asintética de
n
> wi(t)6i
i=1

pro(t) = =

Sowi(t)
i=1
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(3.29)

(3.30)
(3.31)

(3.32)

(3.33)

cuyo término dominante esté linealizado, es necesario abordar el estudio de la esperanza y la varianza

del denominador. Se tiene

n

> wit)

=1

E =nk [wi(t)]

y, de (3.31) y (3.2),

wit) = Ki(t-T) (ZszuzjtTj)? - <tTi>§ij2<tTj><tTj>>

= Kpy(t =T (Kot = Tj)(t = T3)° — K, (t = T)(t = Ty)(t = T))

= > K, (t — T) Ko, (t = Ty)(t — Ty)(T; — Ty)

Elwi(t)] = (n — 1) E[Ky, (t — T1) Ky, (t = To)(t = To)(Th — T2)] = (n — 1) My

donde se ha definido

My = E Ky, (t — T1) Ky, (t — To)(t — To)(T1 — T2)].

(3.34)
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Ahora,
M, = / / Ky (t — 1) Ky (t — t2)(t — t2)(t1 — t2)h(t1)h(t2)dt1dts
0

t t
by by
- R / : / " K (b)) K (1 Yton (21 — t11) Bt — botin)h(t — botar)dtirdton

t t—t t
L =114, b22 = t91. Para by < >

L L
M, = b%/ / K (t11)K (t21)to1 (t21 — t11) h(t — bat11)h(t — bator)dt11dta
— Buh(t? + 0 ()

donde a la expresion final se llega mediante desarrollos de Taylor de h(t — bat11) y h(t — bata1) en t.
Por tanto,

E Zwi(t)] = nb3ugch(t)? + O (n®b3) .
=1

n
En cuanto a la varianza de > w;(t),

Zwi(t)] = Cov Zwi(t),Zwi(t)]
i=1 i=1 i=1

— ZZCOU [w;(t), w;(t)]

i=1 j—l

= ZZZZOov [y, (t — T3) Ky (t — Ty)(t — T3)(T; — T3),

i=1j=1k=1[=1
Ky, (t — Ti) Ky, (t = T7)(t — T7)(Tr — 17)] -

Var

Se analizan a continuacién los términos M; j i, 4, j, k,l = 1,2, ...,n, definidos como

Mi7j7k7l = Cov [Kb2 (t - Ti)Kb2 (t - TJ)(t - TJ)(TZ - T?)v Kb2 (t - Tk)sz (t - Tl)(t - Tl)(Tk - Tl)] ’

teniendo en cuenta la cardinalidad del conjunto de indices {i, j, k, 1} .
Si f4{4,7,k,1} =3, hay tres casos, M12.13, Mi1231y Mi232, en los que M, ;;; no es trivialmente
nulo. Respecto al primero,

M3 = E [Kp,(t —T1)* Ky, (t — T2) Ky, (t — T5)(t — To)(T1 — To)(t — T3)(T1 — T3)] — M7
El primer sumando es
/ / / Ko (f— 11)2K, (£ — t2) Ky, (£ — 3)(t — £2) (b1 — t2)(t — t3)(t1 — £5)
Xh 751 tg)dtldtgdtg

2
/0 Kb2(t—t1)2 (/0 KbQ(t—tQ)(t—tz)(tl—t2)h(t2)dt2> h(ty)dt,
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L L 2
= b§/ (/ K (to1)to1 (tar — t11)h(t — bgtgl)dtgl) K(t11)?h(t — byt11)dt1
—L —L

;2“ =111, % = to1 y se ha supuesto by < % Mediante
desarrollos de Taylor de h(t — bat11) y h(t — batay) en t

2
/I; (/lj; K (ta1)t1(t21 — tan)h(t — 527521)617521) K (t11)?h(t — bat11)dt1y
= h(t)’cxpi + o(1),
y como M; = O (b3), se tiene
Mig13 = U3h(t) ek pde + o0 (b3) . (3.35)
Pasando a Mi 231,
Mia31 = E [Kp,(t — T1)*Kp, (t — To) K, (t — T3)(t — To)(Ty — To)(t — T1)(T5 — T1)] — M7
El primer sumando es ahora
/OO /oo /oo K (£ — )2 Ko, (£ — £2) Ko, (t — t3)(t — t2)(t1 — t2)(t — 11)(ts — t1)
Xoh(tlg)h(tgo)h(tg)dtldtgdtg

= /OOO /Ooo /Ooo sz (t - t1)2Kb2 (t - t2)Kb2 (t - t3)(t — t2)(t1 — t2)(t _ tl)(t?) _ tl)
xh(t1)h(ta)h(t3)dt dtadts

L L
= b%/ </ K (to1)(t21 — tin)ta1h(t — bzt21)dt21>
- \J-L

L
X (/ K(t31)(t11 — t31)h(t — b2t31)dt3> K(tu)Qtuh(t — bgtu)dtu
—L

donde se ha efectuado el cambio de variable & ;1 =111 = {91 = t31 y se ha supuesto by < L
Mediante desarrollos de Taylor de h(t — bat11), h(t — b2t21> (t — bgtgl) en t, se tiene

L L L
/ (/ K(to1)(t21 — t11)to1h(t — bztm)dtm) (/ K(t31)(t11 — ta1)h(t — b2t31)dt3>
L \J-L L
XK(tll)ztllh(t — bgtll)dtll

L
— ()P / K (w)2u2du + o(1)
L
y, por tanto,
L
Mysgy = b3h(t) g / K (u)*udu + o (3) . (3.36)
—L

En cuanto a M1232

Miogzo = E [Ky,(t — T1) Ky, (t — To)? K, (t — Ts)(t — T2)*(T1 — To)(T5 — Tp)| — M7
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siendo el primer sumando
o0 [e.e] o0
[ Bttt Kt = 12K = )t = 211 = )12 — )
o Jo Jo
><h(tl)h(tg)h(tg)dtldtgdtg

[es) %) 9
B /0 (/0 K’”(t_tl)(’fl—tz)h(tl)dh) K, (t — t2)%(t — t2)?h(ta)dts

L L 2
= bg/ (/ K(t11)(t21 — t11)h(t — bgtu)dt11> K (to1)%t3,h(t — boto1)dtay
—-L \J-L

donde se ha efectuado el cambio de variable & ;1 = 11, b = t91 y se ha considerado by < L Mediante

desarrollos de Taylor de h(t — bat11) y h(t — bata1) en t, se tiene
L L 2
/ </ K (t11)(ta1 — t11)h(t — b2t11)dt11) K (tg1)t3, h(t — botgy )dtn
~L
L
— Bt / K (u)2utdu + o(1)
-L
y, por consiguiente,
L
M3 = b3h(t)® / K (u)*u*du+ o (b3) . (3.37)
-L

Si {4, 4, k,l} =2, hay sélo dos casos no nulos, M 212y Miz221. El primero de estos es
Mg = E [Kp,(t = T1)* K, (t = T2)?(t — T2)*(T1 — To)*] — M7.

Con el cambio de variable % = t11, % = t91 y tomando by < %, el primer sumando es

/ / Ky, (t — t1)2 Ky, (t — t2)%(t — t2)2(t1 — t2)?h(t1)h(ts)dt1dts

= b2/ / K (t11)2K (t21)2t3, (ta1 — t11)?h(t — bot11)h(t — byta1 )dt11dta

por lo que
Mi212 =0 (b3). (3.38)
Andlogamente,
Mg = —FE [Ky,(t — T1)* K, (t — T2)*(t — Ty) (t — To)(T1 — T2)*] — M7

y el primero de estos dos términos es

_/000 /000 KbZ(t — tl)Qsz(t - t2>2(t — tl)(t — t2)(t1 _ t2)2h(t1)h(t2)dt1dt2

L L
= —bé/ / Ky, (t11)* Kb, (ta1)*t11to1 (tar — t11)?h(t — baty1)h(t — batay)dty1dtay
_rJ-L

= 0(1),
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b — ti1, tgf = t91 y se ha tomado by <

Mi21 =0 (b3).

Por fin, cuando #{i,j,k,l} = 1, es inmediato comprobar que el término Mj ;1 es nulo.

Reuniendo los resultados (3.35)-(3.39),

Zwi(t)

y, aplicando la desigualdad de Tchebychev,

Var = O (n®b3 +n’b3) = O (nb3)

Wsz = jch(®)? + 0 (1) + Op (071265 1%) = juyeh()? + op(1).
Por tanto, si se escribe
pach(t)? = g i)
7 Ywil)

24=1

]/)\LL(t) - P(t) = Dn + Dn

y se tiene en cuenta (3.40) y que h(t) > 0, se obtiene (3.29).
Respecto a la esperanza de D,

1

E[D,)] = ——
SR PRI

E (wi(t) (61 — p(t)))
y, de acuerdo con (3.34),

Ewi(t) (61 = p(t))]

- E Zsz(t—Tl)sz(t—Tj)(t—Tj)(Tl_Tj)(él_p(t))

7j=1
= (n—1)E[Kp,(t —T1) Ky, (t —T2)(t — T2)(Th — T2) (61 — p(1))]
= (n—=1)E[Ky,(t —T1) Ky, (t = T2)(t — T2)(T1 — T2) (p(T1) — p(1))] .
Definiendo
N1 = E [Ky, (t — T1) Ky, (t — T2)(t = T2)(T1 — 13) (p(T1) — p(1))],
se tiene

Ny = / b / T K (1 — 1)Ky (t — 1)t — 1) (01 — 1) (p(t1) — p(6)) h(t0) (1)t
0 0
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%. Por tanto,

(3.39)

(3.40)

(3.41)

L L
= b3 / / K (t11) K (ta1)to1 (t21 — t11) (p(t — bati1) — p(t)) h(t — bat11)h(t — bator)dt11dta
—rJ-rL

=111 T = = t21 y se ha tomado b < 7
desarrollos de Taylor de p(t — bat11), h(t — bgtll) h(t — b2t21) en t, se tiene

Ny = —bip / / K (t11) K (t21)tor (t21 — t11) t11dtiidion

. Mediante
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+b4/ / K (t11)K (t21)t21 (ta1 — t11)
(tll <2p"( Yh(t)? + P ()W (t)h(t )) + tiatorp/ (1) (t)h(t)> dt11dtar + o (b3)
= st (5oner + v one) [ [ i K G
—b4/ / K (t11) K (ta1)t 15,0 ()R (t)h(t)dt11dta + o (b3)

= B (O + o0 () (3.44)

y, por tanto, (3.32).
En cuanto a la varianza de D,,,

Var|D,] = Cov[Dn,D]

— n4b4 5 h 4220011 w;(t) (6; — p(t)) , w;(t) (65 — p(t))]

zlyl

= n4b4 2h 42222 B.5,k,l

i=1j=1k=11=1

donde se ha definido

Nijri = Cov[Kp,(t —Ti)Kp,(t — T;)(t = T;)(T; — Tj) (6; — p(t))
Ky, (t — Tie) K, (t — T1)(t — T1)(Th, — T1) (6 — p(1))] -

Procede determinar el orden de Nj ;1 segin la cardinalidad del conjunto de indices {i, j, k,1} .
Si #{i,j, k,l} = 3, hay tres casos, Ni213,N1231y Ni232, en los que N; j k1 no es trivialmente
nulo. Respecto al primero de ellos,

N1727173 = E [Kb2 (t - T1)2Kb2 (t - TQ)sz (t - Tg)(t - Tz)(Tl - T2)
x(t — T5)(Th — T3) (p(T1) (1 — 2p(t)) + p(t)?)] — Ni.

El primer sumando es
/Ooo /0oo /Ooo Ky (t = £1)* K, (t — t2) Ky, (£ — t3)(t — t2) (1 — t2) (t — t3)(t1 — t3)
X (p(t1) (1 = 2p(t)) + p(t)?) h(t1)h(t2)h(ts)dt1dtadts

— /Ooo </0°° Ky, (t — to)(t — t2)(t1 — tQ)h(tQ)dtg) Ky (t — )2 (p(t2)(1 — 2p(t)) + p(t)?) h(tr)dty

L L 2
_ /_ ) ( /_ K (ta)tas (1 — )l - bgtgl)dtm) K(tn)?
X (p(t — bgtu)(l — 2p(t)) +p(t)2) h(t — bgtu)dtu

= t11 = 191 y se ha tomado by < 7. Mediante
desarrollos de Taylor de h(t — bata1), p(t — b2t11) h(t — bgtn) en t,

/_ LL < /_ LL K (ta1)tar (21 — t11)h(t — bgtgl)dtm)z Kt
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X (p(t — bgtu)(l — 2p(t)) + p(t)2) h(t — bgtll)dtu
= p(t)(1 = p(t)h(t) cxpk +o(1)

y, por tanto,
N3 =0b3p(t)(1 — p(t)h(t)*cxpi + o (b;’) . (3.45)
En cuanto a N123 1,

N1,27371 = F [Kbg (t — Tl)QKbQ (t — T2)Kb2 (t — Tg)(t — Tg)(Tl — Tg)
x(t —T1)(T3 — T1) (p(t1) — p(1)) (p(ts) — p(t))] — NT.

El primer sumando es

/OO /oo /oo Kb2 (t — t1)2K1)2 (t — tQ)KbZ (t — tg)(t — tg)(tl — tz)(t — tl)(tg — tl)
(p(ts) — p(8)) h(t2)h(ta)h(ts ) dtrdiadts
S / / / K (12)2K (t21) K (t31)t21 (21 — t11 tas (b1 — ta1) (p(E — botrr) — p(8))
X (Pt — bats1) — p(t)) h(t — byt )h(t — batar)h(t — batsr)dtrydtardisn

- o)

t—t t—t t—t ¢
ot = t1, b22 = 191, T;’ = t31 y se ha supuesto ba < .
Por tanto,

Nigs1=o(b3). (3.46)
Anélogamente, para Ni232

Nigsa = E[Kp,(t—T1)Kp,(t —To)* Ky, (t — T3)(t — T2)*(T1 — T»)
x(T5 — Ty) (p(t1) — p(t)) (p(ts) — p(t))] — Nt

y el primer sumando es

/ ) / N / T Kyt — 1) Kot — £2)2 Ko (¢ — t3) (¢ — 12)2(t1 — t2) (13 — 1)
(t3) — p(t)) h(tl)h(tg)h(tg)dtldtgdtg
= bg/ / / K(t11) K (t21)* K (t31)t3, (ta1 — t11) (t11 — t31) (p(t — bat11) — p(t))
( (t — b2t31) — (t)) h(t — bgtn)h(t — b2t21)h(t — b2t31)dt11dt21dt31
= o(b3)
t—to __

donde se ha efectuado el cambio de variable % =t11, 5 = to1, b2 = t31 y se ha supuesto by < L.
Por tanto, como en el caso anterior,

N1’2,372 =0 (bg) . (347)
Si#{4,7,k,1} =2, hay dos casos N1212 5y Ni22:1. Respecto a N1 19,

Nigi2 = E [Kp,(t = T1)? K, (t — T2)?(t — To)*(Ty = T»)? (p(T1) (1 = 2p(¢)) + p(t)?)] — NT.
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El primer sumando es
/ / K, (t — t1)?Kp, (t — t2)(t — t2)*(t1 — t2)* (p(t1)(1 — 2p(t)) + p(t)?) h(t1)h(t2)dt1dts

— bz/ / K (t11)? K (t21)*t31 (t21 — t11)? (p(t — bat11) (1 = 2p(t)) + p(t)?)

Xh t— bgtn)h(t — b2t21)dt11dt21
= 0(h)

o=ty % = t91 y se ha tomado by < % Por tanto,
Ni212=0 (b3). (3.48)
Respecto a N1 221,

Nigoq = —F [Kp,(t — T1)? K, (t — T2)*(t — T1)(t — To)(Th — T2)*(p(T1) — p())(p(T2) — p(t))] — Nt.

El primer sumando es

— /Ooo /OOO Ky, (t —t1)2 K, (t — t2)*(t — t1)(t — t2)(t1 — t2)?
x(p(t1) — p(t))(p(t2) — p(t))h(t1)h(t2)dt1dts
L L
= —b%/ / K(t11)?K (ta1)*t11t21 (t21 — t11) (p(t — bat11) — p(21))
—LJ-L
X (p(t — b2t21) — p(t))h(t — bgtu)h(t - bgtgl)dtudt21

= o)

o=ty t;f = t91 y se ha tomado by < % Por tanto,
Nig21=o0(b3). (3.49)

Cuando #{i,j,k,l} =1, es inmediato comprobar que el término Ni ;11 es nulo.
Reuniendo los resultados (3.45)-(3.49) y teniendo en cuenta que, de (V.2) y (V.1), nby — oo, se
obtiene (3.33). m

Lema 3.2.6 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (V.2) se tiene

Cov[Ap,Dp] =0 (n71). (3.50)
Demostraciéon. Se tiene
B I~ Ky (t=T) 1 ”w‘ o
Cov[An,Dy] = Cov [gzm Mg (t), PR (D )2; i(t) (6 P(t))]
K T;
- ngbzﬂ i ZZC [—”1 BT o J<t><6j—p<t>>]

n3b2,uKh £)2 ZZZN 6.5,k

i=1j=1k=1
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donde se ha definido

Kbl( — )

T T (= T Kinlt = Tt =TT = Ti 6 —p<t>>] .

Nijr = Cov[

Se estudia a continuacién el orden de los términos IV; ;  segtin la cardinalidad del conjunto de indices

{i,5,k}

Cuando #{i,j,k} = 2, deben considerarse los casos Ni12 y Ni21. Respecto al primero de ellos,

Niip = FE

Ky, (t —T1) Ky, (t —Th) K, (t = T5)(t — T2)(Th — T3) (61 — p(1))
—H(T) + 5

Ky, (t —1T1)

donde Nj se defini6 en (3.43). El primer sumando es

//1_ H(t +1Kb1(t_tl)sz(t_tl)sz(t_tQ)(t_tQ)(tl—tg)

n

1
(t)) h(t1)h(t2)dt1dts

1 751151> <t21b1>
/ /L 1— H(t —bity1) + 5 (bu1) ( ba bo 21(fa1 = t11)
( t B bltll) (t)) h(t - bltll)h(t - b1t21>dt11dt21

donde se ha efectuado el cambio de variable = tl = t11, % = to1 y se ha tomado b; < % Ahora, para
by < t/\(to t)
t11b1 to1b1
K (t11) K K| —=)to1(tog — ¢
/ /L1— (t_bmm_ (tn) (b ) <b2>21<21 1)
t — blt11> t — b1t11>h(t — bltgl)dtndtgl
b4 t11b tor1b
= -2t / / K (t11) K A0 k(2 torti1(ta1 — tin)dtindta
b by b2

o (l’f) Lo ( bgn> (3.51)

donde se ha tenido en cuenta (3.13), la relacién Ay = % y se han realizado desarrollos de Taylor de
p(t — bltn), )\H(t — bltn) y h(t — b1t21) en t. Por otra parte, de (38),

E[ K, (t = T})

[T | = a0+ SN (e) +0 () + O(n )

y, como se probé en (3.44),
1
Ny = b%ip”(t)h(t)%%( +o0(b3) =0 (b7).

Por tanto, teniendo en cuenta que la integral del primer sumando de (3.51) es nula, las condiciones
(V.2) y (V.1), se tiene

Nigg=o(b3). (3.52)
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Ansdlogamente, para Ny 1,

Ky, (t =Th) Ky, (t = T3) K, (t = T1)(t = T1) (T2 — T1) (62 — p(t))
1—H(T)+1

Nip1 = E

1,

Ky, (t—Ty)
B [ — H(T1)+ 2

siendo la primera esperanza

//1_ t+1Kb1(t—tl)Kbg(t—tz)sz(t—tl)(t—tl)(tz—t1)

n

— p(t)) h(t1)h(t2)dt dts

1 t21b1> <t11b1>
/ /L 1— H(t —bity) + + (f11) < bo bo 1t = ta1)
X (p(t = bitar) — p(t)) h(t — b1t11>h(t — bytgr )dty1dta

donde se ha efectuado el cambio de variable &2 = t11, It — ¢y, y se ha tomado b; < <. Si ademds
by N T
by < t/\(to t)
2101 t1101
t11) K K t11(t11 — ¢
/ /Ll— t—bltn)-i-— K () <b2> <b2>11(11 21)
(t — bltgl) t — bltll)h(t — bltgl)dtlldtgl
b4 to1b t11b
= bgp / / K (t11) K < 2b12 1) K ( 1()12 1) tort11(t1n — to1)dtiidta

o (’;) ‘o ( bgn) (3.59)

donde se ha tenido en cuenta (3.13), la relaciéon Ay = % y se han realizado desarrollos de Taylor de

p(t — bit11), Agr(t — bit11) y h(t — biter) en t. Por tanto, teniendo en cuenta que la integral del primer

sumando de (3.53) es nula, las condiciones (V.2) y (V.1) y los resultados (3.8) y (3.44), se tiene
N17271 =0 (b%) . (354)

Es evidente que Ny 11 = 0, por lo que reuniendo los resultados (3.51) y (3.53) se obtiene (3.50). m
__ En los teoremas siguientes se dan representaciones asintéticas de Ay, Nw (), Arrnw (t), Aw Lo (t),
ArrrL(t) v Arwp(t), respectivamente.

Teorema 3.2.1 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (V.2) se tiene
Awaw (£) = Ar(t) = Xwraw(t) = Ar(t) + op (n71/26;/7) (3.55)

donde se ha definido

Awnw (t) ;Zl (Kbl Tz; f(%t) + Ke, (¢ I TZ};?;)_ p(t))) ' (3.56)
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Ademas,

B s ()] = Ae(e) + 0 (N8 + 23 (0 (0)+ 2 (N 0) = A0 (1) ) +0 ()
(3.57)

Var s ()] = - S0 60 (+t—)a<1 a3 10)) - (3.58)

Demostraciéon. A partir de la siguiente descomposicién de XW nw () — Ap(t),

AwLnw () = Ar(t) = Awrl(t mW() A ()p(t)
= ()()‘WL() A (t)) + Am(t) (pvw (t) — p(t))
+Awr(t) — A(1) (Baw (t) — p(1))

se obtiene (3.55) empleando las representaciones asintoticas de Ay, (t)—Ag () y Dyw (£)—p(t) dadas en

los lemas 3.2.1 y 3.2.3, respectivamente, teniendo en cuenta que Ay yw (t) = p(t) Ap+Ag (£)Cr+Ap (1),

donde A, y C,, se definieron en (3.7) y (3.24), aplicando la desigualdad de Tchebychev a A, y C,

baséndose en los resultados (3.8), (3.9), (3.25) y (3.26) y suponiendo (V.2) y que, por (V.1), nb{ — 0.
El resultado (3.57) se deriva inmediatamente de (3.8) y (3.25), teniendo en cuenta que

P _ (3wt ) 0

y la condicién (V.2)
Por tdltimo, como.

Var [Awrnw(t)] = p(t)*Var [Ay] + Ag(t)*Var [Cp] + 2Xu(t)p(t)Cov [Ap, Cy
se obtiene (3.58) a partir de los resultados (3.9), (3.26) y (3.27), teniendo nuevamente en cuenta (V.2).
|

En el teorema siguiente se da una representacién asintética para XRRNW(t) — Ap(t).

Teorema 3.2.2 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (V.2) se tiene

Arrnw () = Ap(t) = Awoyw (t) — Ap(t) + %b%uK (Arr(6)? = 8Ny (1)) Aur(Dp(t) + op (n~"/20717%).
(3.59)

Equivalentemente, definiendo

_ — 1

ArrNw () = Awrnw (t) + §b%/~LK (Au(t)* = 3N (1)) Au(t)p(t) (3.60)
donde \wrnw(t) se definié en 3.56, se tiene

/)\\RRNW(t) — )\F(t) = XRRNW(t) - )\F(t) +op (nil/zblilﬁ) . (361)
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Demostracién. Considérese la siguiente expresién expandida,

ArrNW(t) = AF(t) = Awrinw(t) — Ap(t) + E [By — An] Paw (t)
+ (Arr(®) = Awe () = E [By — An]) Bvw (1) (3.62)
donde A,, y B, se definieron en (3.7) y (3.20), respectivamente.
Aplicando la desigualdad de Tchebychev al término C), definido en (3.24) de la representacién

(3.23), pnw (t) — p(t) = Cp (1 4+ op (1)), empleando las expresiones para E [Cy] y Var[C,] dadas en
(3.25) y (3.26), respectivamente, se tiene

Prw (t) = p(t) + Op (V3 + /20, /*). (3.63)

Por otra parte, de acuerdo con (3.8) y (3.21), se tiene

B 1B, — Al = 30 (Tggr ~ V(D)) +0 03). (3.64)

por lo que, teniendo en cuenta (3.63) y (3.64), se tiene para el segundo sumando de (3.62)

hl/ (t)

ToHD )\llél(t)) p(t) +op (b3) + Op <b% (b% n n—1/2b1—1/2))

. 1
B (Ba — Aul v (8) = 580
y, por (V.1) y (V.2),

hl/ (t)

E[B, — An) pyw (t) = %b?uK (1_—H(t)

- A’,’,(t)) p(t) + op (n—1/2b;1/2) : (3.65)
De acuerdo con (3.6) y (3.19), para el factor entre paréntesis del tltimo sumando de (3.62) se verifica

Arr(t) — AwrL(t) — E[Bn — Al = Arr(t) — Am(t) — (XWL(t) ~ /\H(t)) — E[Bn — Ay]
— Bp— Ap— E[Bn — Ay +op (n—1/2b;1/2) .

Como
o [ B (1= T1) (H(t) - H(Th) + 1)
1-H(T) + 1
_ /°° Ky, (t—x) (H(t) —H(:E)Jr%)h(:v)dx
0 1—H(x)+ +
B /L K (1) (H(t) — H(t — biz1) + L) h(t — bm)d
N _L 1—H(t—b1x1)+% o

L
- /_L K (21) (H(t) — H(t — b)) @y (f — bras)dat + O(n)

= e (WA + 57 O01(0) +0() + 0

= 0(4)
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Ky, (t—T1)* (H(t) — H(Ty) + +

163

2

d

(1 — H(Th) +

1

%)

1

n

)? ()

1

[t o) (H(t) — H(z) +
0 (1-H(z) +

dx
1

2

2 h(t — bll‘l)

b ) p

O(b1)

donde, para las dos esperanzas anteriores se ha efectuado el cambio de variable

/L K (1’1)2 (H(t) — H(t — blili1> + %)

L
. / K (a)? 01

dx
1 1
n

(1—H(t—biz1) +

)2

t) — H(t — bia1))? @o(t — bizr)day + O (n~1b7?)

L
b1 / K (z1)? 22dx W (1) %0,(t) + O (n~'orh)
-L

t—x

5, = %1, se ha

considerado b; < %, se han realizado desarrollos de Taylor de H(t—bix1) en ¢ y se ha tenido en cuenta
(3.13) y que, por (V.1), nb? — oo, se tiene

Var[(B, — A, — E[B, — A,]]

y, por tanto,

Por consiguiente,

Var B, — Ay
1Ky (t=T) (H() — H(T) + 3)
v nZ (1—H(1) (1-H(T) +3)
1 [ Ee (6= T) (H() — H(TW) +5)
n(1— H(t)? 1— H(Ty) + 2
| (E [Kbl (t=To)* (H(t) — H(Ty) + 1)’
n(1— H(b)? (1-H(Ty) + 1)?
([ =T (1w - H(r) + 5T
1—-H(T)+1
O(nilbl)
By — An — E By — Ay] = Op (nfl/%}/?) .
rr(t) = Awi(t) = BBy — Ay] = Op (n7/25;°) (3.66)
(3.67)

(Ara(t) = Awe(t) = E[Ba = Aa]) aw (t) = Op (n™/261/%) 0p(1) = op (n=/207 %),

y se obtiene el resultado (3.59) inmediatamente a partir de (3.65) y (3.67) teniendo en cuenta que

h”(t)
1_H{@)

Nir(t) = (A (t)? = 3N (1) Au(b).
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Al resultado (3.61) se llega a partir de (3.59), con sélo considerar la representacién (3.55) del teorema
3.2.1y laAdeﬁnicién (3.60) de Arrnw(t). m
Para A\ywrrr(t) se tiene el teorema siguiente.

Teorema 3.2.3 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (V.2) se tiene

Awrzr(t) = Ar(t) = Awrrr(t) — Ap(t) + op (n_l/zbflﬂ) (3.68)
donde se ha definido
< IR, (T —p(t))
Awrrr(t ﬁ; " H(T, + T nQbQZuKh —H{)) (3.69)
y w;(t) se definid en (3.31).
Ademas,
B Bowsan(®)] = Ar(t) + gt (Na(onte) + 20 ) 0 02) (3.70)
Y
Var [opns 0] — L SEA (000 00) + a0 =p0) _ 1oy o

nb1 1-H (t)
Demostracién. Partiendo de la siguiente descomposicién de Ay rz L(t) — Ap(t),

AwrLrr(t) = Ar(t) = p(t) Awr(t) — A (1) + Am () Bro(t) — p(t) + Qwr(t) — Aa(t)) Bro(t) — p(t)

se obtiene (3.68) empleando las representaciones asintéticas de WL (t) — Am(t) y prr(t) — p(t) dadas
en los lemas 3.2.1 y 3.2.5, teniendo en cuenta que A\ rrr(t) = p(t)An + A (t) Dy + Ap(t), donde A, y
D, se definieron en (3.7) y (3.30), aplicando la desigualdad de Tchebychev a A, y D,, baséndose en
los resultados (3.8), (3.9), (3.32) y (3.33) y teniendo en cuenta las hipétesis (V.2) y (V.1).

El resultado (3.70) sobre E [AwrrL(t)] es consecuencia inmediata de (3.8), (3.32) y (V.2).

Por ultimo se deduce (3.71) directamente a partir de (3.9), (3.33), (3.50) y (V.2). =

Partiendo de la representacién anterior, el teorema siguiente da una representacién para Arrrr(t).

Teorema 3.2.4 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (V.2) se tiene

}\\RRLL(t) — )\F(t) = XWLLL(t) — )\F(t) + %b%uK ()\H(t)2 — 3)\}1(15)) )\H(t)p(t) +op (n—1/2b1—1/2> .
(3.72)

FEquivalentemente, definiendo

— — 1

ARRLL(t) = AwrLrL(t) + 5@#1( (A () = 3N (1)) A (t)p(t) (3.73)
donde \wrrr(t) se definié en (3.69), se tiene

NrrLL(t) — Ap(t) = Nrrrr(t) — Ae(t) + op (nfl/%;l/ 2) . (3.74)
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Demostraciéon. Expandiendo la diferencia /):RRL L(t) — Ap(t), puede escribirse

ARrrL(t) = Ar(t) = Awrrr(t) = Ap(t) + E [By — A Pro(t)
+ (Arr(®) = Awp(t) = BBy — Au]) ra(t) (3.75)
donde A,, y B, fueron definidas en (3.7) y (3.20), respectivamente.
La desigualdad de Tchebychev aplicada al término D, definido en (3.30), de la representacién

(3.29), empleando las expresiones para F [Dy] y Var[D,] dadas en (3.32) y (3.33), respectivamente,
permite obtener

Pru(t) = p(t) + Op (B3 +n 12052 (3.76)
Por otra parte, como se probé en (3.64),
1 h"(t
E[B, - A, = 51@1{ (1_# - /\Zl(t)> +o0(b7). (3.77)

Por tanto, de (3.76) y (3.77) se tiene

B (B, A s (0) = gt (g — M) o0) -+ 0p () +Op (17 (1407172777
y, por (V.1) y (V.2),
B 1B, - A puslt) = 5 (Toggps — M) o)+ op (7). (a7)

Igualmente, de acuerdo con el resultado (3.66) obtenido en la demostracién del susodicho teorema,
Arr(t) = Awp(t) = B [By — Ay] = Op (n71/251/%) |
con lo cual
(Ara(t) = Awe(t) = E[Ba = An]) Brit) = op (n721%). (3.79)

Sustituyendo las expresiones (3.78) y (3.79) en (3.75) y teniendo en cuenta que

h/l (t)

ToHD N () = (A (t)? = 3N (£)) A (t)

se obtiene (3.72). Finalmente, se obtiene (3.74) de (3.72) considerando la representacién (3.68) del
teorema 3.2.3 y la definicién (3.73) de Agrrr(t). W
Termina la seccién con un resultado similar para Ay p(t).

Teorema 3.2.5 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (V.2) y para I = (g,19) se
tiene

Arwp(t) — Ap(t) = Arwp(t) — Ar(t) + op (b% + ”71/25171/2) (3.80)
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donde se ha definido

_ K (6= ) (V) + 9(T) — T)R(T)) LT € 1)
Arwp(t) = Ei:l =T + 1) aT) : (3.81)
P(t) = p()h(t)
W) = S K (- T,
i=1
Ademds,
B Rrwn(] = Ar(0)+ gt (Ma(tpo) + 2000/ 0) + ()"0
2z (a0 (0)+ 2 000 = Au0) (0) ) +0 1) (352
4
_ L A . b . 2
Var Arwp(t)] = T 1 H{) (p(t)cK—l-(l p(t)) /L(1+a (/ K(u)K (v —ua) du) dv)
+o (n b t) . (3.83)
Demostracién. En (3.5) se dio para Ay p(t) la expresion alternativa
N I Ky (-T) pvw(T)UTi € 1) | 1Ky, (0= T3) 6:1(T; ¢ 1)
Arwp(t) = —Z 1~ Ho(T) + gz | H.) L (3.84)

i=1 =1

Es fécil demostrar la despreciabilidad asintética del segundo término de la representacién (3.84) de
Arwp(t), respecto al primer término. Para ello, definase a = (tg —t) A (¢t — ¢). Claramente, a > 0.
Para i = 1,2,...,n, si 1(T; ¢ I) = 1 entonces |t — T;| > a, por lo que a partir de cierto n tal que
by < 2, se verifica =1 > K, (t—T;)=0 Koy CT)SLTED _ ) Por otra parte, si 1(T;¢1)=0
1 L b1 ) by 1) — y 1*Hn(Ti)+% - Y- p ’ ) -
Ky, (t—T,)8,1(Ti ¢ 1)
1 Hy (T, )+—

Sn=12 Z Kbllt Higi ;(T 1) o5 nula con probabilidad 1.

entonces, obviamente,

= 0. De todo ello se deduce que a partir de cierto n la sucesién

Respecto al primer término de (3.84), linealizando su denominador y empleando la siguiente
descomposicién de pyw (t) — p(t)

30— hwp) Pvw(®) —p0) (R0 - h()

pyw (t) —p(t) =
se puede dar la siguiente representacién para dicho término

(T; € 1)

Ky, (t = T;) pyw (T3)1
=1 +J+J3+J 3.85
Z H(T)—}-% 1+ J2+ J3+ Js ( )
donde se define
j = IS (=T pIT e D)
1 [t 1_H(Ti)+% ’
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)
Bl (1— H(T:) + 1) W(T;

1 & Koy (6= 1) (Brw (T3) — p(T3) (R(T3) = W(T)) LT € 1)
BT 7;1 (1— H(T,) + 1) h(T) ’

LK (0 ) o (B) (o () —~ HO) WT € 1)
n )

i=1

Ju =

Para Js se verifica que

[Js| < sup [prw (t) — p(t)| sup [h(t
tel tel

~ .1 Ky, (t —1T;)
S t t)|sup |h(t) — h(t)| 671=) —2A———1_
sup [P (1) = p(t) sup [(¢) — h(1)] n;pmmﬁ

’_ Kb1 ) (T € I)
TJ +3) h(T3)

IN

donde, por § > 0 se denota una cota inferior para la densidad h en el intervalo I. Por tanto, teniendo
en cuenta los teoremas 1.2.1-1.2.2 y (3.18),

B 1 1/2 3 1 1/2 3
Js = Op (n‘l/le 12 <log E) ) Op (b% 42 (log b—l) Op(1) = op (b% +n" 12, 1/2)

siendo suficiente para obtener el orden dado en la tltima igualdad que nb? — oo, lo que se verifica
como consecuencia de la condicién (V.1). En efecto, si nb? — oo, entonces

_ 1/2 _ 1/2
(b% +n12p] 1/2 (log %) ) n1/2p; 1/2 <log %)
b2+ n—1/26; 1/
—1/2
(b% (log %) / + n‘1/2b11/2> 71—1/21)171/2 log % B2 1op L
_ _ —1/2;,—1/2 Iy 1 1087
= _1/2 = O n bl log -— = O —1/2
b3 + n=1/2b] by (nb?)

= o(1),

puesto que \/_log = — 0.
En cuanto a J4,

ap |Ha(1) ~ H(O) LKy (= T) v (T1T; € 1)

J.

| J4| 1— H(to) pa 1 — Ho(T;) + L
sup |H,(t) — H(t n
teg)l (t) ()Ilz Ky (1 —T)

Ahora, si se recuerda que, como se mencioné en (3.11),

sup |H,(t) — H(t)] = Op <n*1/2)

tel
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K T,
—1 ;}1 (T)fl coincide con la definicién del estimador )\WL, para el que de acuerdo
N I

con (3.6), (3.8) y (3.9) se verifica Ay p, = Op(1), se tiene
Js=Op ( 1/2> =op <b2 + n_l/zb_1/2>

donde, en la ultima igualdad, se ha tenido en cuenta la condicién (V.1).

De los resultados anteriores, observando que Arwp(t) = Ji + Ja2, se obtiene (3.80).

A continuacién, se consideran los términos J; y Jo que forman parte de Ay p(t). La esperanza
de Ji es

n
y que el factor + Z

K 1Ty el o Ky, (t—t1) p(ta)h(t
Bl - B[ Ml TN ED) [ Kt ,
l—H(Tl)—l-E e l—H(tl)—f—;
t—e
T K (tu) p(t — bitan)h(t — bit) /L .
= dti; = K (t11) Ap(t — bit11)dt11 + O
/%1 1— H(t —bityy) + % u= [ K)Ar(t-bitn)dh +0®™)
1
1
= Ap(t) + Sbiug (N (Op(t) + 2\ (0P (1) + Aa ()P (1) + o (07) (3.86)
donde se ha realizado el cambio de variable & b =t, se ha tomado b; < (o—t)A(t=e) t)L t E), se ha hecho uso

de (3.13), se han efectuado desarrollos de Taylor de la funcién Ap en ¢, se ha expresado A7 en funcién
de Ay (t),p(t) y sus derivadas y se ha tenido en cuenta que, como consecuencia de (V.1), nb? — oo.
En cuanto a su varianza,

Var|Ji] = %E [Kbl (t(l - I):I(; ; —)i_ l()j;l €l _ % (E [Ul])2
_ 1 [P Ky (=t p(t)?hlty) L )
B n/ (1—H(t) + 1) dtr = 2 (B[0])
1 %% K (t11)? p(t — bit11)2h(t — bit11) 1
b 1(11 —pH(t —1bin)+%)21 i = (B [)?
- M ). 5

nby (1— H{(t)

Respecto a J2, como

Ky, (¢ — T0) K, (T — T5) (65 — p(T3)) 1(Ti € 1)
ngZZ (1-H(T;) + L) n(Ty)

i=1j=1 n

Su esperanza es
n—1 | Ky (t—T1) K, (T1 —T3) (p(T2) — p(T1)) 1(T1 € 1)

Elh] = E [ (= AT + 1) ()

n—l/ /to Ky, (t—t1) sz(tl—tg)(

Si se efectiia el cambio de variable 54 = 17, 522 = to;
b1 ' by ’

n—1 bz

E[h] =

t11b
K (t11) (7521 - %) (p(t — bata1) — p(t — bit11))
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Xh(t — b2t21) (1

L(1+g) (L

1 -1
Xh(t — b2t21) (1 — H(t — bltn) + g) dt11dtor

n—1

169

1 -1
— H(t — bltn) + E) dt11dtor

(3.88)

donde en la iltima igualdad se ha tomado b; < w, by < % Estas condiciones sobre b;

y by garantizan que % > L (1 4 2_;

integral exterior de (—

el valor de K (to; — t“bl

Taylor de p(t — b2t21),

, lo que permite reducir el recinto de integracién efectivo de la

0, bi} a [—L (1 + b—1> , L (1 + z—;)] al anularse fuera de este ultimo intervalo
. Definiendo ¢ = 1_1 77, teniendo en cuenta (3.13) y realizando desarrollos de

(t — bit11), h(t — bato1) y C(t — bit11) en t, la integral de (3.88) es

PR (bros — basa) + =" (DRC(E) (b5J24 — b3 Jas) + P/ ()B' (£)((t) (b3 24 — bibaJas)

2

+p/ (OR(E)C (t) (brbaJ2s — bTJas) + o (b1 4 b2)*) + O(n™)

donde se ha definido

Jo1

J22

J23

Jog

Jos

Con el cambio de variable t17 = u, to1 —

Thy

t11b
K (t11) K <t21 — %) tordti1dtan,

tiidtiidian,

2
2
L1+ L
t11b
( b2>/ K (t11) K ( tor — —=— ) £3,dt11dta1,
7L<1+%32~) L ba
L1+ L
t11b
( b2)/ K(tn)K(th— = 1)t§1dt11dt21,
sy z
L(1+4% L
t11b1
( b2)/ K (t11)tn K <t21—L> tordt11dtan
—L(1+%) -L b2
t11b1 _

= v y dado que para u € [—L, L] se verifica

_L(1+2_;)_“_b1< LyL<1+b1)—%2L,setiene

ng_// _1_”_1 K () K

J22

L L
v) udvdu = / K (u) udu/ K (v)dv = (3.89)
~L ~L
uby b
by
* K (u) K (v) <u + v> dvdu
_uby ba
23
du/ K (v)vdv =0, (3.90)
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Lopr(ieg) - L L
Joz = / / \ . K (u) K (v) u?dvdu = / K (u) u2du/ K (v)dv = py, (3.91)
—LJ-L(143) -5 ~L ~L

_ubgy

Jog = / / ublK(u)K()(%—i—v) dvdu

L L
= / K (u 2du/ K (v)dv+ bl/ K(u)udu/ K (v)vdv
by J_L -L
/K du/ K (v)v?dv

— (b2 + 1) (3.92)
2
y
1+ —u b
J25 / / b1 ” N K (u) K (v) (ub_; + U> udvdu
+5 ) 5
/ / Y utdvdu +/ K (u udu/ K (v) vdv
_ txb (3.93)
bo

Por tanto, teniendo en cuenta (3.89)-(3.93),

BLR] = B (5hOF 060 + HOFOD) + 0 (O + ) + Ol

b 1
1(;1{ <§)\H(t)p"(t) + (Au(t) = Au(t)?) p’(t)> + o0 (b7) (3.94)
donde, en la iltima igualdad, se ha tenido en cuenta que

TR — (6) = A7) )

y las condiciones (V.2) y (V.1).
Para la varianza de Jo, se tiene

1
Var|Js] = CovlJa, Jo] = v — (nMya11+n(n—1)(2Mig22 +2Mi211+ Migi12+ Mig21)

1ty

+n(n—1)(n—2) (Mi213+ Mi231 + Mi223+ Mi232))
donde

Ky, (t = T;) Ky, (T; = Ty) (6, —p(T3)) L(T; € 1)
(1-H(T) + 1) n(Ty) ’

n

Mi,j,k,l = COU

Ky, (t = T) Ky, (Ti —T1) (61 — p(Tk)) 1(Ty € 1)
(1 — H(Tx) + 1) h(Ty)
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Se comienza el estudio de estas covarianzas por los casos en que # {i,7,k,l} = 3. Para Mj232 se
tiene

Ky, (t = T1) Ky, (Th — 1) (62 — p(T1)) 1(T1 € 1)
(1—H(Ty) + %) h(T1)

o By (t—T3)Kb2(T3—T2)(52— p(T3))1(15 € I)
(1 H(T3) L) n(Ts)

E

to to 1
= Ky (t —t1) Ky, (t1 —t9) Ky, (t —t3) K}, (i3 — ¢
/ / / 1—H tl 1 1—H(t3)+% bl( 1) b2( 1 2) bl( 3) b2(3 2)
—p(ts)) +p(t1) (t3)) h(t2)dt1dtadts
B 1 t11b1
= K(ti1))K | tor — K (t
t— to 1-— t — bltn) H(t — b1t31) + % (f11) < 2 bo > (ta1)
t31b
xK <t21 3;2 1> (p(t — batar) (1 — p(t — bitay) — p(t — bitay)) + p(t — bitay)p(t — butsr))

X h(t — b2t21)dt11dt21dt31

donde se ha efectuado el cambio de variable tl =111, btz = t91, % = t31. Si se toma
(to—t)A (t )AL/2

b1 < ,bo < Ev la tdltima expresion equivale a
L(1+3) 1 1 ti1b
K(t1)K (to — = 1) K (t
/ / ( /Ll— (t—bltn)—i-%1—H(t—b1t31)+% (11) <21 ba (ta1)
t31

x K <t21 5 ) (p(t = bat21)(1 — p(t — bit11) — p(t — bits1)) + p(t — bit11)p(t — bits1))

X h(t — bgtzl)dtndtgldtgl

Ly R SR P PSR RIER

~ Lapt)(1—p(t))h(t) L(1+a 9
Y (1- H(t))2 / L(+a) </ K(t11)K (ta1 — tna) dt11> dta; + 0 (b )

donde se han empleado desarrollos de Taylor y, en la ultima igualdad, se ha tenido en cuenta (V.2)
v que, aplicando el teorema de convergencia dominada,

L(1+‘;—1> L b 2
/ : </ K(tin)K <t21 - = 1) dt11> dta
—r(1+) \J-1 b2

= / 1+a (/ K(t11)K (to1 — t11a) dt11>2dt21 +o(1).

L(14a)

Considerando ademds (3.94), se tiene finalmente

a (1+a) 2
Misgs = b_ll p(()l(_ H(( )))Qh( ) / ; (/ K(t11)K (ta1 — t11a) dtn) dtor +0 (b7Y).  (3.95)
Para M 213, se tiene
Ky, (t = T1)? Ky, (Ty — To) Ky, (T1 — T3) (62 — p(T1)) (63 — p(T1)) 1(T1 € f)]

(1— H(T1) + 1) h(1)?

E




172 Nuevos estimadores de la funcidn de riesgo

0o poo  rto
= /0 /0 Ky, (t — t1)2Kb2 (t1 — t2) Ky, (t1 — t3) (p(t2) — p(t1))

2
olta) = p(t) (1= H) + 3 ) A) he bttt

t t t—e
1 [ [b% [ t11b t11b
- L 5 /b2 5 K(t)2K (tm— 11 1>K<t31— 11 1>
10000 J 15l ) b2
X (p(t — bato1) — p(t — bit11)) (p(t — bats1) — p(t — bit11))

1 -2
X (1 — H(t —bit11) + 5) h(t — bltll)_lh(t — bato1)h(t — batsy)dt11dtaidtsy

t—e —2
1 b 1 _
= b_/ ! K(t11)2 <1 — H(t — b1t11) + —> h(t — bltll) 1
1 /=t n

b1

t 2
(23 t11b1
X K t21 — b_2 (p(t — bgtzl) — p(t — bltll)) h(t — bgtgl)dtgl dtll

1 [F ) 1\ 2 ,
= b_ K(tn) 1-— H(t — bltn) + — h(t — bltn)
1.J-L n

2

L(1+%) t11b1

X X K t21 — b— (p(t — b2t21) — p(t — bltn)) h(t — bgtgl)dtgl dtll
—L(1+32) 2

t—t1

b1

,by < ﬁ Ahora, aplicando el teorema de la convergencia

donde se ha efectuado el cambio de variable
(to—t)A(t—e)AL/2
L

= {11, % = to1, % = t31 y, en la penuiltima

expresion, se toma b; <
dominada y teniendo en cuenta (V.2),

g | Kot =T1)* Ky, (T = T) K, (Ti = Ty) (62 = p(Th)) (63 = p(T)) WL € D) | _ )
(1— H(Ty) + ) h(Ty)? '
Ademds, como segtn (3.94)
Ky, (t —T1) Ky (Ty = T2) (b2 —p(T1)) L(TL €T) | _ 10
E - =0 (b)),
(1~ H(Ty) + 1) h(T)

se concluye que

Migas=o0(by"). (3.96)
Un razonamiento similar permite obtener para M 231y Mi 223,

Mio31 =0 (bfl) (3.97)
y

Mooz =o0(b"). (3.98)

Para los casos en que # {1, j, k,l} < 3, es suficiente con la siguiente acotacién

| M il < ‘E [Kbl (t = T3) K, (Ti — Tj) Ky, (t — T) Ky, (T — T1) (65 — p(T3)) (61 — p(Tk))
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1\ 1\ !
X <1 _H(Ti)_'_E) (1 _H(Tk)—i_E) h(ﬂ)_lh(Tk)_ll(Ti S I)I(Tk € I)] '
1 2
|| (= 0 K (7 T 65 = ) (1= 81T+ 2 ) (T € )
1 _ 2Kl
T b33 (1— H(ty))? 82
donde, por 6 > 0 se denota una cota inferior para la densidad h en el intervalo I.
Asi pues, teniendo en cuenta (V.2), para i, j, k, [ cualesquiera se verifica
M; =0 (7). (3.99)
Reuniendo los resultados (3.95)-(3.99), se tiene
1+a 2
1 oS0 (J5 K0 K (21— tua) ding)deaip()(1 = p(t)h(t) 1
Var[Ja] = 5 +o (n_lbl_ ).
nby (1—-H(t))
(3.100)

Por 1ltimo, la covarianza de J; y Ja es

Cov [Jl,JQ] = nszZZC

i=1j=1k=1

Ky, (t = T0) p(T)U(T; € 1)
— H(T3) + 5 ’

Ko, (t = Tj) Ky, (T — Tio) (0 — p(T)) 1(T; € 1)
(1= H(T) + ) MT)

n

1
= 3 (nM17171 +n(n— 1)M17271 +n(n — 1)M17172)

donde se ha definido

M — Cow | Eo (= T pT)UT; € 1) Koy (8= Tj) Ky (T; = To) (8 = p(T3)) UT; € D)
P L-HT)+5 (1= H(T3) + ) h(T3) |
Como
E Ky, (t —T1) Ky, (0) (61 — p(T1)) 1(T1 € 1) —0

(1= H(T1) + 3) W(T1)

y
& | Ko (= T0)* Ki, (0) p(T1) (61 — p(T1) 1 <T1ef>] 0

(1 H(T) + 1) D) ’

se tiene

ML=, (3.101)
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Para My 1,2, se tiene

E

Ky, (t = T1)* K, (1~ Ty)p < >< — p(T1)) <Tlef>]
(1—H( ) Ty)
_ / / Ko, (t — t1)* K, (11— t2) plt ><<> p(t) hlta) py

2
(1—H(t) +3)
1 b b t
—00 2
h(t — bat
y ( 2ta1)  dtday

(1—H(t—bit11) + <

1 L(1+’;—1) L bit
= 3 ; / K (tn)* K (t21 _ 11) p(t — bit11) (p(t — bator) — p(t — bit11))
1Jon(14gt) S

b2
h(t — bot
X (t = botn) g dtindta
(1—H(t—bit11) + 1)
= o(b)
donde se ha efectuado el cambio de variable tgl = 111, bz = t91, se ha supuesto a continuacién

b1 < w b < 2 y se ha aplicado el teorema de la convergencia dominada teniendo en
cuenta (V.2). Como, segin se probé en (3.86) y (3.94), respectivamente,

Ky, (t = T1) p(Th)1(Th € 1)

b 1— H(Tl)l +1 =0oW)
y
p | Ko (= T0) Koy (T = Ty) (p(T) — p(T1)) L(Th € I>] _ o),
(1 - H(Th) + 5) M(T1)

se tiene

M2 =o0(b"). (3.102)
Razonando de modo similar, es sencillo concluir que

M1 =o(b"). (3.103)
De los resultados (3.101)-(3.103), se concluye que

Cov[J1, 2] =0 (nflbl_l) . (3.104)

Por fin, de (3.86) y (3.94), se obtiene inmediatamente (3.82) y, como
Var Arwp(t)] = Var [1] 4+ 2Cov [J1, o] + Var [J5]

de (3.87), (3.100) y (3.104) se obtiene (3.83). =
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Observacion 3.2.1 Cuando la funcion nicleo, K, ademds de cumplir la condicion (K.1) es cdncava,
se verifica que

L L L
/ K(u)K(U—ua)du:/ K(u)(K(v+ua)+K(U—ua))du§2/ K(u)K (v)du= K (v).
L 0 0

Por tanto,

L(1+a) 2 L(1+a)
/ </ K(u)K (v —ua) du) dv < / K (v)?dv = ¢k,
L(1+a) —L(1+a)

de modo que el término dominante de la varianza de XTWp(t) es menor o tgual que los correspondientes
términos de las varianzas de A\wrnw (t), \wrrr(t), \wrnw (t) v ArrLr(t)-

Observacién 3.2.2 Como se senald en la seccion 3.1.2, cuando el pardmetro de suavizacion by se
aprozima a 0 el estimador de Tanner-Wong presuavizado se aprozima al estimador de Tanner-Wong.
En consonancia con ello, los términos dominantes del sesgo y de la varianza de Arw (t) coinciden con
el limite cuando a tiende a oo de los términos dominantes del sesgo y de la varianza de XTWp(t),
respectivamente. En efecto, en lo relativo a la varianza, haciendo el cambio de variable au = uy,

/LL(::I </ K(u v—ua)du)de = a/_oo </_OOK(u)K(v—GU)dU)2dU
_ / (/ Kul)K(v—ul)du1>2dv
_ / Ko+ K (v)2 dv.

Denotando por fla, transformada de Fourier de f, fv(t) = \/% ffooo e~ f(x)dx y aplicando la identidad
de Parseval para transformadas de Fourier y otras propiedades elementales

a/_ZKa*K(v)zdv = \/_a/ Ko+ K ( )dv—\/_a/ Ka(v)2K (v)2dv
N /_  R(aPR (o = Vo /_ Rk (%1)20[1)1

donde, en la dltima igualdad, se ha efectuado el cambio de variable av = v1. Ahora, como

- 275 (V12 - 2 > 2
/ K(v)°K (;) dvy S/ K(vy)%dv; = \/27r/ K (v1)%dv; = V2mcek,

por el teorema de la convergencia dominada, se tiene

(1+a) 2 1 oo )
lima/ (/ K(u)K (v —ua du> dU:—/ K(v1)%dv = ck.
aee L(1+a) ) vV 2w —00 ( )
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Asi, el limite cuando a — oo del término dominante de la varianza de XTWp(t) es

. 1 Ap() - L(14a) L B 2 B i crAp(t)
alLII(}on_[)ll——fI(t) (p(t)CK + (1 p(t))a/L(Ha) (/L K(uwK (v —ua) du> dv) S onby1—H(t)’

que es el término dominante de la varianza del estimador de Tanner-Wong (Tanner y Wong (1983)).

3.3 Normalidad asintética

En esta seccién se hard uso del siguiente resultado, que puede encontrarse en la monografia de van
der Vaart (1998).

Teorema 3.3.1 Sean S,,n = 1,2,..., espacios vectoriales de variables aleatorias con seqgundo mo-
mento finito que contienen las constantes. Sean T, variables aleatorias con proyecciones Sy sobre S,.
Si

entonces

T, - B[] Sn B[S
Var[T,] a

Var [é\n}
En los teoremas 3.3.2-3.3.6 se demuestra la normalidad asintética de los estimadores /):W nw(t),

XRRNW(t), XWLLL(t),XRRLL(t) y Arwp(t) convenientemente normalizados.

Teorema 3.3.2 Supuestas las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (V.2) y la existencia del
limite lim nb3, se tiene

Viby (wiww (®) = Ap(t)) % N(log, (), €2(1)) (3.105)
donde
10 = i (X000 + 23 (O (0 +2 () - a0 F0) ). (3100
£,(0) = \/CKAFu) ) ;{ﬁl S20)) (3.107)
)

lim nb} = 12, lp € [0,00) . (3.108)

n—oo
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Demostracién. En el teorema 3.2.1 se dio la expresién asintética
/):WLNW(t) — )\F(t) = XWLNW(t) — )\F(t) + op (n71/2b1_1/2) s (3109)

donde A\wrnw (t) fue definido en (3.56).
Definiendo

b1 (Kbl (tL=T)p(t) , Kun (t—n)(@-—p(t)))
Mo\ 1-H(T)+ 2 1— H(t) ’

de modo que

n

AwLnw (t) = ZUm‘,

=1

las variables aleatorias U, 4,7 = 1,2,...,n;n = 1,2, ..., constituyen un esquema triangular de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

wrnw () —ERwryw (t)]
\/Vm‘ Pwrnw(t)]

. ., . e A
Se prueba a continuacién la normalidad asintética de . De acuerdo con el

teorema de Liapunov basta para este fin con probar que

nE [\Un,l — E(Un,1)|3}

lim e =

n—0o0 (Va?" EwLNW (t)] )

Como por la desigualdad c,, para p > 1 se verifica

E(|Un1 = E(Ua)I") < 227 (E[|Una '] + |E [Una])

y, asimismo, para 1 < ¢ <r

3=

(E[|Una| )7 < (E(|Una'])7

se tiene

. [\Un,l —E(Un,l)l?’} _ s [|Un,1|3}
(Var EWLNW(t)D3/2  (Var EWLNW(t)])g/T

Como el nicleo K tiene soporte en [—L, L], se tiene

(3.110)

Ui — E(Kbl(t—Tl)P(t) Ky, (t = Th) (61 — p(t))

1-H(Ty)+1 1— H(t) )1{T1§t+b1L}

1 [ Ky (t—=T1)p(t) Ky, (t—T1) (61 —p(t))
Z<1—H(T1)+% 1—H(t) >I{T1>t+blL}
LKy (t=T1)p(t) | Ky, (t—T1) (61 —p(t))
- E(l—H(Tl)Jr% 1— H{(t) )HTISHZ)IL}

L1 K (t—11) (61— p(t))
n 1—H(t)

1{Ty >t+bL}.
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Sib < toj.:t, de manera que t + b1 L < to,

1K oo 1 2 1 |K|, (1 2
[Ona] < n <b1 (1 - Hi(to)) 5 (1 —H(t))) = nl-—H(to) <b_1 * b_2> s

1 |K|3 <1 2>3
EllU P < =—1—"Tee (4 2
[al’] < 55 (1= H(t))® \bi ' by
Teniendo en cuenta lo anterior, (V.2) y (3.58),
nE [[Un1 ~ EUn0

(V(M’ [XWLNW (t)] )3/2

= 00 (n*/26{) O (n=7%) = O (n=1/26; 7).

y como, por (V.1), nb3 — oo,

nE [|Un,1 - E(Uml)ﬂ

lim

" (Var R (@)
Se ha probado, por tanto, que
Mwinw (t) — E Dwnw (t)] _ Mwinw (t) = Ar(t) — E Pwinw(t) — Ap(t)] d
\/Var [XWLNW(t)] \/Var [XWLNW(t)]

Teniendo en cuenta (3.57), (3.58) y las definiciones (3.106) y (3.107) se tiene

N(0,1).

Awinw () = Ar(t) — E Awrnw () — Ar(t)] \/n_leWLNW(t) — Ap(t) — b6 (1) + o (b1)
\/Var [XWLNW(t)] §o(t) +o(1)
e Rww )~ Ap(t) — BE ()
= Vi £a(t) + o(1)
+o (n1/2b§/2>
_ A (t) = Ar(t) =26, (1) &(1)
R 52(5) - 52(75)2+ o(1)
+o0 (nl/zbi)ﬂ) ,
esto es,
\/n—leWLNW(t) — Ap(t) — b3 (1) _ Awrnw (t) = Ap(t) — E Awonw (t) — Ap(t)] €5(t) + o(1)
&a(t) \/Var Do zvw (£)] £a(t)

+o (n1/2b‘;’/2) O(1).

Como, por (3.108), nb3 = O(1) y puesto que — 1, se concluye como consecuencia del teorema

de Slutsky que

£a(t)+o(1)
&>(1)

i Awrvw (D) ~ () =BG a1y
§a(t)
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Una nueva aplicacién del teorema de Slutsky a la representacién (3.109) permite obtener

W_blxwmww “Ar() =MG (W0 4y 1y
§o(t)

y, finalmente, (3.105). m

Teorema 3.3.3 Supuestas las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (V.2) y la existencia del
limite lim nb3, se tiene

Vibr (Armww(t) = Ar(6)) % N(Ins(1), &2(1)) (3.111)
donde &5(t) y ly se definieron en (3.107) y (3.108), respectivamente, y
€3(t) = ik (N (O0(0)+ (A (0 = 335 (0) Ar(0) + 25 (i (00"6) +2 (g ) = A1) #0) ).

(3.112)

Demostracién. En virtud de la representacién asintética (3.59) dada por el teorema 3.2.2; se
tiene

Vbt (Arrsw () = Ap(t)) = v/nby (Swrwvw () = Ar(t))
+% nb g (Am(t)? — 3Ng(t)) Ar(t) +op (1).  (3.113)
Por el teorema 3.3.2
Viby (Swiww (£) = Ap(t)) 5 N(logy (1), €(1))

donde &;(t) y &,(t) se definieron en (3.106) y (3.107), respectivamente.
Aplicando el teorema de Slutsky a la representacién (3.113), se tiene

V/nby (XRRNW(t) - )\F(t)> 4N (lo (51(15) + %/J'K (A (£)% = 3Ny (1)) )\F(t)) ,52@)) ;

0, equivalentemente, teniendo en cuenta que segin la definicién (3.112) de &3(t),

E9(1) = E4(0) + e (A (1) — BN (1) A1),

el resultado (3.111). m
En la demostracion del teorema 3.3.4 se hard uso del lema siguiente.

Lema 3.3.1 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (V.2), si se denota por Nvrnz(t)
la proyeccion de Hajek del término \wrrr(t), definido en (3.69), se tiene

Var [X*WLLL (t)}

Var [XWLLL(t)] -t (3.114)
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Demostracién. Definase Z; = (T},6;), para i = 1,2, ...,n. La proyeccién de Héjek de Ay rrr(t)
n

sobre el espacio vectorial S, formado por todas las variables de la forma > 7,;(Z;), para funciones
i=1
medibles arbitrarias 7,,; con FE [7’ ni(Zi>2] < 00, viene dada por

Mooz (t) = ZE Awrr(®)1Zi] — (n—1)E [Awrrn(t)] -

Como M\wrrr(t) = p(t)An + Ag(t) Dy + Ap(t) y p(t) A, + Ap(t) es ya un elemento de S, bastard con
hallar la proyecciéon de Héjek de D,

Dy, = ;E [Dn|Zi] = (n = 1) E[Dn],

y la proyeccién de Héjek de Ay rrr(t) serd

Mvron(t) = p(t)An + Np(t) + Au(t) Dy

Definiendo
Dy = mzm (t = T) Ky (t = T)(¢ = T)(Th = T5) (8 — p(t))
de modo que sea
Dn = iDn,ka
k=1
se tiene, para k # i,
EDurlZi] = sy Ein(t = ) (0 = (1) Koyt = T3) (¢ = T5)(Ti ~ )]
+n26§uKh_(t)2Kb2 (t = T5)(t — T) E [Kp, (t = Tie) (6x — p(1)) (Th — T3) | Zi]
= e ot = ) (k= p(0) Ko (¢ = T) (¢~ T5) (T~ 7))
+Wf% (t—T)(t - Tp)
X (B [Ky, (t = T) (0k — (1)) Tk] — TiE [K, (t — Ti) (6x — p(1))]) (3.115)
y, para k =1,
E[Dnil|Zi] = WKQ (t =T3) (65 — p(t)) E [Ku, (t = Tj) (¢ — T;)(T; — Tj) | Zi]
n—1
= Wsz (t =T;) (6; — p(2))
X (TE [Kp, (t — Tj)(t = Tj)] — E Ky, (t — T) (¢ — T;)T5]) (3.116)

donde, tanto en (3.115) como en (3.116), ¢ # j.
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Asi,

E[D,|Z;] = WZJLW ((n —=2) E[Kp,(t = T1) (61 — p(t)) Ku, (¢t — T2)(t — T2)(T1 — T2)]

+ Ky, (t = T;)(t — T;) (M1o1(b2) — TiM100(b2))
— K, (t = 15) (6 — p(t)) (Mon1(b2) — TiMo1o(b2)))

donde, para r,s,t = 0, 1, se ha definido
Myst(bg) = E [Kp, (t — T1) (61 — p(t)" (t — T1)°TY] .

Como, de acuerdo con (3.41) y (3.42),

E[Dn] et 5 B (K, (t = T1) Ky (t = T3) (t = T)(Th = T2) (61 = p())],

 nb3ugh(t)

la proyeccién de Hajek de D,, es

y la proyeccién de Hajek de A\wrrr(t),

— " Ky, (t —T; n—1)\
Awrrp(t) = 21: (pif) 1 _b}{((tTi) —i—)l + (n2b%pj<hl({t()t2 Ky, (t = T;)
< ((t = T0) (Mio1(bs) — TiMioo(b2)) — (8 — p()) (Mora (bs) — Tz‘Mow(b2))))

—Ag(t)E [Dy)]. (3.117)
Respecto a la varianza de A7 (1),
Var [TI‘/VLLL(t)} = p(t)*Var [An] 4+ 2p(t) Mg (t)Cov [An, D3] + Mg (t)*Var [D]] .

Empezando por la varianza de Dy, si se define

n—1

Di, = WKb2 (t = Ti)(t — T;) (Myo1(b2) — TiMroo(b2)) ,
N n—1
D;; = FEEATE Ky, (t = T3) (6 — p(t)) (Mo11(b2) — TiMoio(b2)) ,
se tiene
n
Dy =Y (D}, — Ds;) — E[Dy]
=1

y, por tanto,

Var (D} =n (Var [D ;] —2Cov [D}1,D3,] + Var [D3;]). (3.118)
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Antes de pasar a estudiar cada una de estas varianzas y covarianzas, procede analizar el orden de

los términos M, (b2). Haciendo el cambio de variable tgfl = t11, suponiendo by < % y haciendo

desarrollos de Taylor,

Moro(by) = E[KbQ(t—Tl)(t—Tl)]:/OOOKI,Q(t—tl)(t—tl)h(tl)dtl

L
= b2/ K(tu)tnh(t - bgtll)dtn = —b%,uKh'(t) “+ o0 (b%) s (3.119)
—L

Moi(bs) = E[Ky(t—T1)(t — T)T] = /O Ko (t— 1)t — 1)t h(t)di

L
= b2 / K(tu)tn(t — bgtu)h(t — bgtn)dtn
—L

= —b3ug (th'(t) + h(t)) + o (b3), (3.120)
Mgo(b2) = E[Kp,(t —T1) (61— p(t))] = /Ooo K, (t = t1)(p(t1) — p(2))h(t1)dtr
L
= /_L K(tn)(p(t — b2t11) — p(t))h(t — bgtn)dtn

= B (" ONO + KO0 +003) (3.121)

Mioi(be) = E[Kp,(t—T1) (61 —p(t)) Th] = /Ooo K, (t — t1)(p(t1) — p(t))t1h(t1)dty

= /_LL K (t11)(p(t — bat11) — p(t))(t — bat11)h(t — bat11)dtry

1
= B (51 OO+ PO W8+ FO1D) +003). (3122)
Volviendo a la primera varianza a la derecha de la igualdad en (3.118),
Var [D},] = _n-D 2 E [Kb (t —T0)*(t — T1)* (Mo (ba) — T1M100(b2))2}
! nibyugh(t)t L
D (B (Kt~ T3 (e~ T3) (Muon () — Ti M)
nAbgugch(t)! ?
= ﬂE [Kb (t — T1)*(t — T1)* (Mio1(be) — T1M100(b2))2}
nAbgpugch(t)! ?
—4(Z+1)24 (Mo1o(b2) M1o1(b2) — Mor1(b2) Migo(b))?
n*by g h(t)
(n— 1)2 2 2 2 —274
- 715[1( t—T)2(t — T1)2 (Mio (bs) — Ty Migo(b }—0 B,
WA h(D) ba( 1)7( 1)” (M1o1(b2) — T1 M1oo0(b2)) (n™%b3)
donde la ultima acotacién se basa en los resultados (3.119)-(3.122). Ahora, procediendo como de
costumbre haciendo el cambio de variable tgztl = t11, desarrollos de Taylor y volviendo a emplear los

resultados (3.119)-(3.122),
E | Ky, (t — T1)*(t — T1)? (Mi01(bo) — T1M100(b2))2]
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— /0 " Kot — 01)2(t — 1) (Maor (b2) — tr Mioo(b2))? h(t1)dts
= by /L K (t11)*t3; (Mao1 (b2) — tMioo(b2) + bat11 Mioo(b2))® h(t — bat11)dt1
= o [ R %) o (1)
y, por tanto, para Var [Dil] se tiene
Var [D},] = % /_LL K (t11)262,dt11p (6)2h(t) ™ + o(n"2by). (3.123)

Respecto a la segunda varianza a la derecha de la igualdad en (3.118),

Var [D3,] = %E | Ko (t = T1)2(61 = T)? (Mot (ba) — Ty Moro (b2))’|
%(E[K@(t—ﬂ)(él T3) (Mo (ba) — Ty Moo (b2))])?
_ %E (Kot = T0)*(81 — T1)* (Mona (ba) — T Moro(1))?]
% (Moo (b2) Mo11(b2) — Mig1(b2) Mo1o(b2))?
_ %E [ Ko (6 = T1)%(81 = T1)? (Mona (bs) — Ti Moro(b2))?] — O (n™264)

donde se ha hecho uso de los resultados (3.119)-(3.122). Procediendo como en el caso anterior,
[sz (t = T1)*(61 — T1)* (Mo (b2) — T1M01o(b2))2}

= / Kb2 t — tl ( (tl) (1 — 2p(t)) +p(t)2) (Mgll(bg) — t1M010(b2))2 h(tl)dtl

_ /Kt11 (p(t — bat11) (1 — 2p(t)) + p(t)?)

X (Mor1(b2) — t Moo (b2) 4 bat11 Mo1o(b2))® h(t — baty1)dt1y
= b3pfeerp(t) (1 —p(t) h(t)* + o (b3)

y, por tanto,
1
Var [Ds,] = WcKp(t) (L—p@®)ht) "t +o(n2b"). (3.124)
2

Por tltimo, en cuanto a la covarianza de la expresién (3.118),

(n—1)
nAb3pgch(t)*
X (Myo1(b2) — T1 Mioo(b2)) (Mo11(b2) — T1 Mo1o(b2))]

2
% (Mo10(b2) Mio1(b2) — Mor1(b2) Mioo(b2))

Cov [Di1, D3] = B (K (t — T0)*(t — T1) (61 — (1)
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X (Mi00(b2) Mo11(b2) — Mio1(b2)Moio(b2))

_ (n—1)° 2
= TLERTC (K, (t = T1)2(t = T1) (81 — p(1))
X (Mio1(b2) — Tt Mioo(b2)) (Mor1(b2) — TiMoro(b2))] — O (n™2b3)

donde una vez més se emplean los resultados (3.119)-(3.122). Ahora, repitiendo el razonamiento de
los casos anteriores

E [Kp, (t = T1)*(t = T1) (61 — p(t)) (M1o1(b2) — Ty Migo(b2)) (Mox1(ba) — Ti Moro(b2))]
= /OOO K, (t = t1)*(t — t1) (p(t1) — p(t)) (Mro1(b2) — t1 Moo (b2))

X (Mo11(b2) — t1 Mo10(b2)) h(t1)dty
= /_LL K (t11)*t11 (p(t = batar) — p(t)) (Mao1 (be) — tMioo(be) + bat11 Migo(b2))

X (Mo11(b2) — tMo10(b2) + bat11Mo10(b2)) h(t — bat11)dt11

b3z’ (1)? / K (t11)*t1dt1 + o (b3)

por lo que
* * b L —
Cov Dy, D3] = 2 / K (112218100 (H)2h(1)? + o(n™2bs). (3.125)
L

Reuniendo los resultados (3.123), (3.124) y (3.125), se obtiene finalmente

Var[D}] = nibg CKp(t)h((lt)_ r(t)) +o0 (nilbgl) ) (3.126)

Respecto a la covarianza de A, y Dy,

Cov [Ap, D;] = Cov

Ay, iDi‘l] — Cov

=1

=1

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

n
Ana ZDI,Z

i=1

Cov

n 1/2
ZDTZI> = (Var [Ap)nVar [D’Ll])l/2
=1

< <Var [A,] Var

y, teniendo nuevamente en cuenta (V.2),

Cov | Ay, zn:Dii] -0 (n—l/%;l/?) o) <n1/2> o) (n—lb}/2) —0(n™). (3.127)

i=1

Ademss,

Cov

g 1 Ky, (t—T
An,E D3| = nCov —Ll)l,

- nl—H(T)+ 3
n—1

WKI)Q (t —T1) (61 — p(t)) (Mo11(b2) — T1 Mo10(b2))
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_ n—1 E Kb1 (t—Tl)
n20ugch(t)? |1 — H(T1) + 5

x K, (t —T1) (81 — p(t)) (Mor1(b2) — T1M010(52))]

 n—1 Ky, (t—T1)
n2b3ugch(t)? —H(T1) + +

X E [Kp, (t —T1) (61 — p(t)) (Mo11(b2) — T1 Mo10(b2))] -

Procediendo del modo acostumbrado efectuando el cambio de variable % = t11, tomando b; <
tA(to—t)
L

vy mediante desarrollos de Taylor,

E [%sz( —T1) (81 — p(t)) (Mox1(b2) — T1M010(b2))]
- /OOO ﬁlﬁn (t — t1) K, (t — t1) (p(t1) — p(t)) (Mo11(b2) — t1Moro(b2)) h(t1)dts

T
_ Lt 1 1101

= 5 /L T K(ti)K < b2 > (p(t — bit1y) — p(t))
MOll b2) (t - blt 1)M010(b2)) (t - bltll)dtll

— / K(ti1)K <tlblb1 (p(t — bit11) — p(t))
X (Mox1(b2) — (t — bit11) Moo(b2)) @1 (t — bitrn)dtry + O(n™"by)

L
= ble/J,K /L K(tll)K (Ctll) dtllp/(t)gol(t)h(t) + O(blbg) + O(nilbg)

= 0(%)
donde se han tenido en cuenta (V.2), (V.1), (3.13), la definicién (3.14) de ¢; y los resultados (3.119)
y (3.120).
Por otra parte, empleando (3.8),
Ky, (t —T1)
— | = E[A, + A \g(t)] = A (t) + o(1
[ —H(Tl)—i-l [ H()] H() (1)
y, de acuerdo con los resultados (3.119)-(3.122),
E [Kp,(t —T1) (61 — p(t)) (Mo11(b2) — T1Mo10(b2))] = Mioo(b2)Mo11(b2) — Mio1(b2) Mo10(b2)
O (b3) = 0 b4)
con lo que
= n—1 Ky, (t—T1)
C An7 ‘D*Z - E L
ov Z_Zl . ] n2b3pupch(t)? [1 —H(Ty) + 5

% Ky (t— T4) (61— p(t)) (Mons (b2) T1M0m<b2>>]

_ n—1 E Kb1 (t—Tl)
n2W3ugch(t)? |1 — H(T1) + 5




186 Nuevos estimadores de la funcidn de riesgo

X E [Kp, (t —T1) (61 — p(t)) (Mo11(b2) — T1 Mo10(b2))]
= O(n H+0(n ') =0(mh). (3.128)

De (3.127) y (3.128) se concluye que
Cov [An, D] = O(n™1). (3.129)

Reuniendo los resultados (3.9), (3.126) y (3.129) se tiene la siguiente expresion asintética para la
varianza de Ay (t)

— c 2h CK A 2 —
Var [Fons0] = o SHEH Lo @MO0=00) o,
y, por (V.2),
Var Ry, (0)] = nibl cxAr () (]j(f) * (Cgl —2) | oy, (3.130)

De las expresiones asintéticas para las varianzas de Awrzr(t) y de su proyeccién de Hajek, Ay r 7. (1),
dadas por el teorema 3.2.3 y por (3.130), respectivamente, se deduce inmediatamente (3.114). m

Teorema 3.3.4 Supuestas las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (V.2) y la existencia del
limite lim nb3, se tiene

Vbt (Rwees(t) = Ar(t)) 4 N(lo€a(t). &(1)) (3.131)
donde &5(t) y lo se definieron en (3.107) y (3.108), respectivamente, y
)\ /!
64(0) = i (Nl + 22D ) (3.132)

Demostracién. En el teorema 3.2.3 se dio la expresién asintética
Awrre(t) = Ap(t) = Awrro(t) — Ap(t) + op <n_1/251_1/2) (3.133)

donde A1 (t) fue definido en (3.69). B 3
Segtin el lema 3.3.1 la proyeccion de Hajek de Awrrr(t), Myrrr(t), verifica

Var F;VLLL@)]
Var EWLLL (t)]

Por tanto, el teorema 3.3.1 permite concluir que

— 1.

XWLLL(t) - F ﬁWLLL(t)] B X’{/VLLL(t) - B [X*WLLL(t)}
\/Var EWLLL (t)] \/ Var [X*WLLL(t)}

= op(1).

. . p) —E[X
De este modo, la normalidad asintética de weer(®) BPwres ()

\/Vw’gvaLL(t)]

, que se prueba a continuacion.

se deduce por el teorema de Slutsky

de 1a de X*WLLL(t)*EI.X;VLLL(t)]
\/V‘“” [X*WLLL(t)]
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Si, teniendo en cuenta (3.117), se define

v _ 1p)Ky (t—T))  (n—1)Au(t

e nl—H(T)+2  n2b3uxh(t)?

— (65— (1) (Mors (b2) — TiMoao(12))) — B [Du],

Ky, (t —T;) ((t — Ti) (Mio1(b2) — T; Mio(b2))

puede escribirse

Nvros(t) = ZV;,Z
i—1
donde V*

mirt = 1,2,..,nin = 1,2, ..., constituye un esquema triangular de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas. Por el teorema de Liapunov, basta para probar la normalidad
Mo (t)— ErWLLL(t)]

\/V‘”“ rWLLL(t ]

asintética de con comprobar que

nE Vi - B!

n,l1

(VUW" {X;VLLL(t)]>3/2 .

(3.134)

n—oo

Los mismos razonamientos empleados para obtener la desigualdad (3.110) permiten concluir que

nE [V - B0F] e [[vif]

. 3.135)
— 3/2 — — 3/2 (
(VC”“ {/\WLLL(t)]) (VC”’ P\WLLL(U])
Como el nicleo tiene soporte en [—L, L], se tiene
72:1 = V7:11 {Tl <t+ blL} + V7;k,11 {Tl >t4 blL}
1 p(t)Kbl (t — Tl)
= = 1{Th <t+bL
R 1omE) L stk
(n—1) Au(t)
K, (t =T t —T1) (Myg1(bg) — Th Migo(b
(D) b (t =T1) ( (t = T1) (Mio1(b2) — T1 Mioo(b2))
1
(61 = p(0) (Mons(b) - TuMona(3))) — 1 E(Dy)
y si se supone b; < 2=t de manera que t + b1 L < t,
) L (n—1) An(t)
< ||K
|Vn’1‘ < Kl <nb1 — H(tp) + n2b3 1 h(t)?
1
x (2to (|Mao1(b2)] + to [Mioo(b2)]) + [Mon1(b2)| + to M010(52)D> + —[E(Dn)] c.s.

Entonces, teniendo en cuenta (V.2), (3.32) y (3.119)-(3.122),

E[[Via’] = 0. (n7201%) + 0 (n7%) = 0 (n~*7?)



188 Nuevos estimadores de la funcidn de riesgo

y, por (3.135) y (3.130),
nE [[Viry = B[]

(VCW‘ F*WLLL(t)} ) Vv

— Om)O <n3/2b?1’/2) O (n=27%) = 0 <n—1/2bl—3/2) ;

con lo cual, y dado que, por (V.1), nb3 — oo, se cumple la condicién de Liapunov (3.134) y, por
tanto,

Nwrrr(t) — E [X*WLLL(t)] d

4 N(0,1).
\/ Var [X;VLLL (t)]

Igualmente, como se razonaba mads arriba, se tiene

Awrrn(t) — Ap(t) — E Awrri(t) — Ap(t)] _ Awrer(t) — B Pwrrs(t)] 4 N(,1).

\/Var EWLLL(t)] \/Var EWLLL(t)]

Ahora, teniendo en cuenta las definiciones (3.107) y (3.132) de &, y &4, respectivamente, se tiene

Mwirrn(t) — Ar(t) — E Dwrro(t) — Ap(t)] \/n—leWLLL (t) — Ar(t) = b7E4(t) + o (b7)
\/V&T [XWLLL(t)] 52@) + 0(1)

- \/n_lnXWLLL (?2 (_t)/\j(ot()l)_ bi€4(t) To (n1/2b?/2>

_ \/n—leWLLL(t)—)\F(t)—b%&;(t) £ (1)

§5(t) §o(t) +o(1)
+o (n1/2b?/2> ,
es decir,
\/n_hXWLLL(t) — Ap(t) — b3&4(1) _ Awrrr(t) = Ap(t) — E Pwrrn(t) — Ap(t)] &5(t) 4 o(1)
£a(t) \/Var Pwios(t)] &a(t)

+o (nlﬂbi/?) o),

por lo que, al ser nb} = O(1) por (V.1) y dado que %

teorema de Slutsky que

— 1, se concluye como consecuencia del

\/n—leWLLL(t) — Ap(t) — 036, (1) % N(0,1).
£o(t)

Una aplicacién ulterior del teorema de Slutsky a la representacion (3.133) permite obtener

\/n_bl}\\WLLL(t) — Ap(t) — bi&,(t) 4, N(0, 1),
210

0, equivalentemente, teniendo en cuenta la definicién de [y, el resultado (3.131). =
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Teorema 3.3.5 Supuestas las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (V.2) y la existencia del
limite lim nb}, se tiene
n—oo

Vbt (Arrzi(t) = Ar () 5 N(iogs(1). &(0) (3.136)
donde &5(t) y lo se definieron en (3.107) y (3.108), respectivamente, y
€5(0) = ik (N (O0(0) + (0 = 3350) Ae(t) + 22, (3.137)

Demostracién. Multiplicando por v/nb; la representacién (3.72) de /)\\RRLL(t) — Ar(t) obtenida
en el teorema 3.2.4, se tiene

Vi (Rrrin(® = Ae®) = Vb (Swesa(®) = e®)) + 3y (0 = 3N (1) Ar (2
+op (1). (3.138)

En el teorema 3.3.4 se demuestra que

Viby (Awres(t) = Ar(®)) 4 Nlloga(6),&2(0))

donde &4(t) y &5(t) se definieron en (3.132) y (3.107), respectivamente.
Aplicando el teorema de Slutsky a la representacién (3.138) se obtiene

Vbt (Arres(t) = Ar(t)) ﬂ»Af( (54(>+-1MK(AH(> =3\ (1) A ()) §2<>>

y, teniendo en cuenta la definicién (3.137) de &5(t), finalmente (3.136). =
En la demostracién del teorema 3.3.6 se necesitard el lema siguiente.

Lema 3.3.2 Bajo las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (V.2), si se denota por Arwp(t)
la proyeccion de Hajek del término Apwp(t), definido en (3.81), se tiene

Var [X;Wp(t)]
Var ETW P (t)]

1 (3.139)

Demostracién. En la demostracién del teorema 3.2.5 se expresé Arwp(t) como suma de dos
términos,

1y Ko (L= T)pT)LT € 1)
SRS (s
y
1K (=) (UT) - T)(T)) AT € )
T (L~ 5T + 1) T ‘

Como J; es una suma de variables aleatorias i.i.d., la proyeccién de Héjek de Arwp(t) es

Xrwp(t) = J1+J3
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donde por J5 se denota la proyeccién de Héjek de Jz , dada por la siguiente expresion
J3 =Y E[R|Z]—(n—1)E[J]]
i=1

donde Z; denota el vector aleatorio (7;,6;) .
Definiendo

ZKM t_Tk: Kb2(Tk_ )(6 - ( )) (TkEI)
n? (1= H(Ti) + ) h(Ti) ’

7

puede escribirse

n
= E Jg’k.
k=1

Ahora, para k # i,

4o n— 2 Kbl (t — Tk) Kb2 (Tk — T') (6 (Tk>) 1(Tk S I)
E[J2,k ’Zz] - n2 E (1 _ H(Tk) )h(Tk)
1| Ky (6= Th) Koy (T — T3) (6 —p(Ti)) 1Tk €1)
ozt (1— H(Ty) + 1) h(Ty) 12 (3.140)
y para k = 1,
Blhi|Z] = "t K (6= 1) Koy (T~ T) (65 pT) 1T < 1)
< (1-nm+ ) )1z
=g K (6= T5) Ko, (0) (6 — p(T9) 1(Ti € 1)
1\ !
X <1 — H(T}) + E) h(T;) ! (3.141)
donde, tanto en (3.140) como en (3.141), ¢ # j.
Asi,
4 . (m=1)(n—-2) | Ky (t—Th) Ky, (Th — )(52— p(T1))1(Th € 1)
E(RZ] = > E (= 0T £ D W) ]
n— 1E Kb1 (t_Tj)KbQ (TJ _Tz) (62 _p(TJ)) 1(T] € I) |Z
w (1— H(Ty) + 3) i(T) Z
n—1_ | Ky (t—T5) K, (T; = T5) (6; —p(T) Ui € 1) |,
s (L~ H(T) + 1) W) %
+iKb1 (t_T)KID(O)( p( z)) (TGI)
n? (1= H(T;) + 3) MT3)

donde i # j.
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Como

1
E[Jg]:nn E

Ky, (t = Th) Ky, (T — T3) (p(T3) — p(T1)) <Tlef>]
(1—H(T) + ) (1)

la proyeccién de Hajek de Ja es
Js =J51+J30+ J53 — E[Jo]

donde se ha definido

. n—1 Ky (t =T) Ko, (T; = T) (8 —p(T) LT € 1)
i - Sy (AR a——
B = n—lZE Ky, (1 >f(<b2<T( 3)(6) (pTi)Tml(Tief) 7).
s = nzszl Kb%% (6, §,< T)1(T;e D)

y se supone i # j.
Evidentemente, la varianza de Ay p(t) es

Var [X*Twp(t)] = Var[J1] +2Cov [J1, J5] + Var[J3],

y a continuacién se tratara de hallar expresiones asintéticas para Var [J5] y Cov [J1, J5] —e

se obtuvo la expresién correspondiente a Var [J;]—. Obviamente,

Var[J5] = Var [Jéil] +Var [J;Q] +Var |:J573:|
+2Cov [J51, J35) +2Cov [J5 1, J53] +2Cov [J54, J5 3] -

Ahora, si se define adicionalmente,

— Var Ky, (t —T1) Ky, (T1 — )(52— p(Th))1(Ty € 1)
My=V _E (1—H(T)) + L) (1)

[ Ky, (t — T1) K, (0) (61 — p(T1)) L(Ty € 1)
(1 H(Ty) + L) n(1y)

Ky, (t —Ty) Ky, (Ty — T1) (6

| Z2

My, = Var

Y

p(T3) 1(Ts € 1)

_ ) (61 —
M; = Var|E (- H(T) + )h(Tg) |Za | |,
se tiene
2
Var [J5,] = (n 41) ((n— )My + M)
2
Var [J5,] = (n 41) ((n—1)Ms + My)
y
1
Var [Js3] = =M.

191

n (3.87)

(3.142)

(3.143)

(3.144)
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Se estudia a continuacién cada uno de los términos M7, My y Ms. Para M, se tiene

- B </meu—nﬂaxn—fww2—MH»ﬁ02

1—Ht)+1
_<E

2
/to Ky, (t—t1) Ky, (1 — T3) (62 — p(t1)) .
€
y la primera de estas dos esperanzas es igual a

1—H(t1)++ (3.145)

2
O Ky, (t —t1) Ky, (t1 — T3) o Ky, (t —t1) Ky, (t1 — T2) p(t1)
r (52/5 L— H(t )+% dl_/e L—H(t)+ 4+ dtl)

- 2l [ El T OBy,
i . 1-H(t)+1

0 Ky, (t —t1) Kp, (t1 — T) 0 Ky, (t —t1) Ky, (t1 — To) p(t1)
X(l 1—H(ty) + 1 dh_Ql 1— H(tr) + 2 ﬁg
2
Ky, (t —t1) Ky, (1 — To) p(t1)
+<l 1—H(t)+ % ﬁo
I 0 Ky, (t—t1) Ky, (t1 — t2) 0 Ky, (t —t1) Ky, (t1 — t2) (1 = 2p(t1))
= [ (e [ttt

dt
1—H(t1)+% !
2
o Ky, (t —t1) Ky, (t1 — t2) p(t1)
dt h(to)dts.
+</€ 1—H(t1)+ 1 (2) 2

1
n

Con el cambio de variable t;ﬁ

= t1, % = t91 y tomando b; < w,bg < ﬁ, esta ultima
expresion es igual a
1 () L K (tn)K <t21 - —bllf;l)
. p(t — batar) / dt11
b2 ~n(1+%2) p 1—H(t—bitn)+2

. /L K(tn) K (7521 ) (1 —=2p(t — bit11))

dt
L 1—Hﬁ—Mma+; n
2
LK (t) K (t21 — )(_“mb .
" t t — btor)dt
/—L 1—H(t— b1t11) + % 11 ( oto1)dtor

1 ap(t) (1= p(t) h(t) [HO) 2
by (1— H(1)? / L(isa) </ K (t11) K (t21 — atll)dtn) dta1 + o (b7 )

donde se llega a la dltima expresién empleando desarrollos de Taylor y teniendo en cuenta (V.2). Por

otra parte, respecto a la segunda esperanza de (3.145), se vio al estudiar la esperanza de Jy en la
demostracién del teorema 3.2.5 que

o Ky, (t —t1) Ky, (t1 — t2) (p(t2) — p(t1)) h(t2) B
/ / 1—H(h) + % dtidts = O (b%) ,
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por lo cual, se tiene

My — a1 p(t))2h( ) /L(1+a

b (1—H(t) Litre </ K (tn) K (t21 — atn)dtn) dtar +o(by').  (3.146)

Pasando a Mo,

My, = FE

_<E

y, mediante un razonamiento habitual, es ficil comprobar que

£y, (t —T1)? Ky, (0) (61 — p(T7))* <Tlef>]
(1-H(Ty) + 2 ) h(Ty)?

Ky, (t —Th) Ky, (0) (01 —p(T1)) 1(Th € 1)
(1-H(Th) + 2) n(Ty)

E

Ky, (t—T1)* K, (0)* (61 — p(T1))* (T3 € I)]
(1— H(T1) + 1) h(11)?
K0 [P Ky (t—t1)p(t1) (1 = p(tr))
b3 /a (1—H(t) + %)2 h(ty) i
_ KO [ K () p(t = bit) (L= plt—bit)
blb% %1 (1 — H(t — bltn) ) h(t — bltu)

_ 1a*K(0)°p(t) (1 —p(t)) )
S B oa-aemm <ol

y que

E

Ky, (t—Th) Ky, (0) (61 —p(M) 1(Tr € D | _
(1—H(T) + 1) (1) ’

por lo que
My =0 (b7?). (3.147)

Respecto Mgz, como se hizo con M7, puede escribirse

My = E[(ff( ligﬂ“ (/ Ky (T — 1) (p(ts) — @))h(m)dm)]
_<E[{fbi TQGI / sz _ )—p(Tg))h(tl)dt1]> .

Ahora, la primera esperanza es

to _ 2
/ i ?@fﬁ; o ( / Ko, (t2 — 1) (p(t1) — p(tz»h(tl)dtl) dts
£ — 2 2

1 [ K (ta1)?
b2 t 1t (1 — (t — b1t21) ) h(t — b1t21)
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2
% bita
X K t11 — T (p(t — bztll) — p(t — bltgl)) h(t — bgtll)dtll dtgl

o0

donde se ha realizado el cambio de variable % =111, % = t91. Para b; <

esta ltima expresion es igual a

(to—t)/\(z—a)/\t/2 ¥ by < o,

be —L (1 — H(t — bltzl) ) h(t — bltgl)
L(1+ 2> bitay i
X / K (tu — ) (p(t — bgtu) — p(t — b1t21)> h(t - b2t11>dt11 dt21
—L(l—i—% b2

= o(by)

donde para obtener el orden se ha aplicado el teorema de convergencia dominada y (V.2). Por otra
parte, tal como se probé al estudiar la esperanza de Jo,

E [(Il{bi(H( T2 el) / Ky, (To — t1) (p(t1) — p(13)) dt1]
e Kb1 i — t5) / Ky, (t2 — t1) (p(t1) — p(t2)) h(tr )dtrdty = O (b3)
€ (t2)

con lo cual, se tiene
Ms=o0(by"). (3.148)

Trasladando los resultados (3.146), (3.147) y (3.148) a (3.142), (3.143) y (3.144) y teniendo en cuenta
que, por (V.1), nb? — oo, se obtiene

L1 L apt) (1= p) h(t) [0+ ) ;
Var [J3,] = by A—H®) /L(1+a (/ K (t11) K (t21 atu)dtn) dtoy

+o (n_lbfl) ,

Var [JQ"Q] =o0 (n_lbfl)

Var [J53] =o (n'or1).
Ademads, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

Cov [Jil, J;Q] =0 (n_lbfl) ,

Cov [Jil, J§73] =o0 (n_lbfl)

Cov [J35,J55] =0 (n'b7").
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Por tanto,
o1 ap(t) (L) h(t) [0 ¢ } i
Var[J;] = nby (1— H(t)? /L(1+a) </LK(t11)K(t21 atu)dt11> dtoy
+o (n~torh) . (3.149)

Debe considerarse igualmente la covarianza de J; y J5. Obviamente,

Cov[J1, J3] = Cov | Jy, Jg’l] + Cov [J1, J;Q] + Cov [ J1, Ji’:g] (3.150)
y, definiendo
My, = Cov Kbl (t — Tg)p(Tg)l(lTQ € I)’
1-H(Ty) + =
Kb1 (t — T1> Kb2 (T1 — Tg) ((52 — p(Tl)) 1(T1 S I)
(1 - H(TY) + ) MTh)
_ Ky, (t —T0) p(T)1(Ty € I) K, (¢ —T1) Ky, (0) (61 — p(T1)) (T} € 1)
Ms; = Cov T ) T )
1-H(Ty)+31 (1—H(Th) + <) M(Ty)
My = Cop|Hull=TpILUBED
1—-H(Ty) + =
Ky, (t = T5) Ky, (Tx = T1) (61 — p(12)) L(T> € 1)
(1- H(Tz) + ) h(T»)
se tiene
-1
Couv [J1, J51] = ”7 ((n—1) My + Ms), (3.151)
—1
Cov [Ty, J5,] = ”7 ((n — 1) Mg + Ms) (3.152)
y
Cov [J1,J53] = %Mg,. (3.153)

Se estudia a continuacién el orden asintético de los términos My, My y Mg. Escribiendo

v = g | Kt T)p(To)U(Ts € 1)
L 1 - H(T2) + 5
Kb1 (t — Tl) Kb2 (Tl — T2) (62 _ p(T1)> 1(T1 c I)
. (1~ H(T) + D) (1) %
[ Ko (= T) p(T)U(Ty € 1)
1-H(TW)+ 5
xF

Ky, (t =T) Ky, (T1 = T3) (p(Ta) — p(T1)) 1(T1 € I)
(1— H(T)) + 1) n(1y) ’
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el primer sumando es

/to Ky, (t —t2) p(t2)h(t2) /to Ky, (t —t1) Ky, (t1 — t2) (p(t2) — p(t1))
. 1—H(ty) + 2 . 1—H(t)+1

i /1&17_15 K (to1) p(t — bite1)h(t — bitar)

dt1dto

by 1— H(t —bityr) + 1
tl:le K (tn) K <b1(t1 t2)> (p(t — bytar) — p(t — b1t11))d p
X t11dt
/%Q 1—H(t—b1t11)+% He

W la dltima

donde se ha efectuado el cambio de variable % =t11, % = t91. Tomando b; <
integral es igual a

1 [f K (ta1) p(t — bitay)

b2 J_L 1-H (t—b1t21§ =

X/kath(““t2)@u—m@g p(t — bit11))
_L 1— H(t—bityy) + =

= o(b")

donde, para establecer el orden, se ha aplicado el teorema de convergencia dominada y (V.2). Ahora,
teniendo en cuenta que, segin se probé al estudiar las esperanzas de J; y Jo en la demostracién del
teorema 3.2.5,

— bito1)

dti1dtay

Ky, (t—Tl) (T)1(Ty € 1)

b H(T)+ 5

= 0(1)

E

Ky, (t —=Th) Ky, (Th = T) (p(T2) — p(T1)) 1(T1 € 1)
(1—H(T1) + ) h(Th) ]OW%

se tiene
My=o(b7"). (3.154)

En cuanto a Ms,

My — g | Ho =T Ky 0 p(T) (5 (Tl))l(Tlef)]
(1= H(T1) + )" h(Ty)
| B =T p@T € D] Koy (0= Ta) Koy (0) (51— p(T) (T € 1)
—H(TY) + 5 (1—H(Ty) + L) n(1y)

y es inmediato comprobar que
Ms = 0O (b3). (3.155)
Por 1ltimo, en el caso de Mg,

Ky, (t —=T3) p(T2)1(13 € 1)
1—-H(Tp) + 2

Mg = E
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g | Ko (6 = T3) Ky, (T2 — Th) (61 — p(T3)) 1(T3 € 1)
(1 - H(Ty) + ) h(T)

[Kbl (t—T1) p(T) (T} € I)]
—E
1—-H(T)+1

Ky, (t = Tp) Ky, (To = Th) (61 — p(T)) 1(Th € I)]

| Z2

x B

(1 - H(T) + 1) h(12)

y el primer sumando es

/to Ky, (t— tz p(t2) fO Ky, (t2 — t1) (p(t1) — p(t2)) h(t1)dty o
2
c (1— H(ts) + 5)2
e s bit
= 3/ tl K(t21)2p(t - b1t21)/ ‘K <t11 - 1[)21> (p(t — bat11) — p(t — bite1))
/=0 —0 2
X It — bat1) - 5 dt11dtoy

(1—H(t —bitzn) + 5
L L(1 %
= %/_LK(tm)zp(t — b1t21)/ ( * ) K (tu _ blt21) (p(t — bat11) — p(t — bitar))

o)\

5 dt11dta

% h(t — bztll)
(1— H(t —bitar) + 2)
= o(br’)

donde se ha efectuado el cambio de variable &
(to—t)A(t—e)AL/2
L

tl = t11, bt = t91, en la peniltima igualdad se ha

tomado b; < ,ba < ﬁ y el orden asintético se ha obtenido aplicando el teorema de la
convergencia dominada. Si se tienen en cuenta una vez més los resultados relativos a las esperanzas
de J1 y Jo, se tiene finalmente

Mg =o0(b;"). (3.156)

Llevando los resultados (3.154), (3.155) y (3.156) a las expresiones (3.151), (3.152), (3.153) y (3.150),

se tiene
Cov [J1, J3] = o (n'b7"). (3.157)

Finalmente, reuniendo los resultados (3.87), (3.149) y (3.157), se tiene

Var [X;Wp(t)] = niblliF—I?It()t) (p(t)cK + (1 —p(t)) / 1::) (/ K (u) K (v — au) du>2dv)

+o (b7 1). (3.158)

De las expresiones asint6ticas para las varianzas de Apwp(t) y de su proyeccion de Hajek, Apyyp(t),
dadas por el teorema 3.2.5 y por (3.158), respectivamente, se deduce inmediatamente (3.139). =
Concluye la seccién con un resultado similar al de los teoremas previos para el estimador Apy p(t).
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Teorema 3.3.6 Supuestas las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (V.2) y la existencia del
limite lim nb}, se tiene
n—oo

Vbt (awp(t) = Ap(t)) 4 N(Ioés(t), & (1)) (3.159)
donde ly se definié en (3.108),

£6(0) = ik (X6(0)+ 2z (0 (0)+ 2 (Na0) ~ X)) (3.160)

(1+a) 2
57(t)J%<p(t)cK+(1 () / 1+>(/ K(u v—ua)du> dv). (3.161)

Demostracién. En el teorema 3.2.5 se obtuvo la expresién asintdtica
Arwp(t) = Ap(t) = Xrwp(t) = Ar(t) + op (b + 0712, /%) (3.162)
donde Ay p(t) se definié en (3.81).

En el lema 3.3.2 se prob6 la equivalencia asintética de Apyp(t) y su proyeccion de Hajek, Ay p(t).
Por tanto, por el teorema 3.3.1,

XTWP(t) —F [XTWP(LL)] _ X;“WP(t) —-F [X;“WP(t)]

VVar Dawp(t)] \/ Var N p(t)] ot
Escribiendo
Nrwe() — EPrwp()]  Mwe®) = E [Mwp(t)]
VVar Rrwe(®)] . \/ Var Nwp(®)]

XTWP(t) —F [XTWP(t)] B X’;WP(?f) - F [X;WP(t)}
VVar Prwe(t) \/ Var [Npwp(t)]

XTWP(t) —-E ﬁTWP(t)]

\/Var ETWP (t)

Y

es facil ver que, aplicando el teorema de Slutsky, la normalidad asintética de

Arwp(t)—E §;WP(t)] ‘
\/V‘““ Xrw e ®)]

A continuacién se prueba que la distribucién de

deduciria de la de

Arw p(t)—F [X;WP (t)]

es asintdticamente normal. Si

se define
wr = LEn(t=T)p(T)1 (1TZeI)
, " 1- () n
Lol Ky (0 T5) Ky, (T = ) (6 — p(T5)) 1(T; € 1) 2

n? (1—H(Ty) + 1) (1)
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yn L [Bo (=T Koy (=) (5, —p(T) AT e D),
n? (1 - H(T,) + &) W(T) ’
1 Ky, (t—T;) Ky, (0) (6; —p(13)1(T; € 1 1
n (1 - H(T) + 5) WT3) n
donde j es un indice arbitrario distinto de %, se tiene que
Xrwp(t) = ZW
i=1
donde W;Z, = 1,2,...,nn = 1,2, ..., es un esquema triangular de variables aleatorias i.i.d.. Por el

X;WP(t)_E[X;“WP (t)]

\/Vm’g}wp(t)]

teorema de Liapunov, para demostrar que es asintéticamente normal es suficiente

con probar que
* * 3
nk DWn,l - E( n,l)} }

(VC“" [X;‘WP(tﬂ ) Y

Los mismos razonamientos que permitieron obtener la desigualdad (3.110) permiten concluir que

= 0. (3.164)

n—oo

n,1
<Va7“ [X;Wp(t)DB/z - (Vcw“ F;WP(t)D?’/T

Para el segundo sumando de (3.163), se tiene

nE Wi, — B )|’ B sl |4 (3.165)

E Kb1 (t — Tg) Kb2 (TQ — Tl) (61 —p(Tg)) 1(T2 S I) ‘Zl
(1— H(T) + 1) h(12)
_ /to Ky, (t—t2) Koy (t2 — Th) (01 — p(t2)) 5,
. 1— H(ts) + 2
L K () K (St) (61— plt = bata)
= —/ T dtay
bo l—H(t—bltgl)—i-z
donde se ha efectuado el cambio de variable & t2 = to1, ¥y, por consiguiente,
L
Ky, (t — Ty) Ky, (Ty — T1) (61 — p(T2)) 1(T; € I) oo J2 K (u) du

E

C.S.

| Z1

‘_5 1 — H(to)

(1 - H(T) + &) M(T2)
Andlogamente, para el tercer sumando de (3.163),

Ky, (t —T1) Ky, (Th = T3) (62 — p(Th)) 1(T1 € 1)
(1-H(Ty) + ) h(T1)

Kb1 (t — Tl) (Tl S I)

= (1 — H(Tl) ) h(Tl)E [Kb2 (Tl - T2) (52 _p(TI)) ’ZI]

- gbi(;zﬂ TIGI / Ky, (T1 — t2) (p(t2) — p(11)) dto

E | Z1
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Kb1 (t — Tl) (
(1—H(Th) +

TlEI/ K (ta1) (p(t — batar) — p(T1)) disy

donde se ha efectuado el cambio de variable lejQ = t21, ¥, por tanto,

Ky, (t =T1) Ky, (Th = T3) (62 — p(T1)) L(Th € 1)
(1—H(T1) + ) h(T1)

E \Z,

C.S.

< 1Kl JE K (w)du
=% (- H@)

donde 6 > 0 es un nimero tal que h(t) > § para t € I.
Ast

W < L Kl n=t (Kl n—1 (K
mll = nby 1 — H(to) n2b2 1-— H(to) n2b1 (1 — H(to)) 6

1 K15
n2b1b2 (1 — H(to)) 1)

+ % |E[J2]] c.s..
Ahora, teniendo en cuenta (V.2) y (3.94),
B W] =0 (o a7 47 0) =0 (70
y, por (3.158) y (3.165),
nE [[Wi, = B )]

(VUW" [X;“WP(t)} )3/2

razén por la cual (ya que por (V.1) se verifica nb? — 00), se cumple la condicién de Liapunov (3.164).
Se ha probado, por tanto, que

= 00 (n=*7%) 0 (n¥/2}/) = 0 (07127} |

Arwp(t) — E [X;“WP(t)} d

— N (0,1)
\/Var [X;Wp(t)]

y, por tanto, como se justificé en los parrafos iniciales de la demostracién, se tiene

Arwe(t) = Ae(t) = EPawe(®) = Ar(®)] _ drwe(®) = EDawe®] a4y g

\/V(ZT ETWP (t)] \/VCLT [XTWP(t)]

Teniendo en cuenta las definiciones (3.160) y (3.161) de &4(t) y &7(t), se tiene

Arwp(t) — Ap(t) — E Arwp(t) = Ar(t)] - Arwp(t) — Ap(t) — b3&g(t) + o (b3)
\/VCLT rTWP ] - \/Tl 57(0 + 0(1)
_ Arwp(t) = Ap(t) — bigs(t) 1/2,5/2
= Ve e (i)
— /n Arwp(t) = Ar(t) = &) & (1)
= Vi &7 (1) &7 (1) +o(1)

+o (nl/Zb?m) ,
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0, equivalentemente,

\/n—leTWp(t) —Ap(t) —B2¢(t)  drwp(t) = Ar(t) — E Drwp(t) = Ap(1)] &(t) + o(1)

&7(¢) \/Vm« Prwp(t)] &7(¢)
0 <n1/26‘;’/2) O(1)

por lo que, como por (V.1) es nb} = O(1) y dado que —7% — 1, se concluye como consecuencia
del teorema de Slutsky que

i dawe®) = Ae(®) ZbiEe®) a4y )
(1)

Aplicando una vez més el teorema de Slutsky a la representacién (3.162) (teniendo nuevamente presente
que nb} = O(1)), se tiene

\/n_bleWP@) “Ar(t) ~bi6(t) 4 g gy,
&7(t)

o, equivalentemente, teniendo en cuenta la definicién de lo, el resultado (3.159). m

Observacién 3.3.1 Cuando la funcidn nicleo es concava, de acuerdo con la observacion 3.2.1 se
verifica que

B )\F(t) L(1+4a) 2
f%(t) = (t) (p(t)cK + (1 —p(t)a /L(1+a (/ K(u)K (v — ua) du) dv)

cxAr(t) (p(t) + (1 = p(t)a) _
S ey = &(0).

<

En palabras, la distribucion normal limite a la que converge \/nb; (XTWp(t) — Ar(t)) tiene varian-
za menor o igual que la de la distribucion limite de \/nb; (;\\(t) - )\F(t)) donde A(t) es uno de los

estimadores XWLN[/V(LL),XWLLL(t),B\\RRNw(t) 0 }:RRLL(t)-

3.4 Ventanas asintéticamente 6ptimas

Los teoremas 3.2.1-3.2.5 de la seccién 3.2 permiten deducir expresiones asintéticas para el error
cuadrédtico medio integrado de la parte dominante de las representaciones de los estimadores que allf
se dan. Bajo ciertas condiciones sobre las ventanas, es posible obtener expresiones explicitas para las
ventanas asintéticamente 6ptimas, en el sentido de minimizar el error cuadratico medio integrado.

Si A denota un estimador genérico de la funcién de riesgo y b = (b1, b2) el vector de ventanas
empleado, se define el error cuadratico medio integrado del estimador, M ISE,,(\;b), como

MISE,(h:b) = B [ /0 h (R -2) wi) dt]

donde w es una funcién de peso.
En el resto del capitulo se requerird, ademés de las condiciones exigidas hasta ahora, una condicién
adicional sobre la funcién de peso w :
(W.1) w es una funcién no negativa, con soporte compacto contenido en el intervalo (¢, o) y acotada.
El primer resultado de esta seccién se refiere a la parte dominante del estimador Ay ryw (t).



202 Nuevos estimadores de la funcidn de riesgo

Teorema 3.4.1 Supuestas las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (W.1) y que Z—; =a €
(0,00), se tiene

MISE,(Awrnw;b) = AMISE,(Awinw;b) + 0 (AMISE,(Awyw;b)) (3.166)
donde
— biu2 I I
AMISEy (i b) = lEl(@) | cxlo(a) (3.167)
4 nbl
Y

_ [ Aa@p() (p(t) + a(1 = p(1))) w(?)
Ig(a) = /0 A 1 H(t) dt.

Ademds, el par de ventanas que minimiza AMISE,(A\wrnw;b) es

bamise, (a) = (b1,am15E, (@), b2, AM15E, (@)

donde
1/5
b1,aMISE, (a) = <%> (3.168)
Y
ba, AMISE, (@) = %SE‘”WX (3.169)
verificandose
AMISEo(w iy bantzsi, (@) = Zn_4/5u§</5c%511(a)1/512(a)4/5. (3.170)

Demostracién. Empleando las expresiones (3.57) y (3.58) del teorema 3.2.1 para la esperanza y
la varianza de A\wrnw(t), se tiene

MSEQwinw(®) = (E Rwinvw(t) = Ae(®)]) + Var Pwoyw (£)]

2
= b (N0 + 23 (0 (0) 2 (N 0) ~ M) 7 1)

L cxAm(t)p(t) (p(t) + a(l — p(t)))
nby 1— H(t)

+o (b +n o). (3.171)

Se obtiene (3.167) definiendo AMISE,,(Awrnw;b) como el resultado de integrar la suma de los dos
primeros términos de la expresién anterior de MSE(Awryw (t)) con funcién de peso w respecto a t.

El término despreciable de la representacion (3.166) procede de la integracién de los términos des-
preciables de (3.171). Su despreciabilidad respecto a AMISE,,(Awrnw;b) puede probarse aplicando
el teorema de convergencia acotada teniendo en cuenta la condicién (W.1) y que los términos de
orden o (b‘l1 + n_lbfl) de (3.171) estdn constituidos por restos de desarrollos de Taylor en que, como
consecuencia de las hipétesis (K.1), (P.1) y (H.1), intervienen funciones acotadas.

Mediante el cldsico balance entre sesgo y varianza integrados, es inmediato obtener de (3.167) las
ventanas 6ptimas (3.168) y (3.169). Finalmente, se obtiene (3.170) sustituyendo (3.168) en (3.167). m

Los cuatro teoremas siguientes dan resultados similares al anterior para las partes dominantes de
los estimadores Agrnw (), Awrrr(t), A\rrrL(t) ¥y Arwp(t), respectivamente.
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Teorema 3.4.2 Supuestas las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (W.1) y que 2—; =ac€
(0,00), se tiene

MISE,, (XRRNWQ b) = AMISEW(XRRNI/V; b) + o (AMISEU,(XRRNI/V; b)) (3.172)
donde
4.2
_ I
AMISEy(Nprnw: b) — JHxts(@)  cxlo(a) (3.173)
4 nb1
)

B = [ <(A¥I(t) ARt — 3N (A () p(t)

IQ((L) =

/°° Au(®)p(t) (p(t) + a1 — p(H)) w(t) .,
0 1— H(t) '

Ademds, el par de ventanas que minimiza AMISE,(ArrNw;b) es

bamrise,(a) = (b1, am1sE, (@), b2 AMISE, (@))

donde
b1,AMISE, (a) = <%>1/5 (3.174)
Y
b2, AMISE, (@) = %jﬂ”(a), (3.175)
verificindose
AMISEw(Craxw: banirsm. (@) = gn—4/5ui(/5c‘;</513(a)1/512(a)4/5. (3.176)

‘Demostracién. La expresién (3.60) del teorema 3.2.2 da la definicién de Agrnw (t) en términos
de A\wrnw(t). De ella es inmediato concluir que

E [Arrnw (t) — Ar(t)] = E Mwonw (t) — Ar(t)] + %b%MK (Am(8)* = 3Ny (1) A (t)p(t)

Var [XRRNW(LL) — )\F(t)] =Var [XWLNW(t) — )\F(t)] .

Por tanto, empleando los resultados del teorema 3.2.1, se tiene

MSE () = 3t (0 + Au(®? = 3N (O (1) (0
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2
+$ (A" (8) +2 (X (1) = A (8)°) p'“”)

L L exAn(®p(t) (p(t) + a1 = p(t))
nby 1— H(t)

+o(bf+ntort). (3.177)

Definiendo AMISE,,(Arrnw;b) como la integral de la suma de los dos primeros términos de (3.177)
con funcién de peso w respecto a t, se obtiene (3.173). La despreciabilidad del segundo sumando
de la representacién (3.172) respecto a AMISE,,(Arrnw;b) se puede justificar mediante argumentos
similares a los empleados en la demostracién del teorema anterior.

Los resultados (3.174), (3.175) y (3.176) se obtienen minimizando en by el AMISE,,(Arryw;b).
|

Teorema 3.4.3 Supuestas las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (W.1) y que 2—; =a €
(0,00), se tiene

MISEU,(XWLLL; b) = AMISEw(XWLLL; b) + o0 (AMISEw(XWLLL; b))

donde

bingla(a) 4 cxla(a)

AMISE,(AwrLr;b) = 1 nby

(3.178)

o) = | N (A';mp(t) n M) w(t)dt,

a

t.

[ 2A@®)p() (p(t) + a(l —p(t))) w(t)
hla) = /o - 1-HQ) d

Ademds, el par de ventanas que minimiza AMISEw(XWLLL; b) es

bamise,(a) = (b1,am1SE, (@), b2 AMISE, (@))

donde
cxla(a) \°
bi,AMISE, (a) = (#%)
4
bo, AMISE, (a) = %SE@,
verificindose
AMISE,(A\wrrr;banise, (a)) = Zn74/5,u§</50§(/5f4(a)1/5fg(a)4/5.

Demostracién. La demostracién es completamente andloga a la del teorema 3.4.1, partiendo de
los resultados del teorema 3.2.3. m
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Teorema 3.4.4 Supuestas las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (W.1) y que 2—; =a €
(0,00), se tiene

MISEy(ArrLr;b) = AMISEy,(Arrrr;b) + 0 (AMISEy(ArrLr; b))
donde

bipgIs(a a) | cxla(a)

AMISE,, ()\RRLLa b) = 4 nby

(3.179)

L(a) = /0 * Au(t)p(t) (p(f)j;g)— p®)wt)

Ademds, el par de ventanas que minimiza AMISE,(Arrrr;b) es

bamrise, (a) = (b1, amr1sE, (@), b2 aAMISE, (@))

donde
el 1/5
bi,AMISE, (@) = <K—2()>
nMKIS(a)
y
b a
b2, AMISE, (a) = —I’AMI;Ew( ),
verificindose

_ 5
AMISE,(ArRrLL; baMISE, (@) = Zn_4/5u§{/5c§</515(a)1/512(a)4/5.

Demostracién. La demostracién es completamente andloga a la del teorema 3.4.2, partiendo de
los teoremas 3.2.3y 3.2.4. m

Teorema 3.4.5 Supuestas las condiciones (K.1), (P.1), (H.1), (V.1) y (W.1) y que b—; =ac€
(0,00), se tiene

MISEU,(XTWP; b) = AMISEw(XTWP; b) +o (AMISEw(XTWP; b))

donde

b I
AMISEy (v p; b) = 1’“‘K4 6(@) ZLE}?) (3.180)

i@ = [ <Azéf<t>p<t> 2N (09 (1) + A (1)
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2
L P (6) + 2 (N (0) — A (0?) p'<t>)) w(t)d,

a

I(a) = /0 1 jtg((tt; (p(t)cKJru— (1)) / L::j ( / KWK (v — ua) du>2dv> w(t)dt.

Ademds, el par de ventanas que minimiza AMISE,(Arwp;b) es

bamise,(a) = (b1,amrsE, (@), b2 aMISE, (@))

donde
Ir(a) )1/ ]
b o) = (Ll
1,AMISE, (@) (TLMKIE;( ;
Y
b a
ba, AMISE, (a) = %Ew(),
verificdndose

5n_4/5 2/5 Is(a )1/517( )4/5‘

AMISE,(Arwp;bamise,(a)) = 1

Demostracién. La demostraciéon es completamente andloga a la de los teoremas 3.4.1 o 3.4.3,
partiendo del teorema 3.2.5. m

Observacién 3.4.1 Aunque en los teoremas 3.4.1-3.4.5 se dan expresiones explicitas para ventanas
asintdticamente dptimas, dichos resultados presuponen que by/ba = a € (0,00) y dependen, por tanto,
de a. Por tanto, si por \ se denota cualquiera de los cinco estimadores anteriores, deberd calcularse
el valor de a que minimiza AMISE,(\;banrse, (a)), que se denotard por appr, esto es,

a>0

Para el estimador de Tanner-Wong presuavizado puede ocurrir que

ggAMISEw rwp;banrse, (@) = lim AMISE,(Arwp;banise, (a)).

a—00

En este caso, el minimo de la funcion AMISE,(A\rwp;bamise, (a)) no es un minimo local. Tenien-
do en consideracion la observacion 3.2.2, ello implica que cuando se presenta esta circunstancia el
estimador de Tanner-Wong es asintdticamente mds eficiente que el estimador Arwp.

Observacién 3.4.2 Una condicion suficiente para la existencia de un minimo local de
AMISEw(/\TWP;bAM[SEw(a)) €S que

/OOO Ne(®) (A" () + 2 (Vg () — Au(t)?) P'(t)) w(t)dt < 0. (3.181)
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Efectivamente, igualando a cero la derivada de Ig(a),

o) =~ [ NRO (@) + 2 (o) — A7) (1) i)
2 [ o 0+ 2 000 Aae) # 0) it

se obtiene el punto critico, correspondiente a un minimo,

S @ @) +2 (N (t) - AH<>)p'<t>2w<t>dt
Jo~ Ne(t (AHU () + 2 (N () — Am (1)2) p'(1)) w(t)dt’

que pertenece al intervalo (0,00) bajo la condicion (3.181). Por otra parte, nétese que, procediendo
como en la observacion 3.2.2,

/ i) (/ K v—ua)du)de = VI [ R@PR (2)

1 [ -
< — K(v1)2%dv; = ¢k,
< Tﬁ/_m (v1)2dvr = cx

ag —

de donde
I7(a) < wli_)rrolol}(ac).
Por tanto,
AMISEy(Arwp; bamise, (a)) < Jlim AMISE, (Arw p; bamise, (a))
y existe

aopr = argminAM IS E,(X; banrse, (a)) < oo.
a>0

3.5 Simulaciones

A fin de mostrar el comportamiento en la practica de los estimadores presentados en este capitulo
y, asimismo, compararlo con el de otros estimadores de la funcién de riesgo conocidos, se ha realizado
un estudio de simulacién de Montecarlo.

En los cuatro modelos considerados se ha supuesto que tanto la distribucién de probabilidad del
tiempo de fallo como la del tiempo de censura pertenecen a una misma familia pardmetrica. Se han
empleado las distribuciones de Weibull y loglogistica.

Concretamente, en los dos primeros modelos (modelos I y IT) Y <y (ap,Br),C L w (ag, Ba)s

donde W (v, ) denota la distribucién de Weibull con pardmetro de forma « y pardmetro de escala 3,
de densidad

Bax®exp(—Bz®), x> 0.

La combinacién de valores de ap, B, aq v Bg que caracteriza a cada modelo se detalla en la Tabla
3.2. En la Figura 3.1 se representan las funciones de riesgo del tiempo de fallo y del tiempo observado
y la funcién de probabilidad condicional de no censura de los modelos I y I1.
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Tabla 3.2. Caracteristicas de los modelos I a I'V.

Modelo F G
1 W(3,1) W(5,1)
11 W(5,1) W(3,1)
III LL(0,0.2) LL(0,0.4)
1A% LL(0,0.4) LL(0,0.2)

Modelo |
Q]
2 <]
o | o
o ~—
o |
© e
< |
= © A
a
31 ©
o ]
o ~ 4
o
S 1 !
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
t t
Modelo I
S ]
2 <]
< | o~
2 R
o |
© | e
o
= o 4
Q.
S ©
o ¥
o
~
o
= S .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2

Figura 3.1. Funciones p, Ay v Ar para los modelos I y 1. Las lineas discontinuas indican la frontera
del soporte de la funcién de peso, w.

En los dos ultimos modelos considerados, modelos I11y IV, Y 4 IL (ap,Br),C 4 IL (g, Ba)s
donde LL («, 3) denota la distribucién loglogistica con pardmetro de localizacién « y pardmetro de
escala (3, de densidad

1 (log(z) — oz)
ﬁxfy <7ﬂ , >0

donde ~(-) denota la funcién de densidad logistica v(z) = exp(z)/ (1 4 exp(z))?. Las caracteristicas
concretas de estos dos modelos se encuentran en la Tabla 3.2. En la Figura 3.2 se muestran grafica-
mente las funciones de riesgo del tiempo de fallo y del tiempo observado y la funcién de probabilidad
condicional de no censura de los modelos 11 y IV.

La probabilidad de censura para los modelos I a I'V varfa entre 0.47 y 0.53.
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Modelo llI
o
= o |
<
]
S o |
o«
©
o < |
= N
o
3 © |
N ©
o o
< | o |
o = T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14
t t
Modelo IV
S ]
A <o |
<
© |
o N
(3]
©
o < |
= N
Q
31 @ |
N ©
o S 1
= <o |
o o

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 1.4 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 1.4

Figura 3.2. Funciones p, A\ y Ar para los modelos II] y I'V. Las lineas discontinuas indican la
frontera del soporte de la funcién de peso, w.

Para los cuatro modelos se simulan muestras de tamafios pequeiio (n = 30) y medio (n = 200). Si
X denota un estimador de la funcién de riesgo y b el vector de ventanas, el MISE,, ()\ b) del estimador
——cuya definicién se dio al principio de la seccién 3.4— se aproxima simulando 500 muestras para
cada modelo y tamafnio muestral a lo largo de una rejilla de valores de cada componente de la ventana
equiespaciados en escala logaritmica entre 0.08 y 1.28 x 25/6 ~ 2.28. Para cada muestra simulada
el ISE,, se aproxima numéricamente mediante cuadratura gaussiana de 15 puntos. Como funcién
de peso, w, se toma la funcién indicadora del intervalo de extremos los cuartiles primero y tercero
de la funcién de distribucién del tiempo observado. En todos los casos, el nicleo empleado es el de
Epanechnikov.

En las Tablas 3.3-3.6 se consigna para los modelos I a I'V el valor del minimo de la aproximacién
del MISE,(\;b) y la(s) ventana(s) en que dicho minimo se alcanza, byrsg,, para cada estimador
y tamanos muestrales n = 30,200. Para los estimadores que dependen de dos ventanas se emplea la
notacién byrrsg, = (b1,M1SE,, b2, MISE, ), donde b1 pm1sE, ¥ b2, MISE, denotan el valor de las compo-
nentes by y by de byrrsg,, , respectivamente. En las mismas tablas figura ademés el valor de las ventanas
AMISE,-6ptimas, bamrise, = (b1,AMISE,b2,AMI1SE, ), calculadas minimizando numéricamente las
expresiones dadas en los teoremas 3.4.1-3.4.5 de la seccién anterior para AMISE,, (X, b) (X denota un
estimador genérico de la funcién de riesgo).

En las Figuras 3.3-3.10 se representan, para los modelos I a IV y tamano muestral n = 30,
graficos de la aproximacién de Montecarlo del MISE,,(\;b) como funcién de la(s) ventana(s) para
cada estimador. Aunque, para mayor brevedad, las caracteristicas de la misma /f\uncion para n = 200 se
muestran en las Figuras 3.11-3.14 sélo para los estimadores Apyw (¢), Arwp(t), Awrnw () vy Awrrr(t),
pueden considerarse representativas.

Con n = 30 es muy frecuente observar que el minimo de la aproximacién de M T SEw(X; b) se
alcanza en los puntos externos de la rejilla de ventanas, lo que sugiere que o bien no se ha alcanzado
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un minimo local o bien no existe. En general, esto ocurre porque la ventana by, que controla el grado
de suavizacién de la estimacién de la probabilidad condicional de no censura, toma el mayor valor
ensayado. (Como indicacién del tamanio de las ventanas elegidas para la simulacién, téngase en cuenta
que 2.28, que es el mayor valor considerado tanto para b; como para by, es mayor que el percentil 99.8%
de la distribucién del tiempo observado para cualquiera de los modelos estudiados). En estos casos,
pero también cuando el minimo se localiza en el interior, las curvas de nivel de las Figuras 3.3-3.10
indican que cuando los valores de by son subéptimos el efecto de by sobre el MISE,,(\;b) es —salvo
para valores de b relativamente bajos— mucho menos determinante que el de b;. Con n = 200, el
minimo se localiza casi siempre en el interior de la rejilla, pero la observacién anterior sobre el efecto
de by y bg en el MISE,,(\;b) sigue siendo vilida en lineas generales.

Centréandose en la comparacion entre los diferentes estimadores, es natural empezar contraponien-
do aquéllos relacionados con los estimadores de Tanner-Wong o Watson-Leadbetter (es decir, el propio
XTW (1), XTWp(t), XWL Nw(t) y XWLL[A (t)) a sus contrapartidas basadas en los estimadores de Blum-
Susarla o Rice-Rosenblatt (el propio Aps(t), Apsp(t), \ekrnw (t) ¥ Arrrr(t)). En este sentido, salvo
algunas llamativas excepciones, el examen de las Tablas 3.3-3.6 revela la superioridad de los esti-
madores de tipo Tanner-Wong o Watson-Leadbetter frente a los otros.

Restringiendo la comparacién a los estimadores XTW (1), XTWp(t), XWLNW (t)y XWL rL(t), el esti-
mador que suele ser méds eficiente cuando se consideran globalmente los resultados de las simulaciones
es AwrLL(t) (en cuatro de ocho ocasiones le corresponde el menor MISEy,). Ahgra bien, es percep-
tible un efecto del tamafio muestral que favorece a los estimadores Arwp(t) yA)\TW(t) frente a los
otros dos: pasan de ser siempre inferiores con n = 30 a alguno de )\W nw (t) o Awrrr(t), a superar
conjuntamente en tres de los cuatro modelos a )\WLNW( )o )\W () con n = 200. Todo ello parece
sugerir algin tipo de efecto de segundo orden en la eficiencia relativa de estos estimadores. Igualmente
relacionado con ello parece estar la observaciéon de que cuando para n = 200 A\ ryw () o Awrrr(t)
contintan alcanzando el MISE,, 6ptimo para un valor de by elevado, son también superiores al resto
de estimadores.

Aunque los resultados para el estimador XWLLL(t) son buenos, conviene relativizarlos. Otros
estimadores pueden mejorar su eficiencia en hasta eIA42% para n = 30 y hasta el 32% para n = 200.
Ni siquiera es uniformemente superior al estimador Ay rnw(t) (téngase en cuenta, no obstante, que
la funcién de peso elegida, que elimina el efecto frontera, atenta posiblemente las diferencias en el
comportamiento practico de ambos estimadores).

Por fin, aunque como se deduce de lo dicho més arriba el estimador de Tanner-Wong, XTW(t), puede
llegar a ser mds eficiente que los estimadores de tipo producto, es siempre superado por su versién pre-
suavizada, Arw p(t). Ello se traduce en ganancias de eficiencia que aunque veces sélo son marginales
(0.7%), pueden llegar a ser —ademds no excepcionalmente— dramaticas (40%). Todas estas car-
acteristicas apuntan a reconocer en Arw p(t) un estimador de la funcién de riesgo con propiedades
bastante convenientes, al menos para muestras de tamano no demasiado pequeno. Cuando el tamarno
muestral es pequefio los estimadores de tipo producto Ay, Nw(t)y AWLL 1(t) pueden ser alternativas
competitivas.



Simulaciones

Tabla 3.3. Resultados de la simulacién para el modelo I. Ventanas banrsg,bmise, ¥

MISE,, (X, byise, ) de los estimadores de la funcién de riesgo.

n Estimador bAMISE, bymisE, MISEw()\; bMISEw) x 102

30 Arw(t) 0.56 0.51 11.404
Awrnw ()  (0.28,0.41) (0.81,2.28) 6.221
Awrr(t)  (0.27,0.53)  (0.72,2.28) 10.810
Mwp(t)  (0.56,0.12)  (0.72,2.28) 7.060
Bs(t) 0.46 0.36 11.400
Xernvw (1) (0.47,0.45)  (0.36,0.91) 10.456
Nrroo(t)  (0.62,0.94) (0.32,2.28) 9.831
ABsp(t) - (0.36, 2.28) 10.634

200 Apw(t) 0.39 0.29 2.056
Awinw () (0.19,0.28) (0.18,0.29) 2.625
Awrro(t)  (0.19,0.36) (0.18,0.51) 2.281
Arwp(t)  (0.38,0.08) (0.29,0.08) 2.021
XBs(t) 0.31 0.23 2.430
Xernvw (1) (0.32,0.31)  (0.23,0.45) 2.028
Nrroo(t)  (0.42,0.64)  (0.20,2.28) 1.703
XBsp(t) - (0.23,0.45) 2.028

Tabla 3.4. Resultados de la simulacién para el modelo /1. Ventanas bayrsg,, bmise, ¥

MI SEw(X; bymise, ) de los estimadores de la funcién de riesgo.

n Estimador bAMISE, byrsE, MISEw()\; bMISEw) x 102

30 Arw(t) 0.28 0.36 18.829
Awrnw(t)  (0.35,0.53)  (0.36,0.64) 10.996
Awrrn(t)  (1.10,2.92)  (0.51,2.28) 9.894
Arwp(t)  (0.28,0.50) (0.36,2.28) 11.241
Aps(t) 0.38 0.29 12.980
Xernvw (1) (0.39,0.38)  (0.25,0.40) 12.449
Nrroo(t)  (0.37,0.47)  (0.29,2.28) 13.463
ABsp(t) - (0.25,0.36) 12.301

200 Arw(t) 0.19 0.18 3.092
Awonw(t)  (0.24,0.36) (0.23,0.40) 1.921
Awron(t)  (0.75,2.00) (0.23,2.28) 1.887
Arwp(t)  (0.19,0.34)  (0.20,0.45) 2.055
Aps(t) 0.26 0.18 2.752
Nrrnw () (0.27,0.26) (0.16,0.25) 2.612
Nrroo(t)  (0.26,0.32) (0.16,0.40) 2.532
ABsp(t) - (0.16,0.23) 2.593
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Tabla 3.5. Resultados Qe la simulacién para el modelo I1I. Ventanas bayrsg,,OMisE, Y
MISE,(\;byise,) de los estimadores de la funcién de riesgo.

n Estimador bAMISE, byMIsSE, MISE,(\;byise,) X 102

30 Apw(t) 0.46 0.57 11.007
Awrnw(t)  (0.47,0.36)  (0.51,0.40) 10.088
Awrro(t)  (0.49,0.44)  (0.57,0.57) 9.382
Arwp(t)  (0.46,0.00) (0.51,0.45) 10.235
Aps(t) 0.41 0.36 12.188
Xrrnw(t)  (0.44,0.39)  (0.36,0.40) 12.151
Arron(t)  (0.43,0.43) (0.36,0.51) 13.024
XBsp(t) - (0.36,0.23) 12.117

200 Ay (t) 0.32 0.32 2.192
Mwoaw () (0.32,0.25) (0.36,0.25) 2.209
Awrro(t)  (0.33,0.30)  (0.36,0.32) 2.030
Arwp(t)  (0.32,0.00)  (0.32,0.09) 2.176
Aps(t) 0.28 0.23 2.788
Xrrnw(t)  (0.30,0.27) (0.23,0.25) 2.772
Nrroo(t)  (0.29,0.30)  (0.23,0.29) 2.785
XBsp(t) - (0.23,0.11) 2.774

Tabla 3.6. Resultados /(\1e la simulacién para el modelo I'V. Ventanas banrse,,brvise, v
MISE,(X\;byisk,) de los estimadores de la funcién de riesgo.

n Estimador bAMISE, bMISE, MISEw()\;bM[SEw) x 102

30 Arw(t) 0.69 0.64 5.548
Mwinw () (0.69,0.52) (1.14,2.28) 2.942
Mwrno(t)  (0.54,0.51)  (1.02,2.28) 3.984
Mwp(t)  (0.76,0.40) (1.14,2.28) 3.083
Aps(t) 0.46 0.57 7.038
Arrvw (1) (0.51,0.44) (0.51,0.57) 7.034
Mrron(t)  (0.65,0.64) (0.51,2.28) 4.880
XBsp(t) - (0.57,0.09) 7.044

200 Ay (t) 0.47 0.45 1.088
Awinw () (0.47,0.35)  (1.44,2.28) 0.826
Mwrno(t)  (0.37,0.35)  (0.45,0.45) 1.219
Arwp(t)  (0.52,0.27)  (0.72,0.64) 0.891
Ags(t) 0.31 0.32 1.415
Arryw () (0.35,0.30)  (0.32,0.40) 1.371
Arrrr(t)  (0.44,0.44)  (0.40,1.02) 0.901
Agsp(t) - (0.32,0.18) 1.399
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Capitulo 4

Aplicacion a datos reales

A los hombres les aguardan cuando mueren
€0Sas que no esperan ni 1maginan.
HERACLITO

En este capitulo se intenta profundizar en el aspecto practico del comportamiento de los métodos
expuestos en los capitulos precedentes mediante su aplicacién a dos conjuntos de datos reales proce-
dentes del campo de la Medicina. En la seccién 4.1 se describen y documentan los datos empleados.
El resultado de la aplicaciéon de las técnicas detalladas en los capitulos 2 y 3 a la estimacién de curvas
de supervivencia para cada uno de los conjuntos de datos se expone en la seccién 4.2.

4.1 Conjuntos de datos

4.1.1 Datos de cancer de cavidad oral y orofaringe

El carcinoma de células escamosas de cabeza y cuello es una enfermedad maligna con tasas de
mortalidad y morbilidad significativas cuya incidencia ha aumentado en las tltimas décadas. El
conjunto de datos analizado representa la supervivencia de 305 pacientes con carcinoma de células
escamosas localizado en la cavidad oral o la orofaringe que han recibido tratamiento en el Servicio
de Cirugfa Oral y Maxilofacial del Hospital de Cruces (Vizcaya) en el periodo comprendido entre el
1 de enero de 1990 y 30 de junio de 1999. La fecha de finalizacién del estudio es el 24 de setiembre
de 1999. EI tratamiento consiste en radioterapia, cirugia o una combinacién de ambas. Para cada
paciente se ha registrado el tiempo en dias desde el inicio del tratamiento hasta la muerte o, en caso
de que ésta no llegue a observarse, hasta el final del seguimiento (datos censurados por la derecha). La
censura, presente en el 62.6% de los casos, es debida en la mayor parte de los casos (52.4%) a que el
paciente llega vivo al fin del estudio; el 10.2% restante corresponde a pacientes que mueren por causa
no relacionada con el tumor.

Como es de esperar en datos de esta naturaleza, existe una gran variabilidad entre pacientes
respecto a caracteristicas demograficas, clinicas o histolégicas que han sido consideradas en numerosos
estudios con el fin de aislar factores de riesgo en la evolucién del tumor. La Tabla 4.1 describe algunas
de las principales caracteristicas estudiadas para los 305 pacientes del presente ejemplo. El estadio de
la enfermedad se ha establecido mediante el sistema de clasificacion TNM (Hermanek y Sobin (1987)),
que a partir del estudio clinico y anatomopatolégico permite valorar la extensiéon del cédncer segin el
tamafio (“T”) del tumor primario, el nimero (‘N’) de nédulos linfiticos localmente afectados por la
metdstasis y la presencia de metdstasis (‘M’) a distancia. Si bien formalmente se distinguen cuatro
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estadios principales (de I a IV), en la Tabla 4.1 se alude colectivamente a los estadios I y II como
estadios iniciales y a los estadios III y IV como estadios avanzados.

Tabla 4.1. Caracteristicas de los pacientes de cédncer de cavidad oral y orofaringe.

Caracteristica Frecuencia (%)

EDAD

Menor de 65 anos 70.2

65 0 més anos 29.8
SEXO

Hombre 84.3

Mujer 15.7
FUMADOR

Si 7

No 23
CONSUMO DE ALCOHOL

Si 64.9

No 35.1
LOCALIZACION DEL TUMOR

Cavidad oral 86.6

Orofaringe 134
RADIOTERAPIA

No 45.5

Preoperatoria 6.6

Postoperatoria 47.9
CLASIFICACION TNM

I o IT (Estadio inicial) 35.4

III o IV (Estadio avanzado) 59.7

Sin establecer 4.9

4.1.2 Datos de cancer gdstrico

A pesar de las mejoras terapéuticas y de una relativa reduccién en su incidencia, el cdncer géstrico
continda siendo una enfermedad grave y relativamente frecuente en el mundo occidental. Un amplio
estudio de d&mbito europeo con pacientes diagnosticados de cdncer géstrico en la década de los ochenta
arroja probabilidades de supervivencia a los cinco anos que oscilan del 6% de Inglaterra y Gales hasta
el 19% de Suiza (Berrino et al. (1995)).

Casariego et al. (2001) presentan datos para una cohorte retrospectiva formada por todos los
pacientes con adenocarcinoma gastrico diagnosticados en los Hospitales Xeral-Calde de Lugo y Juan
Canalejo de A Coruna en el periodo 1975-1993. En esta aplicacién se emplea sélo el subconjunto
formado por los 1225 pacientes tratados en el Hospital lucense, lo que adicionalmente permite ignorar
el posible efecto del hospital en la supervivencia. Para cada paciente se ha determinado el tiempo en
dfas trancurrido desde el diagndstico hasta la muerte o, en caso de que la observacién esté censurada
por la derecha, el final del seguimiento. La fecha de fin del estudio es el 1 de agosto de 1995. Sélo un
20.1% de los datos presentan censura, debida principalmente (17.7%) a que el paciente llega vivo al
fin del estudio; el 2.4% restante consiste en pacientes perdidos para el seguimiento.
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Se dispone también de los valores de un vector de covariables que pueden tener efecto sobre la
supervivencia; las mds destacables son: edad, sexo, localizacién del tumor, clasificaciéon TNM y tipo
de cirugfa. La Tabla 4.2 describe a los pacientes segiin dichas caracteristicas.

Tabla 4.2. Caracteristicas de los pacientes de cdncer géstrico.

Caracteristica Frecuencia (%)

EDAD

Menor de 65 anos 35

65 0 mas anos 65
SEXO

Hombre 65.6

Mujer 34.4
LOCALIZACION DEL TUMOR

Tercio superior 16.7

Tercio medio 14

Tercio inferior 46.6

Munén 1.9

Generalizada 14.2

Sin establecer 6.5
CLASIFICACION TNM

I y II (Estadio inicial) 30

III y IV (Estadio avanzado) 27.6

Sin establecer 42.4
CIRUGIA

Curativa 44.6

Paliativa 20.8

Ausente 34.6

4.2 Resultados

4.2.1 Aplicacién a los datos de cancer de cavidad oral y orofaringe
Estimacién de la funcién de riesgo acumulativa y de la funcién de supervivencia

En el capitulo 2 se traté el tema de la selecccién de la ventana para el estimador de Nelson-Aalen
presuavizado de la funcién de riesgo acumulativa,

~  p(Tw)
Ay () = Z n—i(—)i-l’
’LT(l)St

proponiéndose el selector de ventana ‘plug-in’

o\ 1/3
O (4.1)
2u2nA
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Las ventanas piloto ¢g; del denominador y go del numerador de (4.1) se calculan empleando las expre-
siones (2.166) y (2.241), en las que se sustituyen H, p y sus derivadas por estimaciones obtenidas en
el caso de H suponiendo que es una funcién de distribucién lognormal y en el caso de p ajustando un
modelo logifstico.

Como se recordard, una de las condiciones para la validez de dicho procedimiento de selecccién de
ventana exige que la probabilidad condicional de no censura, p(t), sea constante e igual a 1 para todo
t suficientemente préximo a cero (condicién (P.2), pdg. 15). Es pertinente valorar, aunque sélo sea de
modo grafico, si es razonable afirmar que dicha condicién se verifica para este conjunto de datos. En
la Figura 4.1 se representa la estimacion local lineal de p(t), con ventana de amplitud 228.97 obtenida
empleando el selector de ventana ‘plug-in’ de Ruppert, Sheather y Wand (1995). Aunque el valor de
p(0), aproximadamente igual a 0.93, es algo inferior a 1, no es tan discordante con €l si se tiene en
cuenta tanto la tendencia general de la curva como la mayor variabilidad del estimador local lineal
en la frontera. Para ilustrar esta propiedad se ha sobreimpresionado a la Figura 4.1 un grafico de
variabilidad del estimador local lineal, obtenido representando los percentiles de orden 2.5 y 97.5 de
p(t) calculados a partir de 200 remuestras ‘bootstrap’ en una rejilla de valores de ¢t (Simonoff (1996)).

——— Estimacion local lineal
——————— Limites de la banda de variabilidad

A
p(t)
00 01 02 0.3 04 05 06 07 08 09 1.0
| | | | | | |

0 365 730 1095 1460 1825 2190 2555 2920 3285 3650
t (dias)

Figura 4.1. Estimacién local lineal de p(t) y banda de variabilidad para los datos de céncer de
cavidad oral y orofaringe.
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Empleando un nicleo tripeso, las ventanas piloto obtenidas son g1 = 240.70, g2 = 358.11 y la
ventana ‘plug-in’ b = 260.72. Con esta tltima, se estima la funcién de riesgo acumulativa mediante el
estimador de Nelson-Aalen presuavizado. Esta estimacién se representa en la Figura 4.2 junto con la
obtenida empleando el estimador de Nelson-Aalen cldsico. La forma de las funciones estimadas es muy
similar, con un rdpido incremento en el primer ano y medio de tratamiento que declina posteriormente.
Se observa con claridad, principalmente a partir del tercer afio, el cardcter més local de la estimacién
presuavizada.

—— Nelson-Aalen presuavizado
—— Nelson-Aalen

0.6

0.4 0.5
\ \

0.3
\

Funcion de riesgo acumulativa estimada
0.2

0.1

0.0

0 365 730 1095 1460 1825 2190 2555 2920 3285 3650
t (dias)

Figura 4.2. Estimaciones de Nelson-Aalen clésica y presuavizada de la funcién de riesgo acumulativa
para los datos de céncer de cavidad oral y orofaringe.

En la Figura 4.3 se representan las estimaciones de la funcién de supervivencia obtenidas mediante
el estimador de Kaplan-Meier y su versién presuavizada (2.6). La ventana empleada para esta tultima
estimacion, ante la ausencia de un selector de ventana especifico, ha sido la misma utilizada para la
estimacion de la funcién de riesgo acumulativa. Las caracteristicas generales de las funciones estimadas
son similares a las comentadas en el caso de la funcién de riesgo acumulativa. Los cuatro primeros
deciles de la distribucién estimada del tiempo de supervivencia son 256, 395, 619 y 1299 para la
estimacion de Kaplan- Meier y 270, 390, 624 y 1299 para la presuavizada, muy similares a efectos
précticos, si bien el cardcter menos discreto del estimador de Kaplan-Meier presuavizado permite en
principio estimarlos con més precision.
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1.0

—— Kaplan-Meier presuavizado
—— Kaplan-Meier
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Figura 4.3. Estimaciones de Kaplan-Meier cldsica y presuavizada de la funcién de supervivencia para
los datos de céncer de cavidad oral y orofaringe.

Hasta ahora no se han tomado en consideracién las variables descritas en la Tabla 4.1, pero es
razonable esperar que afecten a la supervivencia del paciente. El modelo de riesgos proporcionales de
Cox (Cox (1972)) es seguramente el modelo de regresiéon mds empleado en el dmbito de la Medicina
para cuantificar la relacién entre el tiempo de supervivencia y un conjunto de covariables. En la
Tabla 4.3 se detalla el modelo ajustado con un procedimiento de seleccién paso a paso hacia adelante
(‘forward stepwise’) a partir del conjunto inicial de variables de la Tabla 4.1 y empleando en cada paso
contrastes locales de Wald al nivel de significacién del 5%. Las variables cualitativas se han codificado
mediante variables indicadoras. Puesto que no se ha hecho uso de ningiin mecanismo de imputacién,
la presencia de valores faltantes en la variable ‘clasificacion TNM’ reduce el nimero de observaciones
con que se ha construido el modelo a 290.

Tabla 4.3. Modelo de Cox ajustado y tabla ANOVA para los datos de cédncer de cavidad oral y

orofaringe.
Grados de Coeficiente Estadistico de
Variable libertad estimado  Error estdndar Wald p-valor
Clasificacién TNM
I oIV 1 1.037 0.241 18.4410 <0.0001
Edad
65 0 mds anos 1 -0.555 0.241 5.3260 0.021

De la Tabla 4.3 se desprende que el factor mds importante que afecta a la supervivencia es la
clasificacion TNM del tumor, un hallazgo habitual en conjuntos de datos similares al que nos ocupa
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(Odell et al. (1994), Beltrami et al. (1992)). Concretamente, los pacientes con céncer en estadio
avanzado exhiben un riesgo de morir exp(1.037) ~ 2.82 veces mayor que los que se hallan en un
estadio inicial (bajo igualdad de la otra covariable del modelo). La importancia de la edad es menor,
pero, como indica el signo negativo del coeficiente estimado, los pacientes més jévenes tienen un riesgo
de morir exp(0.555) ~ 1.74 veces mayor que los de mayor edad. Para investigar la naturaleza del efecto
de la edad y la clasificacion TNM, se ha ajustado un modelo con un término adicional de interaccién
entre ambos factores, que resulté no ser significativo.
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Figura 4.4. Funciones de supervivencia estimadas para un paciente segin su edad y clasificacién
TNM del céncer.

Una vez ajustado un modelo de riesgos proporcionales de Cox, es posible obtener estimaciones de
la probabilidad de supervivencia para un paciente con un conjunto dado de covariables. La funcién
de supervivencia del paciente con vector de covariables X = xp, se estima mediante el estimador

~ ~ exp(b/zp)
1 - F(t|X =ap) = (1 - Fo(t))

donde b es el vector de estimaciones de los coeficientes del modelo y 1 —ﬁo(t) un estimador de la funcién
de supervivencia basal, es decir, de la supervivencia de un individuo con vector de covariables X = 0.
En la Figura 4.4 se muestran las funciones de supervivencia estimadas para pacientes de cada uno
de los grupos definidos por las posibles combinaciones de las covariables ‘edad’ y ‘clasificacién TNM’
empleando las estimaciones del modelo de riesgos proporcionales de la Tabla 4.3 y, como estimador
de la funcién de supervivencia basal, el estimador de Breslow (Breslow (1974))

1— Fy(t) = exp (—Ko(t))
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donde Ko(t) es el estimador de la funcién de riesgo acumulativa basal

~ dz
AO(t) - TX<:t Z exp(b’a:j)
'="jER(Ty)

y Ti,i = 1,2,..., D, denotan los (distintos) tiempos en los que ocurre (al menos) una muerte, R(7;)
denota el conjunto de individuos que permanecen bajo estudio en un instante inmediatamente anterior
a T; y, finalmente, d; es el niumero de muertes en el instante 7.

Por supuesto, la propia validez de la regresién de Cox requiere que sea cierta la hipdtesis de riesgos
proporcionales, es decir, que el cociente de las funciones de fallo de dos individuos cualesquiera sea
independiente del tiempo (se supone que las covariables no varfan en el tiempo). Existen en la literatura
numerosos contrastes de bondad de ajuste propuestos para detectar la violacién de la asuncién de
riesgos proporcionales, pero los métodos grificos disfrutan sin duda de mayor popularidad (aunque
esto no signifique necesariamente que sean mds convenientes). Uno de los métodos mds utilizados
es la representacién de un diagrama de dispersién suavizado de los residuos de Schoenfeld escalados
(Grambsch y Therneau (1994)). En la Figura 4.5 se muestra este tipo de grafico con una suavizacién
de tipo ‘spline’ e intervalos de confianza al 90% para el modelo ajustado a los datos de cdncer de
cavidad oral y orofaringe. La evidente falta de horizontalidad de la linea suavizada, al menos para la
variable mds significativa, la ‘clasificacién TNM’, constituye una indicacién de no proporcionalidad.
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Figura 4.5. Diagrama de dispersién suavizado de los residuos de Schoenfeld escalados de los
predictores del modelo de Cox ajustado para los datos de cédncer de cavidad oral y orofaringe.

La Figura 4.5 sugiere que el efecto desfavorable debido a una mayor extensiéon del cdncer en el
instante de iniciar el tratamiento desaparece con el tiempo. Este hecho quizds signifique que con el
tiempo todos los enfermos progresan hacia una misma fase avanzada de la enfermedad, con lo que la
clasificacion inicial resulta de cada vez menor valor. Por su parte, el efecto protector de la edad sélo
se manifiesta a partir del primer ano de tratamiento, pero, en cualquier caso, no parece haber gran
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evidencia contra la hipdtesis de riesgos proporcionales para esta variable. Aunque por no alejarnos
de nuestro interés principal no proseguiremos esta discusién, es evidente que si se decidiera otorgar
significacion a estas observaciones habria que pensar en alternativas al modelo que subyace a la Tabla
4.3, como, tal vez, un modelo de Cox estratificado segtin la covariable ‘clasificacién TNM’.

Estimacién de la funcién de riesgo

En situaciones de interés practico, como las que nos ocupan en los ejemplos de este capitulo, la
funcién de riesgo tiene mds interés que la funcién de riesgo acumulativa, debido a su interpretacién més
directa en términos de riesgo. A continuacion, se aplican los estimadores de la funcién de riesgo de tipo
producto (Awrnw (t), \wrLrr(t), \krvw (t) ¥ ArrrL(t)) y el estimador de Tanner-Wong presuavizado
(Arwp(t)), todos ellos estudiados en el capitulo 3, a la estimacién de la funcién de riesgo para los
datos de cancer de cavidad oral y orofaringe.

Evidentemente, como en todo método de suavizacién de tipo nicleo, necesita seleccionarse pre-
viamente el valor de la ventana. Puesto que la seleccién de ventana es un problema abierto para los
estimadores del capitulo 3, en este (y el siguiente) ejemplo la eleccién se hara de un modo sencillo, em-
pleando los teoremas 3.4.1-3.4.5, donde se dan expresiones para el AMISE,, de las partes dominantes
de las representaciones asintéticas de cada estimador en funcién de la ventana. El procedimiento
consiste en tomar como ventana para los estimadores AwNw (), \wrrr(t), \ekrnw (t), A\rrLL(t) ¥
Arwp(t) el minimizador, aproximado numeéricamente, de las funciones anélogas a las (3.167), (3.173),
(3.178), (3.179) y (3.180), respectivamente, en las que se han reemplazado Ay, H, p y sus derivadas por
estimaciones calculadas suponiendo la lognormalidad de H y mediante el ajuste de un modelo logistico
para p. Como funcién de peso, w, se ha tomado el indicador del intervalo de extremos los percentiles
de orden 5y 95 de los tiempos observados. Dado que cuando by —el pardmetro de suavizacién de
p(t) del estimador Ay p(t)— tiende a cero se recupera el estimador de Tanner-Wong, Az (t), para
este estimador se ha hecho uso de la misma funcién objetivo que para la versién presuavizada con la
restriccién bs = 0. En la Tabla 4.4 —donde se utiliza la misma notacién que en el capitulo 3—, se
muestran los valores de las ventanas.

Tabla 4.4. Ventanas elegidas con los distintos estimadores de la rdzon de fallo para los datos de
céncer de cavidad oral y orofaringe.

Ventana,
Estimador by by
Awrnw(t) 25641  420.64
Awror(t)  294.21  482.66
Arrnw(t) 23671 388.31
Neron(t)  266.12  436.57
drwp(t)  295.73  125.09
Arw (¢) 300.91 -

En las Figuras 4.6-4.11 se representan las diferentes estimaciones de la funcién de riesgo A\p(t)
obtenidas con las correspondientes ventanas de la Tabla 4.4. Para facilitar las comparaciones entre
estimaciones el estimador Ay (t) sirve de referencia comin en dichas figuras. En principio, el niicleo
es en todos los casos el de Epanechnikov, aunque en la frontera se modifica (salvo en el caso del
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estimador local lineal de p(t), donde es innecesario), empleandose en la forma del nicleo de frontera
siguiente (Gasser y Miiller (1979)),

64(2 — 4a + 6a% — 3a3) + 240(1 — a?)x
(14 a)* (19 — 18a + 3a2)

Ka(z) :K(x)( )1(—1 <z <a)

donde, si b es la ventana y t < b el tiempo para el que se trata de estimar la funcién de riesgo, se
define a = £ y K(z) denota el nicleo de Epanechnikov.

El examen de las Figuras 4.6-4.10 sugiere que las ventanas elegidas proporcionan un grado de
suavizacién adecuado de las estimaciones salvo tal vez en el caso de Arw (t) y Arwp(t), que parecen
infrasuavizadas (la elevacién final en la cola derecha es provocada por un caso no censurado aislado).
Las figuras 4.8 y 4.9 revelan una caracteristica poco conveniente de los estimadores ArrNw (t) ¥
ArrLL(t), que se manifiesta como un grafico de apariencia més o menos ‘ruidosa’. Este hecho es
debido a que, considerados como funciones de ¢, ambos estimadores presentan discontinuidades en los
puntos que coinciden con los tiempos observados. Con todo, es previsible que la magnitud del efecto
sea importante sélo para tamanos muestrales pequenos.

Todas las estimaciones tienen una interpretacién similar en lo esencial: un brusco aumento del
riesgo de morir a consecuencia del cdncer al afio aproximadamente de iniciarse el tratamiento, seguido
de una atenuacién gradual del riesgo en los afios posteriores, tal vez con un repunte transitorio del
riesgo aproximadamente al quinto afo.
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Figura 4.6. Estimacion de la funcién de riesgo mediante los estimadores Ay (t)y XTW(t) para
los datos de céncer de cavidad oral y orofaringe.
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Figura 4.7. Estimacién de la funcién de riesgo mediante los estimadores ;\\WLLL(t) y XTW(t) para los

datos de cédncer de cavidad oral y orofaringe.
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Figura 4.8. Estimacioén de la funcién de riesgo mediante los estimadores XRRNW(t) ¥ ATw (t) para los

datos de cdncer de cavidad oral y orofaringe.
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Figura 4.9. Estimacién de la funcién de riesgo mediante los estimadores /)\\RRLL(t) y XTW(t) para los
datos de cancer de cavidad oral y orofaringe.
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Figura 4.10. Estimacién de la funcién de riesgo mediante los estimadores Ary p(t) y ATw (t) para los
datos de cancer de cavidad oral y orofaringe.
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4.2.2 Aplicacién a los datos de cancer gastrico
Estimacién de la funcién de riesgo acumulativa y de la funcién de supervivencia

Como en el ejemplo previo, el andlisis de este conjunto de datos se inicia examinando la forma
de la funcién p(t) con el fin de contrastar si es razonable suponer que su valor sea constantemente
igual a 1 para valores en la proximidad de 0 (condicién (P.2), pdg. 15). La Figura 4.11 muestra
la estimacion local lineal de p(t) obtenida con el selector de ventana de Ruppert, Sheather y Wand.
A pesar de la evidente infrasuavizacién de la estimacién en la cola derecha —problema debido a la
falta de adaptacién de la ventana global—, esta circunstancia no impide afirmar la plausibilidad de la
condicién (P.2).

1.0
| \ \ \

B(t)
0.2 03 04 05 06 07 08 0.9

0.0 0.1

0 730 1460 2190 2920 3650 4380 5110 5840 6570 7300 8030
t (dias)

Figura 4.11. Estimacién local lineal de p(t) para los datos de céncer gastrico.

En las Figuras 4.12 y 4.13 se representan estimaciones de la funcién de riesgo acumulativa, Ap(t),
y de la funcién de supervivencia, S(t), respectivamente. En el caso de la estimacién de Ap(t) se
han calculado los estimadores de Nelson-Aalen cldsico y su variante presuavizada con ventana elegida
mediante el selector ‘plug-in’ propuesto en el capitulo 3. El valor numérico de esta ventana es 105.90.
En cuanto a la estimacién de S(t), se consideran andlogamente los estimadores de Kaplan-Meier
cldsico y presuavizado, tomando para este iltimo la misma ventana que se ha tomado en el caso
de Ap(t). Tanto para Ap(t) como para S(t) se aprecia que las estimaciones cldsica y presuavizada
son muy semejantes, con tan sélo diferencias visualmente perceptibles en la cola derecha. Ello no es
sorprendente, dado el pequenio tamano de la ventana en términos relativos (el rango de los tiempos
observados es 8082). No obstante, para valorar en su justa dimensién el tamano de la ventana es
conveniente senalar que la distribucién de los tiempos observados presenta una fuerte asimetria, con
mediana en 335 dias.
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Figura 4.12. Estimaciones de Nelson-Aalen clésica y presuavizada de la funcién de riesgo
acumulativa para los datos de cdncer gastrico.
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Figura 4.13. Estimaciones de Kaplan-Meier cldsica y presuavizada de la funcién de supervivencia
para los datos de cdncer gdstrico.
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Las curvas de las Figuras 4.12 y 4.13 reflejan claramente la gravedad de la enfermedad en los
momentos iniciales a partir del diagnéstico. Nétese especialmente la fuerte pendiente positiva de la
estimacién de Ap(t) —es decir, el elevado valor de la funcién de riesgo— en los primeros dias del
seguimiento, aunque descienda a partir de entonces de modo consistente. Por otra parte, la mediana
estimada del tiempo de supervivencia es, de acuerdo con la Figura 4.13, de sélo 339 dias.

Un analisis de regresién de Cox con las covariables de la Tabla 4.2 revela un efecto significativo de
las variables ‘tipo de cirugia’, ‘localizacién del tumor’ y ‘clasificacién TNM’ sobre el tiempo de super-
vivencia (Tabla 4.5). En este sentido, la variable mds importante es el ‘tipo de cirugia’, estimandose
el aumento del riesgo de muerte respecto a los pacientes tratados con cirugia curativa en 2.79 veces
para los pacientes tratados con cirugia paliativa y en 4.23 para los no intervenidos.

Tabla 4.5. Modelo de Cox ajustado y tabla ANOVA para los datos de cancer géstrico.

Grados de Coeficiente Estadistico de
Variable libertad estimado  Error estdndar Wald p-valor
Tipo de cirugia 2 202.7127 <0.0001
paliativa 1 1.0263 0.0990 107.3661 <0.0001
ausente 1 1.4415 0.1066 182.8923 <0.0001
Clasificacién TNM
T o IV 1 0.4110 0.0897 20.9768 <0.0001
Localizacién del tumor 4 22.1691 0.0002
tercio medio 1 0.2283 0.1060 4.6440 0.0312
tercio superior 1 0.0066 0.1215 0.0029 0.9569
munén 1 -0.1623 0.2857 0.3226 0.5701
generalizada 1 0.4711 0.1082 18.9592 <0.0001

Estimacién de la funcién de riesgo

Se ha estimado la Afuncién de riesgo, )\FA(t), para los datos de cdncer gdstrico mediante los es-
timadores A\wrnw (t), \wrLrr(t), \ernw (t), ARrrLL (), A\rwp(t) v Arw(t). El procedimiento seguido
para la eleccién de la ventana es el ya descrito en el epigrafe correspondiente para los datos de cdncer
de cavidad oral y orofaringe. Las ventanas empleadas con cada estimador se detallan en la Tabla 4.6.

Tabla 4.6. Ventanas elegidas con los distintos estimadores de la rdzon de fallo para los datos de
céncer géstrico.

Ventana

Estimador b1 by
Awrnw(t) 11535  336.19
Mwroo(t)  127.26 2277.14
Nrrnw ()  84.04  303.34
Nrroo(t) 9410 2608.70
Arwp(t) 12663 15.61
Arw (1) 126.70 -
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En general, todas las estimaciones presentan en comin una evidente infrasuavizacién para tiempos
largos (por ejemplo, para mds de 3650 dfas), como se ilustra en la Figura 4.14 para el estimador
Awrnw (t). Se trata de un problema habitual en otros contextos, ligado a la naturaleza global de la
ventana seleccionada. Las diferentes estimaciones de Ap(t) se muestran en las Figuras 4.15-4.19, en
las que se ha limitado la escala temporal hasta 3650 dfas, para ocultar la estructura que de modo
posiblemente espurio aparece para tiempos mayores. Conviene, en este sentido, observar que algo més
del 90% de las observaciones corresponden a tiempos inferiores a 3650 dias y que este periodo de tiempo
(aproximadamente 10 anos) representa un seguimiento satisfactorio de los pacientes desde el punto
de vista de la historia natural de la enfermedad. En los mencionados graficos, Arw (f) desempena un
papel de referencia para facilitar las comparaciones entre estimadores.

Todas las estimaciones calculadas muestran un perfil semejante, mds alld de la mayor o menor
suavizacién determinada por la amplitud de la ventana. El riesgo de muerte es méximo en el momento
del diagnéstico y decrece rdpidamente desde ese momento: hasta cuatro veces transcurridos entre 400
y 450 dias, segin el estimador. En realidad, el riesgo de muerte parece continuar disminuyendo al
menos durante los primeros diez afios hasta llegar a ser entre 23 y 28 veces inferior al inicial. Las
elevaciones transitorias del riesgo observables en la cola derecha pueden perfectamente ser debidas a
una insuficiente suavizacién. Ahora bien, un hecho curioso es que los méximos de dichas elevaciones
tienden a coincidir con multiplos de un ano. Dada la dificultad de explicar esta periodicidad por causas
biolégicas, este hallazgo podria arrojar alguna sospecha sobre la calidad de los datos, aunque la simple
inspeccién visual de los datos brutos no revela ninguna anomalia. Por iltimo, es dificil valorar si la
aparente elevacién del riesgo en la fase final que sugiere la Figura 4.14, semejante a la que caracteriza
a la mortalidad de la poblacién general, es 0 no un fenémeno real.

0.004

0.003
|

Awenw(®)

A
0.002

0.001
|

0.000
|

0 730 1460 2190 2920 3650 4380 5110 5840 6570 7300 8030
t (dias)

Figura 4.14. Estimacién de la funcién de riesgo mediante el estimador XWL ~w (t) para los datos de
cancer gastrico.
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Figura 4.15.Estimacion de la funcién de riesgo mediante los estimadores XW nw(t)y /)\\TW (t) para
los datos de cdncer gédstrico.
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Figura 4.16. Estimacién de la funcién de riesgo mediante los estimadores Az (t)y XTW(t) para
los datos de cdncer géstrico.
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Figura 4.17. Estimacién de la funcién de riesgo mediante los estimadores XRRNW (t)y XTW(t) para
los datos de cédncer gastrico.
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Figura 4.18. Estimacién de la funcién de riesgo mediante los estimadores AggLz (t)y XTW(t) para
los datos de céncer géastrico.
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Figura 4.19. Estimacién de la funcién de riesgo mediante los estimadores Apy p(t) y XTW(t) para los
datos de cédncer gastrico.

Evidentemente, el riesgo no es homogéneo para todos los pacientes afectos de cancer géstrico. Esta
idea fue la que guié el andlisis de regresién de Cox efectuado en el epigrafe anterior, que permitié
reconocer las covariables con mayor influencia sobre el tiempo de supervivencia supuesto el modelo de
riesgos proporcionales. En la Figura 4.20 se comparan las estimaciones de la funcién de riesgo en los
primeros cinco anos desde el diagndstico para los pacientes clasificados segin el tratamiento quirirgico
que se les aplicé: cirugia curativa (i.e., sin enfermedad residual apreciable al término), paliativa (i.e.,
con enfermedad residual apreciable al término) o ausencia de cirugia. Como se recordard, ésta era
la variable m&s importante en el andlisis de regresién. Se ha utilizado el estimador Awprr(t), con
una ventana distinta para cada grupo de tratamiento calculada por el mismo método empleado con
anterioridad. El gréfico confirma que los riesgos de los tres grupos son muy distintos en las fases
iniciales: los pacientes con menor riesgo son los que reciben cirugia curativa y los de mayor riesgo
los no sujetos a cirugfa, situdndose el grupo de cirugfa paliativa se sitia en un nivel intermedio.
No obstante, es igualmente clara la tendencia de los tres riesgos a converger una vez transcurridos
alrededor de dos anos desde el diagnéstico. Aunque la curva parece infrasuavizada, llama la atencién
la distinta forma de la funcién de riesgo en el grupo con cirugfa paliativa en la proximidad del origen,
con un maximo del riesgo que sélo se alcanza tras aproximadamente 52 dias.
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Figura 4.20. Estimacién de la funcién de riesgo segin el tipo de cirugia para los datos de cédncer
gastrico.

—— Sin cirugia / Cirugia curativa
—— Cirugia paliativa / Cirugia curativa
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Figura 4.21. Cociente entre la funcién de riesgo estimada del grupo sin cirugia (o con cirugia
paliativa) y la funcién de riesgo estimada del grupo con cirugia curativa.
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La Figura 4.20 puede cuestionar la validez de la hipétesis de proporcionalidad de riesgos para la
covariable ‘tipo de cirugia’, desde el momento en que las razones de fallo de los grupos con cirugfa
curativa y paliativa se cruzan. Obsérvese que ello no implicarfa necesariamente que el modelo de
regresion de Cox considerado en la Tabla 4.4 fuera incorrecto, ya que incluye otras dos variables que
podrian estar confundidas con el tipo de cirugia para las que ahora no se ha hecho ningin ajuste. La
Figura 4.21, en la que se representa el cociente de la estimacién de la funcién de riesgo sin cirugia o
con cirugfa paliativa entre la estimacién de la funcién de riesgo con cirugia curativa en funcién del
tiempo, permite valorar mas directamente la hipétesis de proporcionalidad. Haciendo abstracciéon de
la variabilidad inherente a las estimaciones, en ambos casos el cociente se aproxima a 1 (igualdad
de riesgos) en la mitad derecha del gréfico, pero se aleja progresivamente de ese valor al acercarse al
origen, lo que constituye una indicacién de no proporcionalidad de la covariable.
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