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~Acciones polares e hiperpolares

M variedad de Riemann
I(M) grupo de isometrias de M

G C I(M) subgrupo cerrado del grupo de isometrias

(G actua polarmente si existe una seccion
subvariedad que interseca todas las orbitas de G ortogonalmente

(G actua hiperpolarmente si existe una seccion llana

Una seccion es un conjunto de “formas canonicas’”

Ejemplo: SL(n,R)/SO(n)  sl(n,R) = so(n) ® {matrices simétricas}
SO(n) actua sobre las matrices simétricas
{matrices diagonales} es una seccion




Acciones polares e hiperpolares

R?’L
(Dadok) Las orbitas de una accion polar por un grupo com-

pacto coinciden con las Oorbitas de la representacion de isotropia
de un espacio simétrico

Acciones de grupos no compactos:
productos de translaciones
y grupos compactos

Espacios simétricos de tipo compacto

(Kollross) clasificacion de acciones hiperpolares

(Podesta, Thorbergson)

clasificacion de acciones polares en

espacios simétricos de tipo compacto no hiperpolares
y rango uno

Hay acciones polares

(Kollross) en rango > 2 las acciones polares son hiperpolares?



Acciones polares e hiperpolares

Espacios simétricos de tipo no compacto

(Berndt, Tamaru) acciones hiperpolares en RH", CH"™ y QH?

cohomogeneidad uno en RH?3

polares no
hiperpolares
en RH3

h

Foliacion hiperpolar homogénea:
foliacion inducida por un grupo actuando hiperpolarmente



Foliaciones hiperpolares homogeneas en espacios Euclideos

R?’L

V subespacio lineal

vV &R subespacios afines paralelos
actuando por traslaciones de dimension k

‘Teorema (clasificacion de foliaciones hiperpolares homogéneas)
Una foliacion hiperpolar homogénea en R"™ es isométricamente
congruente a uno de estos ejemplos

Basta con probar que toda orbita es totalmente geodésica
Asumamos que H-o satisface Agv = Gl h(o)

operador de configuracion ¢ € T-(H - o) equivariante &)

F'rH-0— H-expy(:éo) |
0 .
h’(O) = eXph(o)(%gh(O)) — h(O) —I— %gh(O) ‘_i:o eXpo(Efo)

Fyov =v — +Acv =0 contradiccion



~Foliaciones hiperpolares homogéneas en espacios hiperbolicos

FH" espacio hiperbélico sobre F & {]R, C, H, (O)}

algebra de Lie del %0
grupo de isometrias ¢ — ®%n Stin SPin T

(descqmposicig’m en G=0 94D g-aDloDadga D go,
espacios de raices)

clasificacion de
foliaciones
hiperpolares

homogénas
cohomogeneidad uno

(Berndt, Tamaru)

raiz simple
positiva

curvatura de FH"™

‘“Ilano’ maximal

algebra de Lie del grupo que actua

N = go D g2¢

algebra de Lie del grupo que actua
s =a® (ga © 1) ® gon
ZQ@(n@f) ¢ linea en g,




Productos

$ conjunto finito de raices positivas simples

ae P — FaHno‘ algebra de Lie del grupo de isometrias
9 20DPI—aDtoDRHy D ga ® 924

[T FoH™| x R™ foliacion resoluble
aceP Saby — RHo @ (go © L) @ 924,
producto de foliaciones foliacion hiperpolar
hiperpolares homogéneas homogénea en el producto

En particular, el grupo de Lie con algebra de Lie

S 1= (EB 5a,£a) OV L= D Lo

acdP aced
induce una foliacion hiperpolar homogénea en (

1] FQH”’O‘> x R™
acedP
Teorema

Esta definicion no depende de |la eleccion de los 4,'s
(salvo congruencia)



Espacios de raices de un espacio simétrico no compacto

M = GG/K espacio simétrico de tipo no compacto

G grupo de Lie semisimple de tipo no compacto K = G,

descomposicion de Cartan

espacios de raices

descomposicion de Iwasawa

A raices simples
rank M = dima = |A|

g=top

@ involucion de Cartan, B forma de Killing
(X,Y) = —B(X,0Y) producto interior

g=to®ad (P o)
do AED
a C p abeliano maximal
g ={Xeg:ad(H)X = \(H)X,VH € a}

a(H) = (Hq, H)
g=tdadn

N = @)\eer g
> T raices positivas

G=KxAxXxN

M = AN producto semidirecto



Subalgebras parabolicas

® C A subconjunto de raices simples As .
« o« >t
2 ¢ sistema generado por & n A &
[¢=90@<@9A) . - ® -
e ® - 00 .
o= (P o Y=t n%o Ho, WS Ho, Ho,JHE «
— ® 00 -
subalgebra parabdlica do = lp E ng A . ‘ .

_ . . Z_
mcb:{?o@aq’@(@ gA) aq’:a@a@———@RHa

AEZ 5 aced

descomposicion Langlands gq¢ = mgp @ aep P e Qo = Mo X Ap X No

go = [mo, mo] = [lo, lo] G semisimple
o : espacio simétrico no compacto rankMe - 0 = |P|
GCD 0= MCD 0 totalmente geodésico
Aa -0 espacio Euclideo dimAe -0 =rank M — |P|
<> totalmente geodésico

S : . espacio simétrico
LCD 0= (GCD O) X (ACD O) totalmente geodésico



Ejemplos de foliaciones hiperpolares homogéeneas

sistema ortogonal

P CA (raices no conectadas en el diagrama de Dynkin) As =+
. producto de
go = @ 9{a} Gop = H G{a} semisimples
acd acd de rango uno
G@'Og H]FQHna L] L] ° O °
acd H, (BHEN Ho B Hos
[¢:Eo@(@g{a})@a¢ vy ' @ " €
aEedD \ ) )
Ly 0= ( 11 ]FaH”a> x RNk M=|®| S =
acEd ’
El grupo de Lie Scp,‘/,g con algebra de Lie
Sp V4 = 53;,‘/,6 B Nep (=P ta induce una foliacion
aEDdD hiperpolar homogénea en M
B (@ W@)ﬁ@%@%) @92a> OV enp=0"@dme)eV

acd
Teorema
Esta definicion no depende de la eleccion de los 4,'s
(salvo congruencia)



Clasificacion de foliaciones hiperpolares homogeneas

Teorema (clasificacion de foliaciones hiperpolares homogéneas)

Sea M un espacio simétrico Riemanniano conexo de tipo no
compacto. Entonces, cualquiera foliacion hiperpolar homogénea
en M es isométricamente congruente a la foliacion inducida
por Scb,v para algun conjunto ortogonal de raices simples ¢ vy
alglin subespacio lineal V de Ag - 0 & RFANKM—[®]

Estas foliaciones son el producto de foliaciones resolubles en
espacios hiperbolicos totalmente geodésicos determinados por
las raices de ®, una foliacion por espacios afines paralelos en
el espacio Euclideo Ay -0, Y la parte nilpotente de la descom-
posicion de Langlands de la subalgebra parabdlica determinada
por d.



Acciones
hiperpolares
en espacios simetricos

no compactos

J. Berndt, J.C. Diaz-Ramos, H. Tamaru; Hyperpolar homogeneous foliations on
noncompact symmetric spaces, arXivimath.DG/08073517
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Proof

Step 1
M = G /K symmetric space

of honcompact type.
g=¢tPyp.

H C I(M) inducing a
homogeneous foliation

Step 2

M Hadamard manifold
H C I(M) inducing a
homogeneous foliation

Step 3

M = G /K symmetric space
of noncompact type.

H C I(M) inducing a
hyperpolar homogeneous
foliation

H acts hyperpolarly

hy = {6 €p: (£, X)=0,YX € b}
abelian

4S5 C H solvable such
that S-p=H -p, Vpe M

4 maximally noncompact
Borel subalgebra b
such that s C b



Proof
Step 4

y
- — V
5 C maximally noncompact 5 = (100 V)®

Borel subalgebra <a§¢R(C“H“ +- 9>Ea)>
%L abelian with & C A orthogonal,
g::5+(n@n]—) c:a€ P — cy € R,

0% Eq €ga, V Cag

Step 5 § =5 (up to a compact factor)
s C maximally noncompact the action of S is orbit

Borel subalgebra equivalent to the action of
sy abelian S 1/, Where
S induces a foliation soy =a® @ <u@ <@ REa>> oV

acd

T heorem (classification of hyperpolar homogeneous foliations)

Let M be a connected Riemannian symmetric space of noncompact type.
Then, any hyperpolar homogeneous foliation on M is isometrically con-
gruent to the foliation induced by S¢y for some orthogonal set of simple
roots ® and some linear subspace V of Ag - 0 =2 RraNkM—[®]
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