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Introducci 6n

Punto de partida:

1. E.tglobalmente hipedicos: clase ras importante de variedades lorentzignas
desde los puntos de vistisico y materatico:

= Cima de lajerargia causal de e.t.

= Ambiente de ecuaciones hipétlzas —predictabilidad, ecuari de
Einstein, Censura@mica...

2. Teorema dsico de Nash

= extensible al caso semi-riemannigi@reene’70, Clarke’70)

= pero la extendin a variedades lorentzianéd, g) no reducible al caso
riemanniano siM,g) se va a embeber isom. &l (sblo estudiado
por Clarke).

4d > <« > 1 B QR



Objetivos (con Muiller, arXiv: 0812.4439):

s Resultado 1.Caracterizad@n de var. lorentzianas embebibles isirnta-
mente enL.N:

aqlellas que admiten urfancion temporal empinada (—g(Or,07) > 1)
(subclase propia de los e.t. establemente causales).

= Resultado 2.Esta subclase incluye a todos los e.t. globalmente hitierb
cos

admitir una talt —relacionado con los problemas “fabelcos” de difer-
enciabilidady

Se soluciondr analizando las estructurasetrica y conforme de los e.t.
glob. hiperb.
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Estructura de e.t. globalmente hipélibos (M, g):

1.

Hito: existencia de una fun@n Cauchy tiemp¢R. Geroch, JMP’70)
— Desdoblamiento topoflicoM =p R x S (niveles hip. Cauchy acausales)

Existencia de una hip. Cauchy espacial (AN Bernal, M.S, CMP’03)
— Desdoblamiento suavd ~gmoothR X S

Existencia de una fungh Cauchy temporal (AN Bernal, M.S, CMP’05)
— Desdoblamiento ortogongM, g) = (R x S.g= —Bdt?*+g)

Existencia de una funah Cauchy temporal empinad®. Miller, M.S,
'09)

— Desdoblamiento ortogonal con “lapso” acotado
(M,9) = (RxSg=—pdt*+g),p <1

— Embebimiento isortrico enLN por medio de una redudmi al Teo-
rema de Nash.
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Contenido:

1. Fundamentos:

a) Convenios preliminares

b) Funciones volumen construidas causalmente
c) Relacbn con la escala de e.t.

d) Construcadn de Geroch

€) Problemas de suavidad

2. Embebilidad isoratrica enLN para un e.t. general

3. Existencia de una fungh Cauchy temporampinadaen el caso global-
mente hiperb.
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1.- Fundamentos
(a) Convenios preliminares

= (M,g) e.t: n-var lorentzianaonexa, orientada temp-,+...,+).
(No restrictivo: toda var. lorentziana is@tnicamente embebible éd¥ es
temporalmente orientable.

= Caracter causal de un vector tagte T,M (id. curvas, hipersuperficies):

e Vv es causal siemporalg(v,v) < 0, or luminososg(v,v) = 0,v# 0
e De otro modogespacial g(v,v) > 0, orv = 0.
= Las curvas temporales (resp. causales) definen la @elaconobgica <«
(resp. causak)

Se considerasuaves, excepto si considerantosvas causales continuas
(localmente totalmente ordenadas poren entornos convexos), que son
localmente Lipschitz con vector tangente c.p.d. (siempre dirigido al futuro
0 pasado).
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= Futuro y pasado de puntos (analog. subconjuntos)

e Futuro cronabgicol " (p) ={ge M: p< q}
e Futuro causal™(p)={qeM:p<q}

e Analog.l (p),J (p).
e Para un abiertty € M considerado como e.t.:"(p,U),J (p,U)...

e J(p,q) =J"(p)NI~(@) (I(P,S) =I"(p)NI~(9))
= Paracad®,qec M:

6p,q .= 1{7:10,1] — M curva causal-continua dirigida al futuro gea q

(a velocidad constante c.p.d.)

[topologizada o bien por la distanciaaxima como aplicaciones o para
cualquier nétrica riemanniana completa auxiliar (Choquet-Bruhat) o bien
por la topologa C°, imponiendo causalidad (Geroch).]
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= Separadn temporaldistancia lorentziana):
d:MxM — [0,+o]

0, if Gpq="0
q _ 5 pP.q
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(b) Funciones volumen causalmente construidas

= Def. Medida de BoreadmisiblesobreM (Dieckmann '88):

1. mM) <o,
2. mU)>0if U0 isopen
3. m(dl*(2)) =0,vze M.

P. ej.: la asociada a cualquiektrica riemanniana con volumen finito.
= Def. Funciones/olumenpasado/futur@obreM:

e tT:M—=R,t (p)=m("(p))
o tT:M =R, t"(p)=-m(I"(p))
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Seay: (a,b) — M causal fut. s— t*(y(s)) esno decreciente

"

W

=
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= Def. SeaM — R una funcon (no neces. contin.) sobh:

e Funcbn tiempo generalizada: estrictamente creciente sobre toda
curva causal
e Funcbn tiempo funcion tiempo generalizada continua
e Funcbn temporalfunciéon tiempo suaveon gradiente temporalt.
= Observ: en generalt* no son funciones tiempo generalizadp=j.: una
tal funcion previene la existencia de curvas temp. cerradas).
Para entender exactamente su papel...

(c) Relacbn con la escala causal de e.t.

= Conjunto de condiciones estrictamentasmestrictivas sobre la estructura
conforme global un e.t:
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CRONOLOGICO

= Defn. E.t. Cronobgicosin curvas temporales cerragas

» Characterization: (M,g) es cronabgico <=t~ (resp.t™) es estricta-
mente crecientes sobre curvas temporales dirigidas al futuro
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CAUSAL

s Defn. E. t. causal sin curvas causales cerragdas

= Obs: (M,g) cronobgico no-causal—- existe una gedgsica luminosa
cerrada.

~+ en principio, la causalidad no es detectable tgor
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DISTINGUIDOR

» Defn. E.t. distinguidor(futuro, pasado)p # q = |1 (p) # 17(q)
i.e. las funciones con valores e (M) (conj. partes dévl)

1£:M — 2(M), p—I%(p)
son inyectivas.

= Characterization: (M, g) distinguidor < t—,t™ son estrictamente cre-
cientes sobre cualquier curva causal dirigida al futuro,

i.e. t* funciones tiempo generalizad@o necesariamente continuas).
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FUERTEMENTE CAUSAL

s Defn. E..fuert. causalalternativamente

e No existen curvas cerradas “casi cerradas”
para cadap € M y entornoU > p, existe otro entorngp €)V C U
tal que toda curva causal con puntos finales/erst enteramente
contenida e
(o equivalentemente a posteriori: toda curva causal cxuzn un
intervalo conexo de su dominio)

e Los futuros y pasados croraglicos generan la topolagdeM:
La topoloda de Alexandrov (generada pfir=(p) : p € M}) coincide
con ladeM.
0 equivalentemente a posteriori: la topdnde Alexandrov es Haus-
dorff.

= Obs.: no caracterization eetminos de* sino compatibilidad natural
topologa «— cronoloda
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ESTABLEMENTE CAUSAL

= Defn. E.t. (M,g) esestabl. causai, equivalentemente:

1. 3d €lLor(M) talqueg<d y d es causal.
(i.e. “un e.t causal que permanece causal tras abrir ligeramente sus

conos de lu?
2. hay un entorncC® U (g) de g en Lor(M) tal que caday € U(g) es

causal.
(i.e. “e.t. que permanece causal bajo perturbaci@&y

= Definible alternativamente ererminos de funciones tiempo —jojo!: con
problema de diferenciabilidad que afectaba a la escala causal.
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= Teorema Es equivalente:

(1)
(2)

3)

Serestabl. causal

Admitir una funcbn tiempat (continua, estrictamente creciente sobre

toda curva causal al futuro)

Admitir una funcbn temporal” (suave con gradiente temporal pasa-

do doquiera)

About the Proof.

e (1) = (2) (Hawking) Aunque™ son $lo funciones tiempo ge-

neralizadas, una verdadera fulrtitiempo (continua) se obtiene
integrando lag~ de nétricas poximas con conos &s anchos.

1
(p) = [ (P2

e (2) = (3) Una de las‘cuestiones foldbricas de diferenciabili-
dad” (Bernal, MS’05).
e (3) = (1) No dificil
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CONTINUIDAD CAUSAL
= Def. E.t. (M,g) causalmente continug (equivalently)

(1) Las aplicaciones™ : M — (M) son
e inyectivas

e continuaqtopologa enZ?(M): la que admite por abiertogk €
P (M) paraK € M compactA e % < KNA=0)

(2) Ele.t.es
e Distinguidor
e confunciones volumen continuds
(3) Las funciones volumeti® son funciones tiempo

= Obs.Los e.t. “totalmente viciosos” tiendi continuos~ (imponer “dis-
tinguidor” es razonable!)
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SIMPLICIDAD CAUSAL

Obs. Cuandol = no son continuos, alm J*(p) no es cerrado.

Def.Un e.t. (M, g) escaus. simplesi:

e TieneJ*(p) cerrados
e Esdistinguidor~» causalBernal, MS CQG’07)

Obs.: Causalmente simple> Causalmente continuo pero el lg®co es
falso: basta con suprimir un punto Hé!

~ la simplicidad causal no es detectabletde

Y, aunque el comportamiento causal sea bugnzas..

e d(p,q) = paraalgnp,geM
e p < no conectables por una gexsica causal
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HIPERBOLICIDAD GLOBAL

Def. 1Leray '53 (M, qg) is glob. hiperldlico si
©p,q €S compacto para todmq € M

Obs. 1 Desarrollado por Choquet-Bruhat '68: hip. glofiplica causalidad
fuertey Geroch '70.

(Trivialmente: p < g < geodksica conectante maximizante causalpde
aq, d is finita —y continu

Obs. 2 Defn 1 involucra el espacio de curvas. Alternativavén

Defn. 2 (M, g) esglob. hiperldlico si verifica:
fuert. causat compactal(p,q)(:=J"(p)NJI~(q)),Vp,ge M.

Obs.. Facilmente entonces, Defn 2 equivale a Defn 1, y teniendo encuenta
la escala causalpto la causalidad sarsuficiente (Bernal, MS. CQG’07)

Defn. 3 (M, g) esglob. hipertblico si cumple:
causak compactod(p,q),Vp,qe M.
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= Obs. (a) La anterior definién es bien ajustada. Hay contraejemplos no
distinguidores y Galloway demoétque,bajo causalidad fuerte, la com-
pacidad del cierre*(p)NJ—(q) is es suficiente, pero existe un contrae-
jemplo si $lo se impone causalidad

(b) Ambas condiciones tienen una interpredacsencilla:
ninguna informadn viaja al pasado + no hay singularidades desnudas (no
pérdidas de informadn dep a q).

= Definicion alternativa: existencia de unaipersuperficie de Cauckadenas
de que log—t~ /t™) sea una funéin Cauchy tiempo —pero este es étkeo
del teorema de Geroch.
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(d) Construccion de Geroch(JMP’70)

= Dfn. Hipersuperficie de Cauchys C M que esintersecado exactamente
una vez por toda curva inext. caugékl ‘espacio’ en ub instante de tiem-

po)
= Obs. Necesariamente; es entonces una hipetspologica embebida

= Teorema. (M, g) glob.hipertdlico < admite una hip. de Cauchy
(— definicion alternativa de hiperb. global)
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= Teorema Si M es glob. hip., existeina (“funcbn Cauchy tiempo” :
M — R continua y sobréal que:

(1) t crece estrictamente sobre toda curva causal futureipn tiempJ.
(2) S :=t~1(a) Hip. Cauchyvac R.
(En consecuenciayl eshomeomorfo &R x S).

Sz @)
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= |dea dem Se consideran las funciones
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Si y: (a,b) — M es causal, dir. fut. e inextensible

1. s—tT(y(s)) (resp.t(y(s))) esestrictamente creciente
[t—,tT eran funciones tiempo]

2. limg_pt*(¥(s)) = 0=lims_at=(¥(s))

3. lime_a(~t*(7(9))),lims bt~ (7(s)) > 0

b

=
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Funcibn “Cauchy tiempo” requerida:

t(z) =log(—t~(2)/t"(2))

00

lims_pt(¥(s))

i — t =const. is Cauchy
lims_at(y(s)) = —o }

>
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(e) Problemas de diferenciabilidad

= Obs. De la prueba constructiva,no siempre es diferenciable

M c LL?, (coord. luminosasi, v) DiagonalS hip. Cauchytt no diferen. en
p.
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= Dados los resultados de Gerochestiones foléricaspara espaciotiempos
glob. hip.:

(1) Encontrar undip. Cauchy espacial (suave).

(2) Encontrar una funéin Cauchytemporal (i.e. additionalmenté suave
con gradiente temporal pasgdo
~+ una tal funcbn producira el desdobl. ortogonal

(y sit fuera empinadallt| > 1 solucionaia el problema del embe-
bimiento isom.)
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= Dificultades para solucionarlo con los conceptos estrictamente involucradas

1. Intentar aproximar la funon tiempo de Geroch por funciones suaves
(Seifert):
incluso si es diferenciable, una hipersuperficie de Cauchy puede ser
degenerada

2. Intentar usar una medida admisible para que resulte diferen¢iielek-
mann):
para el problema de diferenciabilidad de funciones tiempo, ninguna
medida admisible puede hacer que las funciones volutfiesean
funciones tiempo (esto oclarsii el e.t. era causalmente continuo).

= El procedimiento ideado por AN Bernal, MS. '03, '05 genera la fanci
Cauchy temporal (y una furfm temporal en el cso establemente causal)

Aqui, construiremos una funcbn Cauchy temporal empinada medi-
ante una modificacbn del procedimiento que redemuestra y simplifica
el caso glob. hip.
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= El punto de vista d€larkeen '70 es algo diferente al nuestro, y usa fun-
ciones causalmente construidas que eventualmerisndeinciones tem-

porales empinadas: ‘
f9 = [ u
JH* ((x),0(x))

Aqui, T es una fundn Cauchy temporal que desdobla el sstuna suerte
de coordenada espacial radial y

H*(t,s) =3 (t~10) NI~ (= 1(t)no1([0,9)).

Seifia bueno determinar la diferenciabilidad de esta foimci
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= Resumen

o m Smoanth and orthogonal
Cpac? he Cauchy splitting
auc
Y Iy g=-Bd12+gt
\H BS03 G N _
(Topological) Tapal. acausal
Cauchy hyp. Geroch'70 Geroch'70 Gauchy splitting

Compactness Bruhat'68_‘ .J(p,q)cumpach !

C pq  — strong caus.
Leray '53 L1 Bsor
J(p.g) compact +
causality
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2.- Embedibilidad isométrica para LN para un s-t.
general

Resultado general:

= Teor. 1 Para una variedad lorentziafisl, g), es equivalente:
(i) (M,g) admite un embebimiento isdtrico enLN para algin N € N.
(i) (M,qg) e.t. establ. causal con uhancion temporal empinada
(9(O7,07) < —-1).
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= Teor. 1 Para una variedad lorentziafisl, g), es equivalente:
(i) (M,g) admite un embebimiento isdtrico enLN para algin N € N.

(i) (M,g) es un e.t. establ. causal con Unacion temporal empinada
(g(07,07) < -1).

Demost. (ii)= (i)

1. LemmaSi (M,g) admite una fund@n temporalt entonces la i@trica g
admite una descomposici

g=—Bdr’+g;,

Os, - Métrica riemanniana e8;, = 7~ (1) (la topologa depende de)
En particular, sit es empinada entoncgs< 1.

Proof. Descomposidin: restinjaseg.
Valor de 8: dr(07) = g(O7,07) = —B (de(01))2.
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Lemma Si (M,g) admite una fundn temporalt entonces la r@trica g
admite una descomposici

g= _ﬁdT2+gfa

(94, : métrica riemanniana es;, = r*l(ro)
En particular, sit es empinada entoncgs< 1.

La meétrica riemanniana auxiliar
Or:= (4— B)dfz + 0Oz
admite un embebimiento is@trico de Nash

inash: (M,gr) — RN

Y el que necesitamos nosotros(M,g) — LNt es $lo:

i(T,X) = (27,inasH ;X)) -
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Lemma Si (M,g) admite una fundn temporalt entonces la r@trica g
admite una descomposici

g=—Bdr*+g;,

(94, : métrica riemanniana e8;, = 7 1(19)
En particular, sit es empinada entoncgs< 1.

La métrica riemanniana auxiliar
gr:= (4—P)dr*+g..
admite un embebimiento isdtrico de Nash
inash: (M,gr) — R™
Y el que necesitamos nosotros(M,g) — LNt es $lo:

1(2,%) = (2,inasH®,%))
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= Teor. 1 Para una variedad lorentziafisl, g), es equivalente:
(i) (M,g) admite un embebimiento isdtrico enLN para algin N € N.
(i) (M,g) es un e.t. establ. causal con Unacion temporal empinada
(9(Or,07) < -1).

Dem. (i) = (ii). Directo de (a) en la siguiente propos$ici

= Prop.Sii:M — LN es una inmeréin isonétrica entonces:

(a) la coordenada temporal natutak x° de LN induce una fundén tem-
poral empinada eM, y

(b) d of (M, g) toma valores finitos.

Dem.(a) X°oi es claramente temporal, y empinada [1%%°|(i(M)) < |O(x00i)|
(la tltima porqued(x%oi)p es la proyecdn de Doxio(p) sobredi(TpM) (y su
ortogonaldi(T,M)* in Ti(p)IL,N es espacial).

(b) La finitud ded es consecuencia de la finitud de la sep@matémporaldy en
LNy d(p,q) < do(i(p),i(q)) W
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= Corolario

(1) Una variedad lorentziana es establ. causal sii admite un embebimientc
conforme en algn LN.

(2) En este caso, hay un representante de su clase conforme cuya $eparaci
temporal es finita

(3) Un e.t. establ. causal es conforme a uno no &ogamente embebible
enLN si (y sblo si) es no glob. hipedico.

Proof. (1) Seat cualquier funddn temporal. Entonces es temporal para toda
métrica conforme, y empinada paga= /|Ct|g (|0*z|* = 1).

(2) Para elg* anterior,(M,g") es isom. embeb. y, entonces, la sep@méem-
poral d* es finita.

(3) Tales e.t. son conformes a uno abrinfinita-valuada -y, dsno existe isom.
embeb.l

= Obs. A diferencia del caso riemanniano, existe una obstaurcditida para
la existencia de embeb. isom.

<4< > <« > AN B ®



3.- Existencia en e.t. glob. hiperblicos
(a) Herramientas técnicas

1. Existencia de la funén Cauchy tiempat de Geroch(cada$, = t=1(a)
Cauchy).

2. Funcbn
ip:M =R, jp(q) =exp(—1/d(p,q)?).

Restringida a entornos convexos pees unaversbn suavizada de la dis-
tancia ap (suaveincluso en (.

3. Paracualquier Cauclty=S;, peJ= (S yV D JI(p,9), existe una fundn
temporal empinada sobreJ(p,S) con soporte eV (“7 empinada sobre
el cono adelantd(p,S)”).
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Prop. SeaS una hip. Cauchyp € J~(S). Para todo entorn¥ de J(p,S)
existe una funén suaver > 0 tal que:

(i) suppr CV

(i) T>1enSNJI"(p).

(i) Ot estemporal y dir.-pasado en Int(SuppNJI—(9)).
(iv) g(0r,07) < =1 end(p,S).
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Idea de la demTomese urK compactoJ(p,S) C Int(K), KCcV y § >0 s.t.:
vx € K, Uy CV convexo cond Uy C J*(§x125) (donded Uy := dUxN

Jt(x)).

" Sad

5 TN A S S s O R

L9
W)+ 28
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Rebanemod(p,S) enntiras,a <t(p) <a; <...<ap=awith a1 —a <
6/2

\ 7 S{r\.l’ Peot
\ /f L :r(l’n S)
'3
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Sin=1 tira es suficiente:
= T=_Cjx enJ (S) parac grande y algn cercanx < p

= TsesuavizaaOedNJI(S).

Songoth
T
\( T £

P C‘Cj* fv{]-l'(e(

nl
.S‘fn'r

Paran > 1, induccon.
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4. Paratoda Cauch$, unrecubrimiento por conos gordosucesbn de pares
de puntosp; < pi,i € N tales ques” = {I7(p)):ieN}y € ={I"(pi):
i € N} producen un recubrimiento localmente finito 8e

Loc. FipMrce
(OVERINMG OK

\ ' \\/ﬁT Y 7 =
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Pasos de la dem.

» Pasol:paracadac Ry p' < p, p,p €J(Si-1,Sa), construir unduncion

cono adelante empinad&CAE) h;d e M — [0,%) que satisface:

1. supphi, ) €I (P, S2),

2. hi,  >1lenS1NJIT(p),

ap.p
3. Six€J7(Sy1) y hyy ,(X) # 0 entoncesDh] , (x) is temporal dir-
pasado, y ’
4. 9(Ohy . 0h ) < —1end(p,Saa).
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Vh

ap’»
Dméuke ' Vv
. >
i)= h‘)’[" 1.0 |
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= Step 2: usando un recubrimiento de conos gorfigs< pili € N} para
S=S,, ajustar un suma localmente finita de FCAE para obtendmalg
hi > 0 que satisfaga:

supphy) C I(Sa1,Sas2),

hi > |a|+1 Sii1, [esto asegurarque la fundn temporal final sea Cau-
chy]

Sixe J (Sar1) Yy hi(x) # 0 entoncedIhd (x) es temporal dir.-pasado, y
g(Ohi,0h7) < —1 onJ(Sy, Sar1) -

at?

>N i1
\ X \\—T' —‘ il g :;:ep gﬁmmi
ﬁ‘—' \/\/\ \ X~ - - Timaikeor O |

174
ey Ao

-

-

e~} =
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= Paso 3:
1. dadahf > 0 asegurar qulaa+1 puede escogerse tal que

9(d(hg +h3 1), 0(hg +hy, 1)) <=1 ond(Sat1,Ser2) (0.1)

Asi, hi +hZ, ; esh empinada en todd(S;, Sit2)).

2. Inductivamente, construir una fuldci Cauchy empinad& + > 0 so-
breJ™(S) con 71(S) > aparaa=1,2,....

3. Invirtiendo la orientadin temporal y trabajando edr (), obtener
la funcion Cauchy empinad& = .7+ — .7~ sobre todoM.
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